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1. 

Heber  Multiplicator-Gleiebungen  höherer  Stufe 
im  Gebiete  der  elliptischen  Functionen. 

Von 

Paul  Biedermann. 


Wir  verwenden  im  Folgenden  durchweg  die  Bezeichnungen,  welche 
Herr  Klein  in  seinen  neueren  Arbeiten  Uber  elliptische  Functionen 
und  speciell  elliptische  Modulfnnctionen  benutzt.  Man  vergleiche 
dazu  etwa  Math.  Ann.  Band  14  und  17,  sowie  dio  Abhaudlungeu  der 
Kgl.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  vou  1885.  Es  mag  des- 
halb genügen,  betreffs  der  hier  eingehaltenen  Bczeicbnungsweise  auf 
diese  Arbeiten  hingewiesen  zu  haben. 


Das  Problem  der  Transformation  nter  Ordnung  für  die  »te  Stufe 
im  Gebiete  der  elliptischen  Functionen  besteht  in  der  Aufgabo,  den 
algebraischen  Zusammenhang  zwischen  einer  ursprünglichen  Modul - 
form  F(t»t,  <ot),  welche  entweder  der  sten  Stufe  zugehört  oder  ihr 
adjungirt  ist,  und  der  Gesamtheit  der  transformirteu  Modulformen 


^ ^ ausfindig  zu  machen 


Dabei  ist  gesetzt 


■=  («o-j- 1)  »,  4-«A . o),,  co,'  *=  ee . o>,  -\-  (*d  -|-  1 ) o), 


unter  der  Bedingung 

1)  — »b.,c  - 1, 


und  eine  Modulform  F(cot,  cd,)  heisst  dann  der  »ton  Stufe  zugehörig, 
resp.  ihr  adjungirt,  wenn  sie  bei  jeder  solchen  mod*  zur  Identität 
eongruenten  linearen  Substitution  ungeändert  bleibt,  resp.  sich  nur 
um  Einbeitswurzeln  ändert.  Die  Anzahl  der  oben  auftreteuden  in 
Bezug  auf  die  Untergruppe  derjenigen  linearen  Substitutionen,  welche 

ink.  Ul  Math.  u.  Fhj».  S.  Kaih»,  T.  V.  ) 
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mod«  zur  Identität  congruent  sind,  inäquivalenten  Zablenpaare  a>,Vn 
sei  mit  N bezeichnet 

Die  algebraischen  Gleichungen  A’tcn  Grades,  welche  den  ge- 
wünschten algebraischen  Zusammenhang  liefern,  zerfallen  nun  in  der 
Jacobi’schen  Darstellung,  soweit  Jacobi  sic  betrachtet,  in  zwei 
Classen,  in  Multiplicator-  und  Modular- Gleichungen.  Bei  seinen 
Multiplicator-Gleichungcn  ist  die  zn  Grunde  gelegte  Modulform  in 
Weierstrass’schcr  Bezeichnungsweise  F(av  a *)  — V«i  — et,  also 
eine  wirkliche  Modul  form-,  bei  seinen  Modular-Gleichungcn  ist  sie 

4 

speciell  eine  Modulfunction,  nämlich  F(m„  o>,)  = F(  1,  o>)  = y t '). 
Mit  Bezug  hierauf  wollen  wir  fiberhaupt  die  bezeichneten  algebrai- 
schen Gleichungen,  welcho  ein  System  von  transformirteu  Grössen 
mit  nicht-transformirten  Grössen  verbinden,  Multiplicator-  resp. 
Modular-Gleichungcn  nennen,  jo  nachdem  es  sich  dabei  um  trans- 
formirte  Modul-Formen,  resp.  Functionen  handelt.  In  dem 
Sinne  als  die  Modulfunctionen  einen  specicllcn  Fall  der  Modulformen 
repräsentiren,  begreifen  also  auch  die  Multiplicator- Gleichungen  die 
Modular-Gleichungeu  in  sich. 

Von  eigentlichen  Multiplicator-Gleicbungen,  also  von  solchen,  bei 
denen  eine  wirkliche  Modulform  zu  Grunde  gelegt  ist,  linden  sich 
ausser  den  Jacobi 'sehen  in  der  Littcratur  noch  diejenigen  vor,  bei 

12  24 

denen  die  Modulformen  g}  ’)  und  \ d resp.  y^/*)  zu  Grunde 

24 

gelegt  sind.  Da  diese  Modulformen  gt,  g3,  y 4 der  Gesamtgruppe 
der  linearen  Substitutionen  der  Perioden  u>t  zugehören,  resp.  ihr 
adjuugirt  sind,  werden  wir  dio  diesbezüglichen  Multiplicator-Glcickun- 
gen  solche  ltcrStufe  nennen.  Da  andrerseits  die  drei  Modulformen 
Vei  — n der  Gruppe  der  linearen  Substitutionen  der  Perioden,  welche 
mod 2 zur  Identität  congruent  sind,  adjungirt  sind,  werden  wir  die 


1)  Man  vergleiche  für  die  Jacobi’schen  Multiplicator*  und  Modular* 
Gleichungen  insbesondere  Joubert,  „Sur  les  Iquations,  qui  sc  rcncontrcnt 
dans  la  the'oric  de  la  transformation  des  fonctions  elliptiques“,  Paris  1876  und 
Koenigsbergcr,  „Vorlesungen  über  die  Thcorio  der  elliptischen  Functionen“, 
sowie  „Die  Transformation,  dio  Multiplication  und  die  Modular-Glcichungen 
der  elliptischen  Functionen.“ 

2)  Man.  vergleiche  Felix  Maller,  „De  transformatione  functionum  cllip- 
tirarum“  Berlin  1867. 

8)  Man  vergleiche  Klein,  Math.  Ann.  Bd.  15,  Kiepert,  Crellc  Bd.  87, 
Hurwitz,  Math.  Ann.  Bd.  18,  Weber,  Acta  matbematica  Bd.  6. 
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Jscobi’schcn  Multiplicator-Gleichungen  als  solche  2ter  Stufe  be- 
zeichnen. 

Dies  vorausgeschickt  liegt  es  nahe,  auch  Multiplicator-Gleichun- 
geu  höherer  Stufe  zu  studiren,  indem  man  fundamontale  Modul- 
fonnen  höherer  Stufe  für  die  Transformation  zu  Grundo  legt.  Als 
solche  empfehlen  sich  die  Teilwerte  der  «-Function: 

_ C^s  4- +>““») 

2»«  /Ab. -f- um»  V) 

dlfi  Ä fff  ^ t Wj,  öjj  j 

Es  gelingt  für  sie  einerseits,  eine  Theorie  der  Multiplicator- 
Gleichungen  bei  beliebigem  * zu  entwerfen,  d.  h.  mau  kann  für  sie 
Multiplicator-Gleichungen  beliebiger  Stufe  studiren.  Andrerseits  ist 
es  möglich,  überhaupt  alle  Multiplicator  - Gleichungen,  Modular- 
Gleichungen , Modular-Correspondenzen  lediglich  von  den  (iip  aus- 
gebend zu  behandeln.  Es  hat  dies  seinen  Grund  darin,  dass  die  er;.,, 
in  der  Tat  Modulformen  von  fundamentalster  Bedeutung  sind. 

Wir  beschränken  uns  auf  die  Multiplicator-Gleichungen  ira  en- 
geren Sinne  und  zwar  werden  wir  in  einem  ersten  Abschnitte  die 
Multiplicator-Gleichungen  der  Teilwerte  der  «-Function  bei  beliebigem 
» in  den  allgemeinen  Umrissen  studiren , um  sodann  im  zweiten  Ab- 
schnitt die  Untersuchung  für  die  niedersten  Stufen  bis  in  das  Ein- 
zelne durchzuführen. 


Erster  Abschnitt. 

Allgemeines  Uber  die  Multiplicator-Gleichungen  für  die  Teilwerte 
der  «-Funetlon. 

§ 1.  Die  Teilwerte  der  a-Function. 

Die  Haupt-Eigenschaften  der  axp  sind  in  den  beiden  eben  eitir- 
ten  Abhandlungen  des  Herrn  Klein  bereits  abgeleitet  worden.  Wir 
stellen  davon  für  unsere  Zwecke  folgendes  zusammen: 

Die  beiden  Grössen  1 und  tu  können  an  sich  beliebige  ganze 
Zahlen  sein;  doch  giebt  es  bei  gegebenem  e nur  eino  begrenzto  An- 
zahl v verschiedener  da  die  Relationen  bestehen: 


I)  Man  vergleiche  Klein,  Berichte  d.  Kgl.  Siebs.  Ge«,  d.  Wisscnsch. 
1884,  sowie  die  Abhandlungen  derselben  von  188S. 

1* 


«r 
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(1)  <U+fs,  H«*  “ ( — 1)  « * «Jp, 

(2)  e Ol/,  r“  ff,— H,  e-tx- 


Bei  zusammengesetztem  » ist  ausserdem  noch  zu  beachten,  dass 
eine  gewisse  Anzahl  von  o;,,  als  bereits  zu  den  Factoren  von  t ge- 
hörig auszuscheiden  sind.  Wenn 


e — t/'V* 

gesetzt  wird,  so  dass 


die  Anzahl  der  moda  ineongruent.cn  homogenen  lineareu  Substitutionen 
von  ca,,  cd,  bezeichnet,  so  zählt  man  für  dieses  v ab: 


(3) 


- = 3 für  t = 2 

» 


Bas  Verhalten  der  oif,  bei  linearer  Substitution  der 
Perioden  ra„  cd,: 

ca,' «—  «cd, -{- (Üca,,  ro,' — yo>,-|-ieo„  (al  — ßy  •=*  1) 
anlangend  gilt  die  Formel: 

(4)  <Up(ca,',  «>»')  — ®z«+.u/,  Iß  | (ca,,  cut). 

Dies  besagt  unter  Bezugnahme  auf  (1)  und  (2) , dass  die  einem 
bestimmten  t zugehörigen  verschiedenen  ax„  sich  bei  linearen  Sub- 
stitutioneu  der  Periodeu  ca„  cd,  bis  auf  vortretendo  2*  to  Einheits- 
wurzeln unter  sich  permutiron.  Es  lassen  sich  daher  durch  lineare 
Substitution  der  Perioden  aus  irgend  einem  öz,u  die  sämtlichen  v 
demselben  > zugehörigen  ff/;,  und  nur  diese  ablciten. 

Ueben  wir  weiter  insbesondere  auf  eo„  cd,  eine  lineare  Sub- 
stitution aus,  welche  mod*  zur  Identität  congruent  ist,  also  eine 
Substitution : 


1)  Dieselbe  Zn  hl  hat  neuerdings  auch  Herr  Kiepert  angegeben,  indem 
er  die  Anzahl  der  reducirten  Teilwerte  nten  Oradea  der  p-Funetion  bestimmt. 
Man  vergleiche  Math.  Ann.,  Bd.  26,  pag.  378. 
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(5)  («o-j-l)a»i  -(-»}*„  — «c  co,  -f-(«ei  -f- 1)  w, 

wobei 

(6)  (»o+l)(*d  + 1)  — sb  .ee  — 1' 
st,  so  findet  sich  auf  Grand  von  (4)  and  (1) 

(7)  «,(»'„  »,')  = H)l,mWW+^H-W)  x 

* <Ua(»„  “») 

Spociell  für  ungerades  $ lässt  sich  (7)  noch  zasammenzichen.  (6)  hat 
dann  nämlich  die  Relationen  zur  Folge: 

cib  — d — cd-|-d  ss  0,  ad~\~bc  ^ a—d  (mod2) 

and  demgemäss  lässt  sich  in  diesem  Falle  für  (7)  schreiben: 

Vjp  [Ws— (o— d)  Afi— cf»5] 

(7‘)  , <»*')  = » «Auf®,,  <»,), 

2«ä 

wobei  i = « * gesetzt  ist.  Diese  Formeln  (7)  nnd  (7k)  lehren,  dass 
sich  jedes  axß  bei  linoareu  Substitutionen  von  g>„  to2, 
*dcho  mod>  zur  Identität  congrnent  sind,  nm  2«te  resp 
<te  Einheitswurzeln  ändert,  je  nachdem  * gerade,  resp. 
angerade  ist  Jedes  axß  bleibt  aber  auch  erst  bei  Substitutionen, 
welche  mod*  zur  Identität  congrnent  sind,  bis  auf  Einheitswurzeln 
Dngeändert  Die  Modulformen  tf^sind  somit  der  «ten  Stufe 
adjungirt 

Ersetzt  man  in  (6)  und  (6)  a,  4,  c,  d durch  2*a',  2*4',  2 ec', 
2 ert,  resp.  «a',  *4',  ec',  ed! , je  nachdem  » gerade  oder  ungerade  ist 
(was  man  im  Folgenden  immer  mit  Leichtigkeit  ergänzen  wird),  so 
entsteht  eine  lineare  SnbstittRion  der  Perioden,  welche  mod  2s2,  resp. 
mod«2  zur  Identität  congrnent  ist.  Wir  bemerken  infolge  von  (7) 
nnd  (7*)  ohne  weiteres,  dass  dann  jedes  axp  nngeändert  bleibt.  Andrer- 
seits bleibt  aber  anch  das  einzelne  oxß  erst  bei  Substitutionen, 
welche  mod  2«*,  resp.  mod«2  zur  Identität  congruent  sind,  nngeändert, 
nnd  nicht  etwa  schon  bei  Substitutionen,  welche  mode  zur  Identität 
congrnent  sind,  wo  t < 2«*,  resp.  t«^«2  ist  Die  <nß  sind  daher 
Modalformen  von  der  Stufe  2a2,  resp.  «*. 

Für  alles  Folgende  ist  das  Vorhalten  der  axß  bei  linearen  Sub- 
stitutionen der  Perioden  co„  o>,  von  fundamentaler  Wichtigkeit.  Wir 
bemerken  daher  in  dieser  Richtung  noch  specioll  Folgendes: 


dT 
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1)  Liegen  allgemein  zwei  linearo  Substitutionen  V und  V (in 
symbolischer  Bezeichnung)  der  Perioden  vor,  welche  modp  unter  sich 
congrucnt  sind,  so  lässt  sich  jede  von  beiden  aus  der  andern  durch 
eino  lineare  Substitution  W der  Perioden  hersteilen,  welche  modp 
zur  Identität  congruent  ist  In  der  Tat  folgt  aus 

int=  r,  w—u-^r, 

d.  h.  mit  Racksicht  auf  U = Fmod  p 

W = 1 mod  f. 

Wenden  w!r  diesen  Satz  auf  unsere  axp  an,  so  zeigt  dies,  dass 
zwei  linearo  Substitutionen  der  Perioden,  welche  mod  2**, 
resp.  mod«1  unter  sich  congruent  sind,  anf  ein  ax#  die- 
selbe Aenderung  hervorbringen. 

2)  Ausser  den  betrachteten  linearen  Substitutionen,  welche  mod* 
und  mod 2«*,  resp.  mod*1  zur  Identität  congruent  sind,  iuteressiren 
noch  die  zwischenliegenden  mod  (me)  zur  Identität  congruenten  linea- 
ren Substitutionen,  unter  m einen  Teiler  von  « verstanden.  Man 
überzeugt  sich  auf  Grund  des  pag.  5 angegebenen  unmittelbar,  dass 

2 s i 

eine  solche  lineare  Substitution  jedes  axt , um  eine  — te,  resp.  - te 

Einheitswurzel  ändert.  Dieser  Satz  scbliesst  die  pag.  ö entwickelten 
Sätze  als  specielle  Fälle  ein. 

3)  Schliesslich  bemerken  wir,  dass  die  Coefficienton  einer  linea- 
ren Substitution  der  Perioden  beliebig  mod  2**  modificirt  werden 
dürfen,  ohno  den  Einfluss  derselben  auf  ein  ox?  zu  beeinträchtigen, 
gleichviel  ob  dio  Substitutions-Determinante  dabei  gleich  1 bleibt, 
oder  ob  sie  nur  = 1 mod  2**  wird.  Das  Bemerkenswerte  daran  liegt 
darin , dass  man  auch  fttr  ungerades  « die  Substitutions- 
Coefficienten  nur  mod2**  modificiren  darf,  wenn  man 
keine  Rücksicht  auf  den  Wert  der  Substitutions-Determinante  nimmt 
In  der  Tat  ist,  wenn  man 

#>,'  =*  eojj  -f- ßa>a,  ca,'  — yio, -j-da>2,  oi — ßy  — 1 
setzt,  bei  ungeradem  * 

o;./u  ((«-(- A»s)  ft),  -\-(ß-\-  Be1)  o>s,  (y  + Ce1)  oj,  -(-  (3  + De1)  o»,j 

■ OXa-j  /iy,  Xß+pd  — ll_  OXa-\-fiy,  Xfl+pd 
und  also  erst 

axp  1 («  + A 2s*)  + (ß  -f  B 2.*)  <»„  (y  + C2*>)  Ml-f(d+Z>  2**)  «,  | 

= + OA^lao)j-(-/J(»„  yesj  + d®,}. 
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5 2.  Transformation  nter  Ordnung.  Wahl  der  Repräsentanten, 
die  Funetioncn  xX/uS 0. 

Nachdem  wir  über  die  dtp  orientirt  sind,  lassen  wir  nunmehr 
Transformation  n ter  Ordnnng  eintreten , wobei  n immer  relativ  prim 
zn  t vorausgesetzt  wird.  Es  heisst  dies , wir  ersetzen  die  ursprüng- 
lichen Perioden  u„  a,  durch  alle  möglichen  Zablenpaaro 

(8)  5,W  = ata,  5,W  — ?i,  atdi—ßiyt  — 1, 

welche  so  beschaffen  sind,  dass  niemals  je  zwei  dieser  Zablenpaaro 
äquivalent,  d.  h.  durch  eine  lineare  Substitution 

oi,«  = iö, «+(*«,«,  «,«,  = vüjW-j-pöj«,  ip  — pv  = 1 

mit  einander  verbunden  sind. 

Soll  zuvörderst  das  einfachste  transform'rte  Periodenpaar  oi,, 
- mit 

fl 

OQi,  -j-  nß  - ^ o>,  -f-  d — *»  erd  — nß  - **=  1 

1 1 r n n 1 1 n n 

äquivalent  sein,  so  ist  offenbar  dazu  notwendig  nnd  hinreichend 

(9)  y = 0 (modn). 

Dieselbe  Betrachtung  und  dasselbe  Resultat  gilt,  wenn  in  dieser 
kleinen  Betrachtung  a>,  und  u,  selbst  wieder  linear  substituirt  wer- 
den, wenn  also 

. . coo.  -j-  bcos  . . 

awj  + bto,,  — — ~ ab— -bc-»l 

mit  . 

«(am,  -f  bo,H-ffb(o>,+  b®,),  + 

äquivalent  sein  soll.  Deuten  wir,  wie  dies  bereits  pag.  6.  geschah, 
symbolisch  durch  P,  Q,  U,  V je  eine  linearo  Substitution  der  ur- 
sprünglichen Perioden  m,,  «,  an,  also 

P ae>,-j-b®„  coi1-fboj„  ab — bc  = 1 

ferner  durch  P<“*,  Qt«)  das  daraus  gebildete  transformirte  Perioden- 
daar,  also 

pin)  aoi,  "f-  boij,  c-a)‘  *>v't 

and  schreiben  nach  einander  auszuführende  Operationen  in  dor  Reihen- 
folge von  links  nach  rechts,  so  liegt  in  dom  Bemerkten  folgender 
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Satz:  Damit  zwei  transformirte  Periodenpaare  PW  und 
Qi»)  Äquivalent  sind,  damit  also 

i><«)  -*  Qi»)  V 

sei,  ist  notwendig  and  hinreichend,  dass  in 

P—  QU 

die  lineare  Substitution  ü — ( a , ß,  y,  d),  (ai—ßy  — 1)  die 
Bedingung  (9)  erfüllt.  Und  zwar  ist  dann 

(10)  V = (a,nß,*,i). 

Als  Index  N (man  vergleiche  pag.  2.)  der  Untergruppe  (9)  in  Bezug 
auf  die  Gesamtgruppc  der  linearen  Substitutionen  ergibt  die  Ab- 
zählung, wenn  sich  » in  Primfactoren  schreibt: 

» — PiH‘PtH‘Psn‘  ■ ■ 

JV“B(1+P1)(1+P,)(1+PJ)  - 

Die  unendliche  Zahl  von  Periodenpaaren 

, t c<o,-(-ba>,  . , 

üw,-fb«„  — — s,  ao  — bc  — 1 

zerfällt  also  in  N Classen,  welche  so  beschaffen  sind,  dass  Perioden- 
paare derselben  Classe  äquivalent  sind,  und  das  Periodenpaare  ver- 
schiedener Classen  inäquivalent  sind.  Irgend  welche  N Perioden- 
paare aus  je  einer  dieser  Af  Classen  geben  daher  ein  vollständiges 
System  von  transformirten  Periodenpaaren  ab,  oder  bilden  ein  voll- 
ständiges „Repräsentantensystem“  der  genannten  AI  Classen. 
Dio  noch  vorhandene  Willkür  in  der  Auswahl  der  Repräsentanten 
aus 'jeder  Classe,  wird  man  benutzen,  um  das  Repräsentantensystem 
von  vorn  herein  so  zweckmässig  als  möglich  zu  gestalten.  Da  wir 
die  o),,  transformiren  wollen,  welche  von  der  Stufe  2«*,  resp.  *2  sind, 
erscheint  cs  als  angemessen,  jedem  Repräsentanten  eine  Bedingung 
mod2e2,  resp.  roodr1  aufzuerlegen.  Es  ist  dies  zulässig,  da  die  ein- 
zige die  völlig  willkürliche  Auswahl  der  Repräsentanten  beschrän- 
kende Bedingung  (9)  eine  Congruenz  mod»  ist,  beide  Bedingungen 
also  verträglich  sind , indem  n und  « relativ  prim  sind  *).  Am  ein- 
fachsten ist  es,  die  Repräsentanten 

(8)  t5,W  - «,«,+ ß,u»  5,0  - ^>t±3,--,) 


1)  Das  allgemeine  dies  bei.  g?nppentheoretische  Princip  findet  man  bei 
Klein,  Math.  Ann.  Bd.  17.,  pag.  67, 
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= 1,  »'  — 1,  2,  . ..  N 
to  za  wählen,  dass  die  Grössen 


a.Oj-j-ß.iD,,  fi  a>,  -f-  ti  oj, 

mod  V,  resp.modi2  zar  Identität  congrnent  sind.  Wir  setzen  also 


2Pe,'(»14-(2**<V+l)»1 

i 

n 


resp. 

B,W 


(**Ot'  -4"  1)  t»I  — 1~  OjW  = 


Mi  -f-  l)mt 

n 


£i  wird  sich  zeigen,  dass  unter  dieser  Voraussetzung  die  GröBsen 
(11)  = «j^|  ö,M,  ö,(*'>),  — 1,  2,  ...  N 


direct  ohne  vortretende  Einheitswurzeln  die  Wurzeln  der  zu  betrach- 
tenden Mnltiplicator-Gleichungen  sind.  Um  späterhin  in  den  Fällen 
der  2ten  bis  5ten  Stufe  einfach  mit  den  Hanptmoduln  nnd  für  die 
höheren  Stufen  mit  vollen  Systemen  von  Modulfunctionen  operiron 
za  können,  und  nicht  mit  vollen  Systemen  von  Modulformen  operiren 
za  müssen,  werden  wir  die  «uW  durch  eine  nicht-transformirte  Mo- 
dalform als  Zusatzfactor  in  Modulfnnctionen  überfahren  nnd  als 
Warzein  unserer  Gleichungen  zu  Grunde  legen: 


dl») 


ox„  ~ <n„ 


Dadurch  wird  der  Cbaraktcrj  unserer  Gleichungen  als  Mnltiplicator- 
Gleichungen  in  keiner  Weise  geändert. 


Die  benutzten  Repräsentanten  (8)  erweisen  sich  jedoch  als  un- 
geeignet, wenn  es  gilt,  die  x/u  functionentheoretisch  zu  diacutiren, 
denn  das  zugehörige  g ist 


• 1 

q — ’«U  n cr_ 

aod  somit  vermitteln  jene  Repräsentanten  keine  Reihen-  und  Pro- 
dact-Entwicklungen  nach  q.  Dies  leistet  das  folgende,  schon  von 
Jaeo bi  benutzte  vollständige  Repräsentantensystem 


(12) 

worin 


OitOj  Ci  Wj  dt  ÜJS 
» ’ ' 
n n 


, i - 1,  2,  ...  N 

a/di  = »,  Ci  < a, 
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ist,  and  ai,  a,  <U  Dicht-negative  ganze  Zahlen  ohne  einen  allen  dreien 
gemeinsamen  Teiler  sind.  tNach  dem  pag.  7)  and  8)  Bemerkten 
ist  jeder  der  N Repräsentanten  (11)  ans  dem  entsprechenden,  mit 
gleichem  Index  versehenen  Repräsentanten  (12)  und  nur  aus  diesem 
durch  eine  lineare  Substitution  Ai,  Bi,  Ci,  Di,  A,Di—  Bi  Ci  •=  1,  ab- 
leitbar. D.  h.  es  bestehen  die  Relationen: 

A ?*  “?  _lö  , cia,-\-d,<a, 

‘ n ' n 

A.Di—BiCi  — 1 

Ct  — -r  lJ<  _ 

n n 


Bestimmen  wir  diese  A'  linearen  Substitutionen  und  deren  Einfluss 
auf  die  axp,  so  können  wir  die  Wurzeln  unter  Bcrttcksichtigung 
der  vortretenden  '2t  ten  Einheitswurzelu  A'am(0  in  den  Repräsentanten 

(12)  schreiben,  was  beabsichtigt  wurde.  So  ergiebt  sich: 

_.  (a>“i 

Oh’p-  < » — 1 

(13) *^W-£^W  ” — — 

«A/U 

Es  verdient  besonders  hervorgehoben  zu  werden,  dass  im  all- 
gemeinen nicht  für  jedes  > 


i'  = *»  f*‘  = f* 

sein  wird.  In  den  Fällen  e — 2,  3,  4 lässt  sich  dies  jedoch  er- 
reichen, wenn  a in  (12)  etwas  moditicirt  wird ’).  Benutzen  wir  aus 
diesem  Grundo  an  Stelle  von  (12)  dos  Ropräsentantensystem 

«.c"j  2«‘ci  «o,  -j-  di  tot  0,0,  «*<*«», -fddB, 

(126)  > , resp.  1 » 


wobei  m,  Ci,  di  den  alten  unter  (12)  angegebenen  Bedingungen  ge- 
nügen, so  wird  die  Ausführung  der  angedeutoten  Schritte  im  Ein- 
zelnen folgende. 


1)  Dieser  Umstand,  das6  beim  Uebergang  vom  Repräsentantensystem  (8) 
zum  Repräsentantensystem  (12)  eine  zu  transformirende  Modulform  oder  Modul- 
function 2ter  und  höherer  Stufe  nicht  ausnahmslos  erhalten  bleibt,  sondern 
zum  Teil  durch  die  andern  gleichberechtigten  Modulformen  und  Modulfunctionen 
derselben  Stufe  ersetzt  wird,  ist  schliesslich  wol  der  Grund,  aus  dem  in  der 
Litteratur  gewöhnlich  nicht  am  Repräsentantensystem  (12)  festgehalten  wird. 
So  benutzt  beispielsweise  Koenigsberger  nach  dem  Vorgänge  von  Her* 
m ite: 

* — , Oidi  — n,  a < ai. 


X, 
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Wir  setzen  an: 


| l)®i  ■|"2iJA/»|  “• 

2«v  <0,  -f  (2«»d/  + 1)0», 


.tu  m,  . 2»8e,a>,  -\-dt  <Bä 

Ai \-B,  

n ' n 


C.^  + A 


2s‘ci  to,  -f~  <ti  <n, 
n 


(13) 

n Ti 

-J- 1)ms  „ o,«<,  , „ «*<;,<»,  <o, 

■ “ W *T“  M 

n n 1 » 


resp. 


Dies  fahrt  nach  s>„  co,  getrennt  za: 

j n(2*,ai‘-\-l)  = Aiai-\-Bi2tia,  n2«*4,'  = Bi  di 
\ 2 **£<'— C.o.  + Ü.^c,,  2«,<t,'  + l ~ A4 

resp. 

( »(*so,  ' -|-1)  = A%Oi-\- Bi^c,,  nt*  bi“  — Bidi 
\ **«' = Cia(+A«*<*,  «**'  + l=A4 


und  deren  Aafiösang  nach  Ai,  Bi,  C,,  Di  mod 2«’,  resp.  mod«!  er- 
giebt: 


(14)  Ai  = di,  Bi=0,  Ci=0,  Di  = Ai~x  mod2ss.  resp.  mod«8. 

Darin  ist  A=  <U  durch  Di  <U=  1 definirt  und  für  ungerades 
« ist  nach  pag.  6)  Nr.  3)  dio  Substitntions- Determinante  (Ai  D, — BiCt. 
dorch  Modification  der  Substitntions-Coefficienten  mod«8  gleich  1 
za  machen.  Somit  kommt,  wenn  wir  die  nenen  Repräsentanten  in 
(11)  einführen: 


»V—  a>!>  | A>  “,  + ß* 


a*  ca,  , n 2#2  a cd,  -j-  di  <u8  ^ a%  co, 

« » G “TT- 

n n 


I p 2»8e,(B,-f(i,  &i,  j 


= a 


Ka,  \pB^  ;.c  +/,o. ) „ ’ 


j O.M,  2«8Ci  a>,  -{-rf,«», 


! 


d.  h. 


(15)  «i^W  = au  /1Ä  -‘  | 


( g.  m,  2«8c,(n1  -}-<&»»,  | 


resp. 

( 0,00,  »8C,  COi+  rf,  <D,  \ 

a, +/-!•(  \ „ ’ n ) 

and  folglich 
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P*{~ 

(15b)  


«A'u' 
EhpW  


resp. 

|(Mu, 

<S^,+uCXBi\uDt  \ „ ‘ ~ 

aiß 

}f!?i  «*<*»,  + <*<"«1 
- Kjt/0  **  In’  n | 

»Au 


(<«■»,  2»*  c<  w,  -f-  d,  tu, 

1 \ > 

( n n 


«Au 

{<*■"«  2**c.  •»,-(-</<  0)jl 

(T n ) 

«Au 


§ 4.  Verhalten  der  XA^1'  hei  linearer  Subetitution  der  Perioden  0>,,<u|. 

Für  dio  jetzt  anzustcliende  gruppentheoretische  Betrachtung  be- 
nutzen wir  die  echon  pag.  6.  erklärte  Symbolik  und  schreiben  die 
xA/iw  folgendermasseu : 

(0  — l“l(0i  gi(0l  _ «Aj,j^">i 
«Au  «Au(l) 

Die  Ausübung  einer  linearen  Substitution  P der  Perioden  <u, , tu, 
führt  dies  in 

(*Auw)'  — 

Uber.  Die  Auswertung  des  Nenners  dieses  Bruches  erledigt  sich 
direct  nach  der  Formel  (4);  es  ist  aber  noch  der  Zähler  zu  bc- 
haudcln. 

Da  die  /?,<"> , » -=-  1,  2,  ...  N,  ein  volles  System  von  Repräsen- 
tanten bilden,  ist  (■&/’)<"•  bis  auf  eine  durch  die  Formel  (10)  de- 
finirtc  lineare  Substitution  V,  mit  einem  andern  der  N Repräsen- 
tanten identisch;  cs  ist  also: 

(16)  («,/>)<»  - R/* 1 Ki, 

worin  j wie  » ebenfalls  von  1 bis  N läuft,  abgesehen  von  der  Reihen- 
folge, welche  für  das  Folgende  gloichgiltig  ist.  Diese  Gleichung 
formen  wir  um  in 

(R.i’)<»>  - (Rj  Ut) («), 


«a^CRiF)!-)] 
«a  n(P) 
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worin  Di  die  jedem  K<  in  der  pag.  8.  angegebenen  Weise  eindeutig 
zugeordnete  lineare  Substitution  ist,  und  daraus  folgt: 

(16b)  Ri  P — Bj  Ui. 

Da  infolge  der  von  uns  getroffenen  Repräsentantenwahl 

Ri~Rj  mod  2#*,  resp.  mod«* 

ist,  erfahren  wir  aus  (16  b),  dass 

(17)  Ui  = P mod 2*s,  resp.  mod»* 

ist.  D.  h.  zunächst,  alle  Ui  sind  mod 2»*,  resp.  mod«’  unter  sich 
congruent.  Dann  sind  aber  auch  sämtliche  Vt  mod 2«*,  resp.  mod«* 
unter  sich  congruent  und  solche  Substitutionen  bringen  auf  ein  0/,„ 
angewendet  dieselbe  Aendcrung  hervor.  Die  Aenderung  des  Zählers 
jedes  der  Ar  besteht  demgemäss  nach  (16)  einfach  darin , dass 
auf  alle  N verschiedene  transformirte  Periodenpaare  ein  und  die- 
selbe durch  Combination  von  (17)  und  (10)  zu  bestimmende  lineare 
Substitution  Vi  ausznUbeu  ist  Schreiben  wir  die  vorgegebene  lineare 
Substitution  P — (o,  b,  c,  b),  (ab  — bc  = 1)  in  der  Form 

(18)  P=(a,ß,nf,i)  mod  2t*,  resp.  mod#1,] 

aS  — ßny=  1 mod  2t’,  resp.  — • 1, 


wodurch  axp  in  ts  Xo\pny,  nß+ui  übergeht,  so  wird 

Vi  = (o,  nß,  y,  3)  mod  2t*,  resp.  mod  t* 

und  diese  verwandelt  o-/fJI  in  axn  -py,  Xnß+pt.  Damit  haben  wir  fol- 
gendes Resultat  gewonnen:  Um  die  (xipW)'  zu  bestimmen,  in 
welche  eine  lineare  Substitution  von  die  N xxp^ 

tberführt,  bringe  man  Pauf  die  Form  (18);  dann  ist: 


(19)  (zx^)' 


Wm+pi.  Xnßtri\Qi(i), 

»■/,  Xß~~tiy^w  1 ' **1 


Ofm‘ 


worin  jmit  »,  von  der  Reihenfolge  abgesehen,  von  1 bis 
N läuft  Es  geht  also  ein  System  von  N Grössen  xx^'t  bis  anf 

Olm 

eine  vortretende  Eiuheitswurzel  und  einen  Factor  - — in  eins!  der 

Ol,m\ 

v Systeme  von  N Grössen  xim**5  über.  Darin  liegt  folgende  wichtige 
Eigenschaft  der  Multiplicator-Gleichungen-  für  die  axp  begründet. 
Die  den  v verschiedenen  exp  entsprechenden  v simultanen  Multipli- 
cator-Glcichungen  sind  von  einem  höheren  Standpunkte  aus  nicht 
wesentlich  von  einander  verschieden , sondern  ebenso  wie  sich  aus 
einem  a,.„  alle  anderen  durch  lineare  Substitutionen  der  Perioden 
ergeben,  lassen  sich  aus  einer  dieser  v Gleichungen  die  sämtlichen 
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anderen  durch  .lineare  Snbatitotion  der  Perioden  m,,  cd,  ableiten. 
Von  demselben  höheren  Standpunkte  aus,  von  dem  es  nur  ein  atp, 
giebt,  exist irt  also  auch  nur  eine  Multiplicator-Gleichung 
der  betrachteten  Art,  welche  aber  wie  ein  0)p  v gleich- 
berechtigte Formen  annehmen  kann. 

Es  ist  evident,  dass  der  Satz  Oberhaupt  für  alle  Multiplicator- 
Oleichnngcn  2ter  und  höherer  Stufe  gilt,  und  das  Interessante  daran 
liegt  im  wesentlichen  nur  in  der  einfachen  (hier  durch  dio  Formel 
(19)  markirten)  Art  nnd  Weise,  wie  man  dieseu  Uebergang  von  irgend 
einer  der  Gleichungen  za  den  Übrigen  simultanen  bewerkstelligen 
kann.1) 


§ 4.  Stufe  einer  Multiplikator-  oder  Mud ular- Gleichung. 

Existenz  tler  Multrplicator-Gleichungen  für  die  xh/S 0. 

Im  Anschluss  an  die  bereits  eingangs  gebrauchte  Benennung  der 

13 

Multiplicator-Gleichungen  für  V ffj,  9s  als  solcher  erster  Stufe  und 
der  Jaco  bi  'sehen  Multiplicator-Gleichungen  als  solcher  zweiter  Stufe 
(man  vergleiche  pag.  2)  wird  cs  sich  empfehlen,  allgemein  folgcndo 
Definition  der  Stofe  einer  Multiplicator-Gleichung  (und 
damit  auch  einer  Modular-Gleichung)  zu  geben:  Wir  bezeichnen  eine 
solche  Gleichung  als  eine  solche  fter  Stufe,  wenn  dio  zu  Grunde 
gelegte  Modulform  (oder  Modulfuoction)  der  tten  Stufe  adjungirt  ist 
oder  zugehört,  unter  t die  kleinst-mögliche  Zahl  verstanden.1) 

Da  die  ahp  der  *ten  Stufe  adjungirt  sind,  sind  die  Multipli- 
cator-Gleichnngen  für  die  resp.  xhf,G>  von  der  *ten 

Stufe. 

Geeignete  Combinationen  der  v zu  einem  < gehörigen  verschiede- 
nen aip  sind  sichtlich  schon  einer  Stufe  t adjungirt,  wo  t irgend  ein 
Teiler  von  * ist.  Legen  wir  derartige  Combinationen  zn  Grunde,  so 
erhalten  wir  also  Multiplicator-Gleichungen  resp.  Modular-Gleichun- 
gen  von  einer  Stufe,  die  irgend  ein  Teiler  von  t ist  Z.  B.  ist  das 


1)  Betreff»  der  drei  simultanen  Jacobi'schen  Multiplicator-Gleichungen, 
welche  den  Modulformen  V«j  — V«,  - et,  V«, — et  entsprechend  existiren, 

ist  in  der  Litteratur  gewöhnlich  nur  von  der  letsteren  die  Rede. 

3)  Hiermit  weiche  ich  von  der  Darstellung  in  meiner  Note  in  den  Be- 
richten der  Kgl.  S&chs.  Gesellsch.  d.  Wis»en»ch.  von  1885  ab.  Die  jetat  au 
Grunde  gelegte  Definition  dürfte  wesentlich  dasn  beitragen,  die  Darstellung 
einheitlicher  zu  gestalten;  man  vergleiche  diesbezüglich  etwa  die  beiderseitige 
Darstellung  des  speciellcn  Falles  > = 1. 
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Product  der  r verschiedenen  ax^  der  Gesamtgrnppe  der  linearen 
Substitutionen  adjungirt;  diese  Combination  fahrt  sonach  anf  Multi- 
phcator-Gleichungcn  erster  Stufe.  Zwischen  diese  beiden  extremen 
Fälle  der  Mnltiplicator-Gleichungen  erster  nnd  »ter  Stufe  schalten 
sich  weiter  Multtplicator-Gleicbuugen  von  Stufen  ein,  welche  den 
Teilern  von  * entsprechen. 

Da  wir  im  Voransgehenden  allgemein  die  Gesamtgrnppe  der 
linearen  Substitutionen  von  ta„  <us  in  Betracht  gezogen  haben  nnd 
nach  den  Formeln  (19),  (1),  (2)  das  Verhalten  der  **,,<0  bei  beliebi- 
gen liuearcn  Snbstitntioncn  dieser  Gesamtgruppo  kennen,  sind  wir  in 
den  Stand  gesetzt,  den  verschiedenen  Congruenz-Untergruppen  der 
Gesamtgrnppe  entsprechend,  nunmehr  die  Existenz  aller  dieser 
Hnltiplicator-  und  Modular-Gleichnngen  der  verschiedenen  Stufen  fUr 
die  rif, <0  nnd  ihre  Combinationeu  zu  erschliessen.  Dies  will  sagen, 
wir  können  dio  Stufe  der  Coefficionten  dieser  Gleichungen  angeben. 
Dabei  sind  diese  Coefficionten  stets  rationale  Functionen  des  vollen 
Modul-Systems  der  betreffenden  Stufe,  da  die  xx^  algebraisch  von 
demselben  abhangen.1) 

Uns  interessireu  hier  vorzugsweise  die  Multiplicator-Gleichungen 
»ter  Stufe  für  die  xx^  selbst;  wir  behaupten,  für  sie  gilt  in  der 
bczeichneten  Richtung  folgender  Satz:  Je  IVGrösseu  cjp(4,  » =>  1, 
2,  ...  N,  genügen  einer  Gleichung  Alton  Grades,  deren 
Coefficienten  der  «tenStufe  adjuugirt  sind  und  zwar  in 
Bezug  auf  *te  Einheitswurzeln. 

Um  dies  zu  beweisen,  wenden  wir  auf  ein  System  von  xipS •), 
»=1,  2,  ...  N,  irgend  eine  lineare  Substitution  an,  welche  mod» 
mr  Identität  congrnent  ist,  also: 

P — (*a-j-l,  ab,  «c,  *b-f-l),  (*a+l)(*b-{-l) — *b*c  •=■  1, 
oder,  wie  wir  mit  Rücksicht  anf  pag.  13  besser  schreiben: 

P = U~  (aa- (-1,  tb,  nte,  ad-j-  l)mod 2**,  resp.  mod**, 
(*o-(-l)(*d-(-l)  — tbnac  = lmod2«*. 

Das  zugehörige  V ist  nach  (10): 

V = («a-f-1,  nab,  ae,  *d-f-l)mod2**,  resp.  mod**. 

Die  Acnderung  von  xXp,(t>  bei  Ausübung  von  P auf  o„  h,  ist 
sin  nach  pag.  13  so  beschaffen,  dass  man  auf  das  ox^  des  Zählers 


1)  Man  vergleiche  Klein,  „Ueber  die  elliptischen  Normalcurven  der  n ten 
Ordanng  etc.“,  Abhandl.  der  meth.-phy*.  Ciasie  der  Kgl.  Sach*.  Oeaellsch. 
4.  Wij»en»cb.,  Bd.  13,  pag.  845. 


Digitized  by  Google 


Iß  Bitdermann:  Vebtr  Jdultiplicalar- Gltichungtn  KShertr  Stuft 

die  Snbstitation  V,  auf  daa  <nu  des  Nenners  die  Sabstitntion  U aas- 
zaOben  bat.  Da  sichtlich 

ü=  V=  (1,  0,  0,  l)mod2*,  resp.  mod« 

ist,  so  geht  in  j)  Uber,  mnltiplicirt  mit  einer  »ten  Einheits- 
wnrzel.  Die  homogenen  symmetrischen  Functionen  eines  Systems  von 
» — 1,  2,  ...  TV  ändern  sich  also  bei  linearen  Substitutionen 
der  Perioden  o»„  w,,  welche  mod*  zur  Identität  congrnent  sind,  nur 
um  *te  Einheitswnrzeln,  d.  b.  sie  sind  in  der  Tat  Modulfuuctionen, 
welche  der  «tcu  Stufe  in  Bezug  auf  » te  Einheitswnrzeln  adjuugirt 
sind.1)  Ihre  Stufe  ist  jedoch  **. 

Dies  ist  nur  der  allgemeine  Typus  der  Coefficienten.  Jo  nach 
dem  speciellen  Verhalten  einerseits  des  Grades  m der  homogenen 
symmetrischen  Function  in  den  und  andrerseits  der  Zahl  » zu 
t nehmen  auch  die  Coefficienten  speciellero  Eigenschaften  an. 

Das  erstere  betreffend  leuchtet  ein,  dass  wonn  der  Grad  m der 
homogenen  symmetrischen  Function  ein  Teiler  von  t ist,  sie  sich 
bei  Substitutionen,  welche  mod*  zur  Identität  cougruent  sind,  nur  um 

* i* 

-te  Einheitswnrzeln  ändert  und  nur  die  Stufe  - hat. 

m m 

Das  zweite  anlangcnd  ist  zu  beachten,  dass  wenn  n = 1 mod  2m, 
resp.  modm  ist,  unter  m wieder  einen  Teiler  von  < verstanden, 
U = V = (1,  0,  0,  1)  mod 2m*,  resp.  modm*  ist  Es  tritt  also  eben- 
falls eine  Roduction  der  Höhe  der  vortretendeu  Einheitswurzeln  und 
der  Stufe  der  Coefficienten  durch  Division  mit  m ein. 

Betrachten  wir  beispielsweise  den  äussersteu  Fall  n = 1 mod  2* 
resp.  mod»,  so  ist  boi  dieser  Voraussetzung  t7=  F=(l,  0,  0,  1) 
mod 2**,  resp.  mod«*,  d.  b.  die  homogenen  symmetrischen  Functioncu 
der  oder  die  Coefficienten  der  betrachtete;!  Multiplicator- 

Gleichungen  bleiben  in  diesem  Fall  bei  Substitutionen , welche  mod  * 
zur  Identität  congruent  siud,  uugeändert,  gehören  also  der  *ten  Stufe 
selbst  an. 

Der  pag.  15  abgeleitete  allgemeine  Satz  postulirt  die  Darstellung 
von  Modulfunctionen  tp(w)  der  Stufe  **,  welche  der  *ten  Stufe  ad- 
jungirt  sind.  Diese  lässt  sich  leisten,  wenn  ein  volles  Modulsystem 


1)  Da  ausserdem  ein  System  von  N Grössen  nicht  «chon  bei  Substi- 

tutionen, welche  nach  einem  niedrigeren  Modal  als  * lur  Identität  congrnent 
eind,  bii  auf  Einheiuwuricln  in  sich  abergeht,  io  sind  die  homogenen  symme- 
trischen Functionen  einet  solchen  Systems  auch  nicht  bereits  einer  niedrigeren 
Stufe  adjungirt. 
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»ter  Stufe  Mu  ...  Ma  und  das  Fundamental-Polygon  »ter  Stufe1 2) 
als  gegeben  erachtet  we'den.  Um  dies  zu  erörtern,  bezeichnen  wir 
dieses  Fundamental-Polygon , welches  zur  Gruppe  der  linearen  Sub- 
stitutionen gehört,  die  mod*  zur  Identität  congruent  sind,  kurz  aU 
das  der  Multiplicator-Gleichung  „zugehörige  Funda- 
mental-Polygon“.  Für  alles  Folgende  kommen  nur  die  Eck- 
punkte desselben  in  Betracht,  wolche  auf  der  reellen  Axe  der  a>- 
Halb-Ebene  liegen  und  in  Bezug  auf  die  gonannte  Untergruppe 
in&quivalent  sind ; wir  nennen  sie  die  Ecken  des  Fundamental- 
Polygons.  Da  sich  die  darzustellenden  Modul functionen  -tp(m)  bei 
Substitutionen,  welche  mod»  zur  Identität  congruent  sind,  um  >te 
Einheitswurzeln  ändern,  so  ist 

[*(<$]*  =Ä(äft,  M„  ...  Ma), 

unter  R eine  rationale  Function  verstanden.  Irrationale  Functionen 
eines  vollen  Modulsystems  * ter  Stufe,  welche  eindeutige  Functionen 
von  u sind,  können  nur  in  den  Ecken  des  Fundamental-Polygons 
»ter  Stufo  verzweigt  sein.*)  Dies  heisst,  es  ist  zur  Darstellung  von 
ifK“)  notwendig  nnd  hinreichend,  in 

B 

(20)  tp(co)  - Vä,  (Mt,  M„  . . . Ma)  Ä*(  Af„  M„...  Ma) 

VA, (Mly  M&  ...  Ma)  so  zu  construiren,  dass  es 

1)  nur  in  den  Ecken  des  Fundamental-Polygons  »ter  Stufe  ver- 
zweigt ist  und 

2)  ein  Congruenz-Modul  der  Stufe  »*  ist. 

Damit  ist  die  verlangte  Darstellung  von  ip(o>)  gegeben.  Es  liegt 
auf  der  Hand,  wie  sich  diese  allgemeine  Darstellung  von  tp(m)  spe- 
cialisirt,  wenn  einer  der  beiden  pag.  16  namhaft  gemachten  speciellen 
Fälle  vorliegt. 

Bevor  wir  in  der  Behandlung  unserer  Multiplicator-Gleirhungen 
für  die  xXpW  fortfahren,  dürfte  es  angemessen  sein,  an  dieser  Stello 
einiges  Wenige  über  die  Behandlung  der  andern  Transformations- 
Gleichnngen  mit  den  exp,  resp.  x\ßM  einzuschalten. 


1)  Betreff»  der  Definition  nnd  Constmction  der  Fundamental-Polygone 
vergleiche  man  Hnrwiti,  Math.  Ann.  Bd.  18,  pag.  537,  ff. 

2)  Dies  i»t  eine  nahe  liegende  Verallgemeinerung  des  Math.  Ann.  Bd.  14, 
pag.  128  von  Herrn  Klein  angegebenen  Sataea. 

Arth.  4.  Math.  a.  Phjmtt.  8.  Kette,  T,  V.  | 
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§ 5.  Behandlung  andrer  TrantformationsGleichungen  mit  den  G;u- 

Die  andere  der  beiden  pag.  14  und  15  erwähnten  Aufgaben, 
nämlich  die  Aufgabe,  die  Multiplicator-  und  Modular-Gleichungen  für 
die  Combinationen  der  zu  stndiren,  wird  dadurch  bedeutungsvoll, 
dass  sich  zeigt,  dass  die  in  der  Transformations-Theorie  gewöhnlich 
betrachteten  Modulformen  und  Modulfunctionen  sich  in  einfacher 
Weise  durch  die  aip  darstellen.  Man  vergleiche  hierzu  I,  § 3 der 
bereits  citirten  Abhandlung  „Ueber  die  elliptischen  Normalcurven  etc.“ 
des  Herrn  Klein.  Die  Existenz  dieser  Gleichungen,  die  Stufe  ihrer 
Coefficienten,  lässt  sich  unter  Anwendung  des  § 4 benutzten  Ver- 
fahrens erschlossen. 

Es  mag  genügen,  explicite  einerseits  darauf  hinzuweisen,  dass 

12 

man  die  Multiplicator-Gleichungen  für  V d und  die  Jaco bi’ schon 
Multiplicator-Gleichungen  von  den  <u,,  ausgehend  behandeln  kann. 
In  der  Tat  bestehen  beispielsweise  die  Relationen : 


21) 


und 


(22) 


resp. 


(22b) 


IS 

yj 


4*  7t 

l—o  3 »01  *10 <»11  («  — 2) 

»oi  »io  »n  »n  (*  “ 3) 

2«  4 


3i* 

e~*  _ -1 

»01  — 4 < * »10“  4 4 

y«j  -«jVv-es  y«i— «sV«i— «» 

5iit 
e 

»11  “ 4 4 * 

V«2— 1 «I 


V«l— «2 


3in 
4 »oi 

»10  »II 


V«2  — «a 


Tin 

e 4 »io 
»01  »11 


V«l  — «3 


bin 

»ii 

»01  »10 


Andrerseits  gestatten  z.  B.  die  Formeln: 
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(23) 


“10 


«ois4-*®n‘ 

2»« 

, - e"ö" g0!  «II  ®»l  fti.fri.  (j  _ 5)  1} 

Ö02  ff!2  ff22  ö32  Ö42 


(»  - 8)  - « 


3*71 

4®in* 


(.-4) 


unter  ?,  o,  a eine  bestimmt  normirte  Tetraeder-,  Octaeder-,  Ikosaeder- 

4 

Irrationalität  verstanden,  die  Modular-Gleichungen  für  Vk,  Vk,  k,  k*, 
l Vo,  o,  z auf  Grand  der  ax, , zu  behandeln. 


Wie  für  die  2te  Stufe  die  fundamentalen  Modular-Gloichungen 

4 

sicht  eigentlich  diejenigen  für  k *,  sondern  diejenigen  für  Vk  sind, 
insofern  sich  ans  den  letzteren  die  orsteren  ableiten  lassen,  wird  mau 
t.  B.  bei  » = 3 mit  Vorteil  die  Modular-Gloichungen  für 


«oi  _ 1/-I— 2 

®,o  * V3« 

stndiren.  Oder  da  beispielsweise  wieder  bei  * — 3 die  vier  Grössen 
‘»i  ®io>  ®m  ®u  ei“  volles  Formensystem  9ter  Stufe  oder  die  Quo- 
tienten an  : <j10  : o,,  : ein  volles  Modulsystem  9ter  Stufe  ab- 

geben, so  bieten  sich  die  m, u sehr  einfach  dar,  um  die  zugehörigen 
Correspondenzen  zu  studiren. 

Aehnliches  wird  für  höhere  Fälle  zu  bemerken  sein. 


Wir  beschränken  uns  nunmehr  darauf,  die  Multiplicator-Gleichun- 
gen  für  die  Grössen  xxft(i)  selbst  in  das  Auge  zu  fassen.  Es  mag 
jedoch  bemerkt  werden,  dass  die  weitere  Bebandlungsweise  im  Princip 
weh  dann  zur  Geltung  kommt,  wenn  cs  sich  um  Combinationen  der 
handelt. 


1)  Man  vergleiche  den  II.  Abschnitt  des  Textes,  ferner  pag.  77,  78  der 
Kote  des  Herrn  Klein  vom  2.  Marz  1885  in  den  Berichten  der  Kgl.  S.  Ge*. 
4 Wissenscb.  „Neue  Untersuchungen  über  elliptische  Modulfunctionen  der 
niedersten  Stufen“  und  schliesslich  Bianchi,  Math.  Ann.  Bd.  17,  pag.  244 
and  pag.  352.  Jedoch  sind  in  der  genannten  Mgrz-Note  und  bei  Bianchi 
{,  o,  * in  andrer  Weise  als  hier  fixirt. 

2* 
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§ 6.  Form  der  Coefficiente.n  und  Aufteilung  der  Qieichungen. 

Das  Ziel,  welches  sich  eine  allgemeine  Theorie  der  Transfor- 
mations-Gleichungen setzen  wird,  ist  dies,  es  möglich  zu  machen,  bei 
vorgegebener  Stufe  und  vorgegebener  Ordnung  n der  Transformation 
die  ins  Ange  gefasste  Gleichung  mit  der  kleinst-möglichen  Anzahl 
unbestimmter  Constantcn  anzusebreiben,  welch  letztere  dann  durch  die 
Einsetzung  der  particulären  Reihenentwicklungen  nach  q bestimmt 
werden  können. 

Um  uns  in  der  allgemeinen  Betrachtung  der  Multiplicator. 
Gleichungen  für  die  diesem  Ziele  zu  nähern,  haben  wir  nunmehr 
die  Coefficicnten , welche  wir  auf  die  Form  (20)  gebracht  haben, 
weiter  zu  studiren. 

Der  nächste  Schritt  ist  folgender:  Da  es  für  « — 2 nur  * und 

ß 

für  * > 2 nur  - verschiedene  aip,  dagegen  für  « = 2 S und  für 

4 S 
ß 

e < 2 j nicht-homogeno  mod  e incongruonte  lineare  Substitutionen 

von  ö„  cu,  giebt,  so  existiren  nach  (19),  (19b)  für  jede  Gleichung 
für  ein  System  von  N Grössen  <rzM,0  « nicht-homogene  mod«  in- 
congruente  lineare  Substitutionen  von  u, , <ds,  welche  die  Gleichung 
in  sich  überführen.  Da  sich  bei  diesen  « Substitutionen  die  Moduln 
Af„  ...  des  vollen  Systems  für  die  «to  Stufe  in  gewisser 
Weise  ändern,  so  erhalten  wir  auf  diese  Weise  für  jeden  Coeffi- 
cienten  tp(<«)  von  der  Form  (20)  * Bedingungen,  * Func- 
tional-  Gleichungen. 

Noch  weiter  über  die  Form  der  Coefficienten  kann  uns  die  bisher 
benutzte  gruppentheoretische  Methode  nicht  orientiren.  Dazu  wird 
eine  functionentbeoretischo  Discussion  erforderlich. 


Der  erste  Schritt  in  dieser  Richtung  ist  es,  die  a>.f,  als  Potenz- 
reihen und  unendliche  Productc  darzustellen.  Dazu  ziehen  wir  fol- 
gende Formeln  heran: 


(24) 

worin 


(r,  u) 


(2t+l)» 

(_!)*,  4 .<**+»> 

* —oo 


uin 
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®)  «<»)- 


t/= 

I Wj 


,2»i 


>*(£’  •) 


I),U* 


a>,  ®i  * — *_1  n ^ — g2“»*  1 — q2Hs~3 
~e  n 2»  T 1 — g2"'  1-gS"* 

<26)  ”«“>}* 

“ j/f  " ((/^)V/‘a-3g>  W3-7g3<+... 


Damit  wird: 


(37)  — — 


2n  *>»«”  £ /l<a,+  ;> m. 


co,  »s  *’ 


l/?? 

. ' Ö>1 


-kr") 

f H)  (;+ä)’ 


8 * 9 

Y<t 


2Atn  2kp 


ind 


8 

tM 


«,-f^e4  9*  K «*-e  3 4 


+00  k +fc(*4-l) 

-2»  {-!)*«  * g « ^ T 


“ 5(1  — « 4 9 4 9 !_)[ 

’T(  (1-98*)  d-92*)  j 


Die  beiden  letzten  Oleichnngen  vermitteln  unter  Bezugnahme  anf  (15k) 
die  Reihen-  und  Prodnct-Entwicklnng  der  xxu{fl- 

An  diese  Formeln  knüpft  nun  die  fnnctionentheoretischo 
Discnssion  einerseits  an.  Des  einfachen  Ansdrucks  and  der  An- 
schaulichkeit wegen  wollen  wir  dabei  wieder  vom  Fundamental- 
Polygon  und  seinen  Ecken  sprechen  (man  vergleiche  dazu  pag.  22). 

Zunächst  kann  man  auf  Grund  von  (28)  und  (15b)  dio  Worte 
sinnlicher  xXpW  in  der  Ecke  co  — i<x>  des  Fundamental-Polygons  in 
adlicher  nnd  geschlossener  Form  angeben.  Es  ist,  rcsp.  verhält 
sich  nämlich  für  g — 0 in  erster  Annäherung : 
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kirc  litt 

Dl,  - . ” 

1)  wenn  g — 0,  okp  = i~(e  —e  ). 

kp  in  litt  f** 

2)  wonnn>0,  axp—  —i~e  **  * </* 

Beispielsweise  ist  daher  für  </  ■=  0: 

hifin  kd,itt 


kt  Ti  kin 


£ 


Da  die  sämtlichen  übrigen  Ecken  des  Fuudamental-Polygons 
durch  lineare  Substitution  der  Perioden  aus  dieser  einen  bervorgeben, 
wird  durch  die  Formel  (19)  das  Gleiche  für  die  übrigen  Ecken  ge- 
leistet. Man  kann  sonach  von  vornherein  die  particulfiren  Multi- 
plicator-Gleichungen  angeben,  auf  wolehe  sich  dio  allgemeine  für  be- 
liebiges io  gütige  Multiplicator-Gleichung  in  den  Ecken  dos  zugehörigen 
Polygons  reducirt.  Damit  ist  bereits  eine  gewisse  Anzahl  der  zunächst 
unbestimmten  Constanten,  welche  in  dio  allgemeine,  für  beliebiges  co 
gütige  Multiplicator-Gleichung  cingohcn,  bestimmt.  Denn  um  von  den 
particulärcn  Multiplicator-Gleichnngen  ausgehend  die  allgemeine  zn 
bilden,  um  also  die  Gleichung  von  den  Ecken  deB  zugehörigen  Fun- 
damcntai-Polygous  aus  gewissermassen  Uber  das  ganze  Fundamental- 
Polygon  hinweg  fortzusetzen,  hat  man  ihnen  nur  geeignete  Zusatz- 
glieder zu  geben,  deren  Coefficientcn  die  Form  (20)  haben  uud 
ausserdem  den  pag.  20  namhaft  gemachten  » Bedingungen  genügen. 

Weiter  zeigen  (28)  und  (15b),  dass  allgemein  die  Wurzeln 
nur  in  den  Ecken  des  zugehörigen  Fundamental-Poly- 
gons  null  und  unendlich  werden,  und  bei  vorgegebenem  » 
lehren  sie,  in  welchen  dieser  Ecken  die  Wurzeln  null  und  unendlich 
werden  uud  in  welchen  sie  endlich  bleiben.  Setzt  man  dies  in  Ver- 
bindung mit  der  Lage  dar  Null-  und  Unondüchkeitspunkte  des  be- 
nutzten vollen  Modulsystems  Al-,,  A/„  ...  Af„,  60  erhält  man  andrer- 
seits noch  weitere  Bedingungen  für  den  Aufbau  der  Coefficientcn. 
Es  gelingt  dadurch,  diese  Cocfficienten  als  rationalo  ganze  Functionen 
gewisser  Aggregate  der  Af,,  Af2, ...  M„  aufzubauen.  Der  Grad  dieser 
ganzen  Functionen  wird  leicht  abgezählt,  wenn  man  die  Anfangs- 
glieder der  Reihen-Entwicklungen  der  Af„  Mt,  ...  Ma  und  der  xXpW 
berücksichtigt.  Damit  sind  wir  in  der  Tat  in  den  Stand  gesetzt,  im 
Begebenen  Falle  die  Multiplicator-Gleichung  mit  einer  gewissen  Anzahl 
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tod  unbestimmtem  Constantem  anzuschreiben , wie  dies  im  Eingänge 
dieses  Paragraphen  beabsichtigt  wurde. 

Für  die  zuletzt  angedeutete  Discussion  der  Coeffidenten  und  auch 
bereits  für  die  t pag.  20  erschlossenen  Bedingungen  wird  naturgemäss 
diespedelle  Auswahl  und  Werte-Verteilung  des  vollen  Modul-Systems 
Mv  Mf,  ...  Ma  für  die  ste  Stufe  massgebend.  Sofern  wir  nicht  über 
eine  allgemeine  Theorie  voller  Modulsysteme  beliebiger  Stufe  ver- 
fügen, hat  daher  die  Einzel-Untersuchung  der  Fälle  s = 2,  3,  4,  ,.n 
bä  denen  wir  geeignete  Modulsysteme  besitzen,  die  Form  der  Cooffi- 
äenten  im  Detail  zu  studiren.  Die  nunmehr  folgenden,  ausführlich 
behandelten  Fälle  « ■=  2,  3,  4 sind  in  diesem  Sinne  durchaus  nur  als 
die  ersten  und  einfachsten  Beispiele  zu  betrachten. 


Zweiter  Abschnitt 


SpeeleUe  Behandlung  der  Multlplientor-GIelchungen  der  niedersten 
Stufen  für  die  Teilwerte  der  c-Functlon. 


Erstes  Capitel:  * = 2. 

§ 1.  Zusammenhang  der  CA* i mit  t*. 

Wir  recapituliren  zunächst  das  Wichtigste,  was  sich  aus  I,  § 1 
für  den  vorliegenden  Fall  * — 2 ergiebt. 

a)  Bei  beliebigen  linearen  Substitutionen  von  cd,,  ca,  permutiren 
sieb  die  <nu  bis  auf  vortretendc  4te  Einheitswurzeln  und  aus  irgend 
einem  der  drei  verschiedenen  ca**  lassen  sich  daher  durch  lineare  Sub- 
(titation  der  Perioden  sämtlicho  drei  ca**  und  nur  diese  ableiten. 

Dies  wird  übrigens  auch  anschaulich,  wenn  wir  die  Tabelle  für 
den  Einfluss  der  beiden  Erzeugenden 


(I) 


S)  CD,'  “ CD],  CD,'  = CD]  -f-  CD,  und 

T)  C0,'  = — CD,,  CD,'  = CD, 


der  Gruppe  auf  die  ca**  angeben.  Nämlich  greifen  wir  o0„  ou 
als  die  drei  verschiedenen  ca**  heraus, 


so  geht 

«01 

«10 

«11 

( s . 

4*  «n 

+ «10 

— »«01 

bei  Ausübung  von 

\ T über  in 

+ «10 

-«01 

—*«11 

Digitized  by  Google 


24  Biedermann:  Deber  Maltiplicalor-Gltukungen  höherer  Stufe 


Auf  Grund  dieses  Schemas  werden  alle  folgenden  Tabellen  ohne 
erläuternden  Text  verständlich  sein. 


h)  Bei  linearen  Substitutionen  von  o>,,  co, , welche  mod2  zur 
Identität  congraent  sind,  ändert  sich  jedes  axp  im  allgemeinen  um 
eine  4te  Einheitswurzel,  d.  h.  die  oxM  sind  der  2ten  Stufe 
adjungirt 

c)  Bei  linearen  Substitutionen  von  «„  <o„  welche  mod4  zur 
Identität  congruent  sind,  ändert  sich  jedes  at.M  im  allgemeinen  um 
eine  2te  Einheitswurzel. 

d)  Bei  linearen  Substitutionen  von  «>j,  welche  mod8  zur 
Identität  congruent  sind,  bleibt  jedes  axu  ungeändert,  d.  h.  die  a\ß 
sind  von  der  8ten  Stufe. 

e)  Die  Snbstitntions-Coefficienten  von  linearen  Substitutionen  der 
Perioden,  welche  auf  die  axp  ausgeübt  werden,  dürfen  beliebig  mod8 
modificirt  werden. 


Für  den  Hauptmodul  2ter  Stufe  k3  setzen  wir  (mit  Woierstrass): 


(3) 


4» 


(a+^Ki+g^a+g8)-) 
1(1+4)  (l+rt(l +**).../ 
= 16g jl  -8g+...| 


wobei 

«*-»(?)•  * -'(*£*)■  * 

Die  Zusammenhänge  (3),  (3b)  geben  das  Verhalten  von  k3  bei 
Ausübung  von  S und  T,  nämlich: 


(4) 


k3 

T)  1 — 4*. 


Die  Werte-Vcrteilung  von  k3  in  den  drei  Ecken  « ■=  i'ao , 0,  1 
des  Fundamental-Polygons  2ter  Stufe  anlaugcnd  giebt  dio  Definition 
(3)  k3  (iao ) — 0.  Der  Punkt  » — 0 entsteht  aus  o>  ■=  ico  durch  die 
Operation  T.  Dio  Operation  S führt  schliesslich  co  — 0 in  co  = 1 
über.  Es  ergiobt  sich  daher  unter  Benutzung  von  (4): 

(5)  k3(ioo)  = 0,  k3  (0)  = 1,  4*(1)  = oi. 

Wir  wünschen,  dies  vorausgeschickt,  die  Beziehungen  zwischen  k3 
und  den  tsxu  zu  gewinnen;  b)  lehrt  in  dieser  Richtung,  dass  die 
Quotienten  der  4teu  Potenzen  der  axp  rationale  Functionen  von  k3 


Digitized  by  Google 


im  Gebiete  der  elliptischen  Functionen . 


25 


sind.  Es  genügt,  einen  Quotienten,  etwa  — 0,1  zu  behandeln,  da  sich 

«10 

der  andere  daraus  durch:  die  Ausübung  von  8 ergiebt  Die 
Werte  von  a01  und  o10  für  <u  =■  ix  folgen  aus  I. , (28),  und  daraus 
ergeben  sich  dann  weiter  mit  Bezug  auf  (2)  die  Werte  für  0, 1; 
es  findet  sich  so  in  erster  Annäherung : 


co—«®)  «01  = — 


«io  = - zr 


(6) 


*»=  0)  ff0J 


3ix 

T 


i *wi  i 
«»“-+2^2  1 


1) 


2h5 


, *“i 

°’0  +2^5  * 


Da  nach  I.,  (28)  dio  aiu  nur  in  den  rationalen  Punkten  der  reellen 

«oi4 

Axc  null  und  unendlich  werden,  wird  also  - 4 null  nur  für  k‘  = 1, 

«io 

unendlich  nur  für  i1  — 0.  Das  giobt  den  Ansatz : 

fc*-l 


"01 

«10* 


jfc» 


Ziehen  wir  beiderseits  das  erste  Glied  der  Reihen-Entwickelungen 
heran,  so  lehrt  dies  C — — 1,  somit: 

«oi4  i-y 

O.o4“  ‘ 

Bilden  wir  auf  die  oben  angegebene  Weise  noch  den  andoren  Quo- 

tienten  und  schreiben  beide  Resultate  in  einer  fortlaufenden 
«10 

Proportion,  so  ist  das  Endresultat: 

U)  «oi4  • «io4 : «ii4  = (1  — k*):  k1:  — 1. 

Ei  folgt  daraus  beiläufig  dio  Identität: 


«oi‘  + ° 


■ 0. 


{ 2.  Die  ■ Ihr  Verhallen  bei  linearer  Substitution  der  Perioden 
<ot,  <«,.  Die  Transformationen  der  Gleichungen  in  sich. 


Die  Repräsentanten  I,  (8) 

SjW = «<»,  -{-ß(  co„  5,(0—  — S-' 

fl 

a,li—ß,yi  = 1,  i — 1,  2,  ...  N, 
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für  Transformation  nter  Ordnung  (»  ungorado)  sind  so  za  wählen, 
dass  die  linearen  Snbstitntionen  der  Pcriodon 


“i  «i  + ßi  o>„  y,  ra,  + ii  «, 

mod8  zur  Identität  congrneut  sind.  Betreffs  des  andern  Rcprä- 
sentanten-Systems  I,  (12  b) 

O.ö,  8e,  m, d,  «,, 

n ' , o,a,=  n,  a <0,1 

beachten  wir,  dass  d,  ungerade,  also  Dt  =<*,■-*  = ,1, mod 8 wird. 
Deshalb  wollen  wir  setzon  d,  = 2\+l  und  beachten,  dass 


«l.e.  », 

+D.  Pf»  +i)  _ (_1}  iBt 

In  den  beiderlei  Repräsentanten  geschrieben  haben  wir  so  für  die 


(8)  «„(0 


dt — 1 _ (o,«,  8c,  M, -)- d,  ib,  | 

s aiu  r » ' ~ ~Üm  ) 

o>„  ( ' n 


Es  bandelt  sich  nunmebr  weiter  um  das  Vorhalten  der  o^  bei  linearer 
Substitution  der  Porioden  , o^.  Da  wir  diese  linearen  Substitu- 
tionen sämtlich  aus  ,S  und  T zusammonsetzen  können,  berechnen  wir 
nur  die  Aenderungen  von  S und  T auf  dem  directen  in  I.  § 3.  an- 
gegebenen Wege. 


Es  entspricht  einerseits: 
i>=S-  C/-(l,  0,  1,  1)  = 

0,  1.1,  1),  / (1,  0,  1,  1), 

<*,  0,  3.3,  1),  \ (1,  0,  3,  1), 

(mod 8)  K=  J 

(1,  0,  5.5,  1),  h 1,0,  5,  1), 

(1,  0,  7.7,  1),  { (1,  0,  7,  1), 

worin  nach  einander  die  vier  Fälle  unterschieden  sind  »»  = 1,  3,  5, 
7 mod  8. 


Andrerseits  entspricht  in  analoger  Weise: 


v-i 0,  -1,  +1,  0)  = 

[ (0-  -1,  11,  0), 

( (0,  -1, 1,  0), 

\ (0,  -1,  3.3,  0), 

(0,  -3,  3,  0), 

/ (mod 8)  V~  ) 

/ (0,  -1,  5.5,  0),  , 

1 (0,  -5,  5,  0), 

o 

r*T 

tH 

1 

o 

t (0,  -7,  7,  0). 
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Berechnen  wir  den  Einfluss  dieser  8 mod8  incongruonten  linearen 
Sobstitutionen  von  einor  Determinante,  welche  =l(mod8)  ist,  anf 
die  drei  a>p , so  können  wir  damit  unmittelbar  das  Verhalten  der 
iiu10  bei  Ausübung  von  S und  2 tabelliren. 

Im  Falle  « = 7 mod  8 z.  B.  beachten  wir,  dass 


T-U=  (0,  -1,  +1,  0)  < - -i<sv 

V =■  (0,  —7,  7,  0) 


zur  Folge  bat  und  also  T jedes  x„(0  in 


verwandelt 


*(J,1 


-XuU) 


Die  vollständige  Tabelle  für  den  Einfluss  von  S und  T ist  fol- 
gende, wobei  wir  die  oberen  Indices  i und  j unterdrücken  und  ausser- 
dem noch  die  Tabelle  durch  Combination  von  S und  T zu  den  sechs 
mod2  incongruenten  linearen  Substitutionen  vervollständigen: 


*01 


T) 


ff) 


TS) 


+ 


+ \ 


*10 

*11 

k* 

+ 

) 

+ 

k * 

+++ 

1*10 

— t 
+*' 

f *01 

**—  1 

+ 1 

1 

1 

+ j 

1 

• *01 

+ ( 

I 

’*u 

) 

1-h* 

+ , 

i 

+ ' 

1 

1 

_ 1 
+ ! 

1 *01 

) 

+* 
i i 

1 *10 
1 

k* 

+ j 

t 

\ 

t 

+ \ 

1 

+*• 

*11 

+*•[ 

*01 

1-i* 

1 

) 

A 
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STS ) 


+ 

+ 

+ 

+ 


1 

t*' 


Gleichzeitig  ist  damit  für  das  weitere  das  Verhalten  von  £"  bei  den 
sechs  mod2  incongruenten  Substitutionen  tabellirt  worden  und  die 
vierfache  Fallunterscheidung  bezieht  sich  immer  auf  die  Fülle  n=l, 
3,  5,  7 mod8. 


Es  geht  also  durch  lineare  Substitution  der  Perioden  o>,,  a>,  ein 
System  von  N xx^  bis  auf  4 te  Einheitswurzeln  wieder  in  ein  solches 

System  über  ohne  einen  solchen  Factor  wie  er  nach  L (19) 

Gl'm' 

bei  allgemeinem  » sich  einstellt. 

Die  Tabelle  (9)  zeigt  weiter  die  beiden  Transformationen  der 
drei  simultanen  Gleichungen  in  sich.  Es  bleibt  nämlich  die 
Gleichung  für  r0„  *10,  (unter  Ausschluss  der  identi- 
schen Operation)  ungeäudert,  wenn  man  in  derselben 
resp.  die  linoare  Substitution  SI'S,  S,  T der  Perioden 
v o r n i m m t. 


Die  Anwendung  von  I.,  § 4.  auf  den  vorliegenden  Fa”  « = 2 
giebt  als  allgemeinen  Satz:  Je  N Grossen  xx^*,  « — 1,  2,  ...  N, 
genügen  einor  Gleichung  Alten  Grades,  deren  Cooffi- 
cienten  der  2ten  Stufe  in  Bezug  auf  2te  Einheitswur- 
zeln adj  ungirt  sind. 

Die  beiden  Specificationen  werden  diese: 

a)  Ist  » = 1 mod4,  so  sind  sämtliche  Coefficienton 
von  der  2ten  Stufe. 

b)  Ist  n=  3 mod4,  so  sinddie  Coofficienten  abwech- 

selnd von  der  2ten  Stufe  und  der  zweiten  Stufe  in  Bo- 
zug  auf  2te  Einbeitswnrzeln  adjungirt,  jo  nachdem 
die  homogene  symmetrische  Function  der  welche 

den  Coofficienten  constituirt,  von  geradem  oder  unge- 
radem Grade  ist. 


§ 3.  Werte  eler  Wurteln  xXu^  in  den  Ecken  de»  Fundamental- 
Polygon». 

Aus  (8)  und  I.,  (28)  erhalten  wir  unmittelbar  die  Werte  der 
Wurzeln  im  Punkte  <»  — * i®.  Die  Tabelle  (9)  ermöglicht  es  sodann, 
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anf  Grund  derselben  die  Werte  in  den  beiden  andern  Ecken  des 
Fundamental-Polygons  anzugeben.  Auf  diese  Weise  ist,  resp.  ver- 
hält sich  in  erster  Annäherung: 


+ ' 


*«1 


0) 


+ 1 


+ 


= 1) 


(10)  *19 


to  — 0) 


<B  = 1) 


-i 

+( 

t\ 

+( 


]w  ■=  0) 


1 <0  -1) 


+ ' 
-I 
+ ! 

+ 

-Kl 


dt- 1 

2c, ■ •« 

2 1 
-1)  i« 

tu 

9 

di— 1 

2 

-1)  i 

dt— 1 

2c,iJt 

2 

1 

d/ 

o, 

9 

dt- 1 

2 

Tt 

dt  — 1 

2c,  in 

2 

-*>  5T* 

Ol 

di — 1 

2c,  >!t 

« 2 i-- 

tu 

dt- 1 

2c,  in 

2 

_1)  b 

tu 

d<— i 

2 c(iw 

2 

1}  b 

tu 

dt — 1 

2 

■»  S* 

-v.e-o 


s 


Digitized  by  Google 


30  Biedermann:  lieber  Multiplicator- Gleichungen  höherer  Stufe 

Wir  achten  darauf,  dass  uns  diese  Tabelle  folgendes  lehrt : 

1)  In  einer  Ecko  des  Fundamental-Polygons  sind  sämtliche  N 
Wurzeln  xam(')  seines  Systems  endlich  und  von  null  verschieden. 

2)  In  jeder  der  beiden  andern  Ecken  werden  die  N xipM  eines 
Systems  stets  zu  einem  Teil  null  und  zu  einem  Teil  unendlich 
(ausserdem,  wenn  n eine  Quadrat-Zahl  ist,  noch  zu  einem  Teile  end- 
lich und  ^ 0). 

Die  damit  gefundenen  Null-  nnd  Unendlichkeitspunkte  der  Wur- 
zeln sind  nach  I.,  § 6.  die  einzigen  im  Fundamental-Polygon 
zweiter  Stufe. 


§ 4.  Form  der  Coefficientcn,  Aufstellung  tler  Gleichungen. 


Betreffs  der  Form  der  Coefficientcn  haben  wir  zunächst  die  all- 
gemeine Betrachtung  von  pag.  6.  etc.  auf  Modulfunctionen  i|>(»)  in 
Anwendung  zu  bringen,  welche  in  Bezug  auf  zweite  Einhcitswurzeln 
zur  zweiten  Stufe  adjungirt  sind.  Es  genügt,  nur  diesen  allgemeinen 
Fall  zu  behandeln,  da  der  specielle  Fall  der  Coefficientcn  zweiter 
Stufe  durch  [vd®]1  gegeben  ist 

Zuvörderst  ist: 

[>(“)]*  = ß(*’), 


folglich,  da  vd®)  als  eindeutige  Function  von  ea  nur  in  <n  — i oc,  0, 1 
verzweigt  sein  kann 


(11)  *<«>)  =■  ( Vk1)"  (Vl  - k*)ß  R(k *) 

— hak'ßR(k*), 


unter  a,  ß beliebige  ganze  Zahlen  verstanden.  Diese  Darstellung 
genügt  bereits  von  selbst  der  notwendigen  Bedingung,  einen  Con- 
grue uz- Modul  zu  geben.' 


Um  k nnd  k'  eindeutig  zu  definiren,  gehen  wir  auf  (7)  zurück 
und  setzen: 


(12) 


* = + »" 
* rt 


k‘  = 


Im  Anschluss  hieran  tabclliren  wir  nach  dem  Schema  (9)  auch  das 
Verhalten  von  k,  k'  bei  den  sechs  mod  2 incongruenten  linearen 
Substitutionen : 
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le 

k' 

s 

,.k 

+'¥ 

+ 1 

2) 

+k' 

+k 

78) 

+1 

ST) 

+1 

STS) 

+ 1 

Damit  iat  zugleich  die  Werte- Verteilung  von  k und  £'  in  den  Ecken 
des  Fundamental -Polygons  gegeben;  es  findet  sich: 

k h' 

Ul  = i oo)  0 1 

(13)  0)  1 0 

09—1)  09  09. 

Weitern  Aufschluss  über  die  Form  der  Coefficienten  als  durch  (11) 
erhalten  wir  nach  pag.  20  durch  die  Transformationen  der  Glei- 
chungen in  sich.  Um  mit  Hilfe  deren  zunächst  die  Exponenten  o 
and  ß in  (11)  zu  bestimmen,  bringen  wir  lineare  Substitutionen  in 
Anwendung,  welche  mod2  zur  Identität  congruent  sind,  weil  da- 
durch Kk*)  in  (11)  nicht  geändert  wird.  Die  erzeugenden  Substi- 
tutionen dieser  Untergruppe  sind  S*  und  TS*T-,  wir  erhalten  dafür: 

*bi  *io  *11  k k' 

S*)  *oi  *io  — *n  — k -f-i' 

7S*T)  -j-*oi  —*,0  — *i,  +fc  — k' 

Da  i>(o)  ein  Coefficient  ist,  welcher  eine  komogeno  symmetrische 
Fnnction  angeraden  Grades  der  xif/O  ist,  erfordert  dies,  dass  diese 
Coefficienten  bez.  von  der  Form  sind: 

♦*,(«>  = **(**) 

♦io(®>)  — k‘  R(h*) 

♦,.W  “ kk’R(k>) 

wenn  rf/l/e  der  Gleichung  für  die  *V*  angehört. 

Um  nunmehr  auch  Aufschluss  über  die  Form  von  ll(k3)  zu  er- 
halten, benutzen  wir  die  aus  (9)  zu  entnehmenden  Transformationen 
der  Gleichungen  in  sich,  welche  von  linearen  Substitutionen  der 
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Perioden  herrühren,  welche  nicht  mod2  rar  Identität  congruent  sind. 
Dies  lehrt  unter  Bezugnahme  auf  (9  b) : 


(14) 


».,(»>  = (*+ (*•+ 1)  -(*+))»  {(*  + i)1 

»,.(.)  - (»+y*  (f  4-  Jla)  - (*• +!>)«  {(*■+  f.)l 

« = ('f-4)<T  + A) 

-W-4)*{(4-4)  T 


Die  weitere  Discussion  ist  functioncntheorctischer  Natur:  Nach 
§ 3.  und  Formel  (13)  worden  die  Wurzeln  *0„  ti0,  nur  null  und 

1 i y 

unendlich  bez.  für  unendlich  grosses  k und  k’  und  -J-» ; und 

lc 

—iw  Dies  heisst:  Die Coefficienton  der  Gleichungen  sind» 

wenn  mandieselben  so  anschreibt,  dass  die  höchste  Po- 
tenz den  Coeffic  ienten  1 hat, rationale  ganze  Functionen 

1 1 k' 

bez.  der  beiden  Argumente  k und  k'  und  p,  +*’1f  und 

Je 

— i^rund  das  constante  Glied  jeder  Gleichung  ist  un- 
abhängig von  k1,  also  eine  Constante  und  kann  daher 
unmittelbar  nach  (10)  angegeben  werden. 


Damit  erhalten  wir  nun  aus  (14)  die  definitive  Form  der  allge- 
meinen CoefBcienten , welche  der  zweiten  Stufe  in  Bezug  auf  zweite 
Einheitswurzeln  adjungirt  sind,  in  der  Gestalt: 


115)  Vio(")  “ (*'+  y)G 

^«>=(£-4M4-£)’) 


worin  O eine  rationale  ganze  Function  andeutet.  Wie  bereits  am 
Eingänge  dieses  Paragraphen  erwähnt  wurde,  erhalten  wir  aus  (15) 
die  specielle  Form  der  Coefficientcn  einerseits  im  Falle  n = lmod4 
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md  andrerseits  im  Falle,  dass  für  n = 3 mod4  die  homogene  sym- 
metrische Function  der  Wurzeln  von  geradem  Grade  ist,  durch 
Qnadriren,  also: 

taW  “<?{(*  + 0 j 

(15)  fc0(.)  - <?  {(*'+?)*! 

**„(“) =°  {(*£ -4)1* 

Dm  bequem  von  irgend  einer  der  drei  simultanen  Gleichungen  zu 
den  andern  übergehen  zu  können,  tabelliren  wir  noch  das  Verhalten 

der  drei  Argumente  (*+ö  etc.  bei  Ausübung  von  S und  T: 

-*oi  ™ *+  j -*ic  a *'+  -*11  ” +*' jT  — 

(1«)  S)  -Xn  +Xtt  +-*o. 

+-*10  +-*01  — -*11- 

Die  gefundenen  Resultate  betreffs  der  Form  der  Coefficionten 
lassen  sich  übrigens  in  folgendem  Satze  znsammenfassen : Im  Falle 
• = lmod4  sind  die  Coefficienten  der  Gleichungen  für 
die  sofern  wir  die  Gleichungen  mit  dem  ersten 

Coefficienten  1 anschreiben,  gerade  ganze  Functionen 
von  Xxu  und  im  Falle  n = 3 mod  4 abwechselnd  gerade  und 
(•gerade  ganze  Functionen  von  Xxp,  je  nachdem  die  be- 
treffende homogene  symmetrische  Function  derWurzeln 
selbst  von  geradem  oder  ungeradem  Grade  ist. 

Der  Grad  jedes  Coefficienten  in  Xxp  resp.  Xxp*  bestimmt  sich 
dadurch,  dass  man  mit  (10)  das  erste  Glied  der  Reihen-Entwicklung 
jedes  Coefficienten  in  den  drei  Ecken  des  Fundamental-Polygons  an- 
geben kann.  Die  Vergleichung  mit  dem  Anfangsgliede  der  Reihen- 
Entwicklung  von  Xhp  in  denselben  drei  Ecken  liefert  dann  in  der 
Tat  den  gesuchten  Grad  der  ganzen  Function  im  Argumente  Xxp 
resp.  Xip*. 

Unter  Benutzung  aller  der  im  Vorhergehenden  abgeleiteten  Eigen- 
schaften unserer  Multiplicator-Gleichungen  für  die  xxpi'l  ist  man  je- 
derzeit im  Stande,  bei  vorgegebenen  n die  Gleichungen  mit  einer 
gewissen  Anzahl  unbestimmter  Constanten  anzuschreiben.  Diese 
können  dann  durch  Einsetzen  der  Reihen-Entwickelungen  einer  Wurzel 

irtk.  in  K»th.  n.  Pbjt.  2.  Seihe,  T.  V.  3 
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und  des  Xxß  nach  q bestimmt  werden.  Da  wir  alle  N Wurzeln 
unserer  Gleichungen  kennen,  kann  man  auch  durch  Bildung  der 
symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln  jeden  Coefhcienten  einzeln 
bestimmen.  Im  einzelnen  Falle  kann  es  auch,  um  mit  möglichst  wenig 
Gliedern  der  Reihen-Entwicklungen  auszukommen,  zweckmässig  sein, 
beide  Methoden  zur  Bestimmung  der  unbestimmten  Constanten  zu 
combiniren. 

Dieser  Process  der  Bestimmung  der  unbestimmten  Constanten 
kommt,  in  einem  geometrischen  Bilde  gesprochen,  darauf  hinaus,  jede 
Gleichung  von  den  Punkten  co=  »ao,  0, 1 aus,  für  welche  sie  durch  (10) 
gegeben  ist,  über  das  Fundamental-Polygon  hinweg  fortzusetzen. 

Uebrigens  liegt  auf  der  Hand,  dass  es  genügt  hätte,  die  ganze 
Entwicklung  nur  für  eine  der  drei  simultanen  Gleichungen  zu  geben. 
In  diesem  einfachsten  Falle  t = 2 haben  wir  es  vorgezogen,  die  drei 
simultanen  Gleichungen  auch  wirklich  simultan  zu  behandeln,  um  ihre 
Gleichberechtigung  vollkommen  vor  Augen  zu  führen. 

Eine  genügende  Controle  für  die  Richtigkeit  der  bestimmten 
Constanten  erhält  man,  wenn  mau  noch  ein  weiteres  Glied  in  den 
Reihen-Entwicklungen  hinzunimmt,  welches  bei  der  Bestimmung  der 
Constanten  nicht  beteiligt  ist.  Auf  diese  Weise  sind  die  Constanten 
in  allen  im  folgenden  gegebenen  Beispielen  verificirt  worden. 


§ 5.  Beispiele : n = 3,  5,  7,  9. 

n - 3. 

Wir  wollen  etwa  die  Gleichung  für  die  sr0,W  auf  directem  Wege, 
behandeln.  Die  Grössen  o,-,  8c, •,  d,  für  das  kanonische  Repräsen- 
04  0)«  ÖCi  £ö«  -4-  d{  Q)o 

tantensystem  I,  (12k)  — 5 werden  folgende: 


a> 

8c< 

di 

1) 

1 

0 

3 

2) 

3 

0 

1 

3) 

3 

8.1 

1 

4) 

3 

8.2 

1. 

Die  vier  Wurzeln  sind  daher  diese: 

«01 

*o,(1»  

i 31’  “»} 

-V. 

•=  Co  + 
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*01 


C2) 


«0.  {-,  l’j  V« 

—±T--=Cq  +._ 


*.,<*>  “ + 


*o,‘4>  = + 


f &’>,  +w8 
°oi  »“n  3 


V., 

= C’? 


ffoi  j»l, 


lGw,  -f-Wj] 

3 J 


V. 

~ — Cq  +. . . 


Gleichzeitig  ist  dabei  das  erste  Glied  ihrer  Reihen-Entwicklungon 
markirt  worden.  Die  Reihen-Entwicklnng  von  beginnt 

-Vt 

-*oi  “ 2 (!  + •!• 

and  die  Reihe  in  der  Parenthese  schreitet  nach  ganzen  Potenzen  von 
q fort.  Durch  Bildung  der  symmetrischen  Functionen  Xx01''i, 
<*>,  etc.  erkennen  wir,  dass  nur  der  ersto  Coefficicnt  mit 

ii 

einem  Gliede  in  q beginnt,  nämlich  mit  Cq  . Es  bängt  somit  nur 
der  erste  Coefficient  von  ab  und  zwar  ist  er  eine  lineare  ganzo 
Function  von  X(jl. 

Die  particuläxen  Multiplicator-Gleichungen  in  den  drei  Ecken 
des  Fundamental- Polygons  sind: 


u =■  »x , X01  — oo,  x01*  — 0 

| <o  — 0,  d.  h.  für  Xo!  =■  2,  (*„,  — J)(x0,  + l)3 

) = *ol4  + !*ol3+2*ot,—  i — 0 

« — 1,  =od,  *3I3  =■  0. 


Deshalb  erhalten  wir  sofort  ohne  eine  unbestimmte  Constante  als 
allgemeine  Gleichung: 

V + l^,V  + 2V-4=  (a-01  - i)(*oi  + 1)*+  s (-So,  - 2)  *o,3  = 0. 

Die  Ausübung  von  T und  S führt  diese  Gleichung  in  die  beiden 
andern  über: 

*,o4 — 4 *,<>  *io3  + 2*io’ — i = 0 
and 

*n4  — *i-xiiarii*  — 2sc„*  — i “°- 


Es  ist 


,(t) 


n — 5. 


+i«-1a+23+... 


während  die  Reihen-Entwicklung  der  übrigen  fünf  Wurzeln  beginnt: 

s» 
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*01  (°—  i-2,3,  ...  6. 

Weiter  ist 

V“  Aa-Mi- +40g+...) 

Durch  Abzählen  sehen  wir,  dass  nur  die  erste  symmetrische 
Fnnction  Xxot(,'>  mit  einem  Gliede  in  q beginnt  und  zwar  mit  Cq~l. 
Es  gellt  daher  nur  in  den  ersten  Coefficienten  A",,*  ein  und  zwar  linear. 

Von  den  particulären  Multiplicator-Gleichungen  in  den  drei  Ecken 
des  Eundamental-Polygons  interessirt  uns  nur  die  eine,  deren  Wur- 
zeln endlich  und  von  null  verschieden  sind,  nämlich  die  Gleichung  für 

<»  - 0 oder  - 2) .-  (*.,  - $)(**,  - 1)» 

- *0,*  - V V + 11*0, 4 - 12V+W  - 2x01  -H  = 0 

Auf  Grund  dessen  baben'wir  folgenden  Ansatz  mit  einer  unbestimm- 
ten Constanten: 

* (*0i-l)(*o.-l)6+*‘(-V-4)*oi*-0. 

Um  die  Constante  A zu  bestimmen,  ist  es  hier  wohl  am  ein- 
fachsten zu  beachten,  dass 

£*o,,''>“+i<r1<i+29+... 

-+V-^  IA«-,(l+409  + ...)  - 4| 

-+-T1  {-^+(i^+v)9+-j 

sein  soll.  Dies  giebt  mit  einer  Verification  A — — l56,  sodass  die 
Gleichung  für  x0,  lautet: 

xoi  i)(*6i  l)5  V W 4)  V 

- V + 1 (19 - 8V)  V + 1 IV - 12V -KV-  2*0,  +{  - o 

Mit  der  Tabelle  (9)  erhält  man  daraus  als  die  beiden  anderen  Glei- 
chungen : 

V +5(19  — 8 V + 1 IV  - 12*,.»  + 7 V — 2*,.+  J - 0. 
V-  » (19  - 8 JT,,»)  V+ 1 IV  + 12V  -I-7V+  2*„  + 1 = 0. 


n - 7. 

Dafür  ist 

f“i  \ 

aot  j 7 ’ wsi  s i 

V1'  --  , - =-*«  ',(l  + 2t+«»  + 2a»  + ... 

ö0l 

wahrend  die  Rcihen-Entwickinngcn  der  7 anderen  Wurzeln  beginnen 

V°“s  V"(c-f...) 
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wobei  die  Reihe  in  der  Parenthese  nach  ganzen  Potenzen  von  q 7 
fortscbreitet  Deshalb  zahlt  man  für  die  symmetrischen  Fnnctionen 
der  Wurzeln  folgende  Anfangsglieder  ab : 

•a  - - = Cf*U 

Cf  — ££x01Wx01M  = Cq-1 
* - - 


cs  — C 
c7  = C 

Die  particuläre  Multiplicator-Gleichung  für  co  = 0 oder  Ab, =2  ist 

(*>-t)0ro,  + l)7 

-*ois+ V*  V + 2fteo.6+32=r0.6+3ftro14+16*bJs  + ^„11'  - 0. 

Wir  haben  daher  für  die  allgemeine  Gleichung  folgenden  Ansatz 
mit  zwei  unbestimmten  Constanten: 


V 4-  Ah,  I (; V - 4A)- + AA01«  + { (20  - 4JJ)  + BXu'W 

+ 16Awx015  + 3(te01<  + 8A01V  + ^oiJ-|  - 0. 

Um  A und  B zu  bestimmen,  wollen  wir  die  Reihen-Entwicklung 
von  t,,«)  und  Ab,  in  der  Gleichung  einsetzen.  Wir  beachten,  dass 
die  einzelnen  Glieder  der  Gleichung  folgendermassen  in  q beginnen: 


i„|(V-4A)  + AAb,*}«u,7--  0r“+.+  • +.+  • +••• 
|(20-4fJ)+BAo,»|V-  <&-“+■+  • +••• 

16Ab,  ae0,6  = +Cg-«+... 

etc.  etc. 

Wir  berechnen  daher  zunächst  A mit  einer  Verification,  indem 
wir  zwei  Glieder  der  boiden  ersten  Reihen-Entwicklungen  combinircn, 
und  zwar  ist: 

*0I8  — + f»  9-12  il  + 162+...j 


{(y  -**) +-w}  v — rv«  12i^+(y+ir)3+" 


Dies  giebt  mit  der  gewünschten  Verification  A — -|-y.  Um  auch  B auf 

diese  Weise  mit  einer  Verification  zu  bestimmen,  haben  wir  vier 
Glieder  der  drei  ersten  Reihen-Entwicklnngen  zn  nehmen,  nämlich; 
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'oi8  = + fsS-13  {l+16i+12<V+576a»+...} 

J-89-l»{l+165  - 273H-3320g»+...J 

j(20-4^  + w)  V +^2-io{^+(20-!*)9+.~( 

Daraus  folgt  mit  der  gewünschten  Verification  B — — 48  und  also 
lautet  die  definitive  Gleichung: 

'oi8+Uo.i-29+8^oi!l'oi7+4i53-12Jq)]»Jo:01e4-lG^>,ai)I5 

+ 30*0,«  + 8J4,  + 4*0,* — $ - 0. 

Die  beiden  andern  Gleichungen  werden: 

',o8- ?^,ol  ~ 29+ 8Jr10«  |*107+4|53  - 12JT10*|  V- lex,»*,,» 

+ 30*io* — 8-Xio  *lo3+  4*io*  - \ - 0 

',.8+f^.i|-29+8^,*l*„,-4|53-12jr11»)*,I«-16iXn«:11* 

+ 30*,,*+  8.Alt  x,,8  — 4*„*  -|-0 

Dafür  ist: 

welche  Reihe  nach  ganzen  Potenzen  von  5 fortschreitet  Weiter  ist: 

_ (“i  8 to, + 301,1 

ffoi  iy» 5 j 

«■„,»  - - Const+... 

°oi 

t oo,  lfift^  + Sra,! 
tfoi  ) y ■ ö ( 

*01<s>  L£ L - Const+. . . 

"01 

welche  Reihen  ebenfalls  nach  ganzen  Potenzen  von  5 fortschreiten. 
Die  Reihen-Entwicklungen  der  9 übrigen  Wurzeln  beginnen: 

*„!<•)- qz,/,(l+...))  . -4,  6,...  12 

wobei  die  Reihe  in  der  Parenthese  nach  Potenzen  von  5 8 fort- 
schreitet. Auf  Grund  dessen  zählt  man  für  die  symmetrischen  Func- 
tionen der  Wurzeln  folgende  Anfangsglieder  ab: 

c,  = — Zx0lW  — «r* 


9. 


{?•-} 


'+is-’(l+ ... 
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iw  Gebiete  der  elliptiechen  Functionen. 

e,  — ZZttcJfim mW  — Cq~ *, 

c3  ■ — ~ cq-*, 

«4 " ßr*, 

C5  — Cf-1, 
et  = Cg-', 

C,  =.  Cq~\ 

e9  — C,  etc. 

Die  Wurzeln  der  Mnltiplicator-Gleichung  für  die  Grössen  *01(fl 
sind  für  » — 0 wie  in  den  vorangehenden  Beispielen  sämtlich  endlich 
and  von  null  verschieden;  abweichend  von  den  drei  vorausgeschick- 
ten Beispielen  Bind  aber,  weil  nämlieh  n eine  Qnadrat-Zahl  ist,  auch 
fJr  die  beiden  andern  Ecken  des  Fundamental-Polygons  zwei  Wur- 
zeln endlich  nnd  von  null  verschieden.  Wir  machen  daher  von  allen 
drei  particulären  Multiplicator-Gleichungen  Gebrauch,  um  die  Zahl 
der  in  die  allgemeine  Gleichung  eingehenden  zunächst  unbestimmten 
Constanten  nach  Möglichkeit  zu  reduciren.  Dieselben  sind: 


2»w 


4>ji 


ftrJSi,—  oo,  3 )(*oi  + |«  3 ) V = 

(»Ol’— I *01  +§)  *01*  = 0,! 

fär  Zn  — 2,  (*0,  — §^(*oi  4”  (*01  1)’  “ 


5212  , . 727  , 536  , 

*01  1 5“  *01° q“*oi 


*01  g *01  t 27  *oi  — gi  •*01  ~r  9 

, 532  . . 40  . 19  . . 44  . . 2 4 1 „ 

+ ^ *01  + 9-*oi  — g-*«  +273«i +9*01  — 27*01+3}  ” 0 


Daher  gewinnen  wir  folgenden  Ansatz  mit  8 unbestimmten  Constanten : 

*«i,,+^-^«i<(*bi*  — 3*01  + 9)  *01* 

+ {(-  J -4B-16A))  + BAV  J <r01» 

+ {(^-4c+T^)  + cMa%,1° 

+ ((-^-4Z>-?A)+Wjv 
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+ i(T - 4£)  + w } V+  {(-  X - 4f)  +-Ev} 

+ {(~ - 4<?)  + w}  V+  {(f  - 4//)  +ÄXoi*{  *oi 5 

19  44  2 4 1 

— Far°l4"^’27!toiS"^9!ro,,~27:roi'^”8i  ’=' 

Nach  Bestimmung  der  Coustaoten  erhält  mau: 


-Xi,4 (V~  3 *oi+  tj) *o,9+  )-108+4]6A01*|  *wn 
+ {2866  --4°^}  ?oi10+  {-^ - -Xoi*{  *oi9 

+ {479  — ^ JSb,»  j ^,8+  ^40  - ^ | x017 


19  il44  >_l2  s 4 

g 27 T(il  * 


27*oi+8i 


Wegen  der  complicirten  Beschaffenheit  dieser  Gleichung  mag  es 
genügen,  nur  diese  eine  der  drei  simultanen  Gleichungen  angeführt 
zu  haben. 


Zweites  Capitel:  «-=3. 

§ 1.  Zusammenhang  der  OX/t  mit  der  Tetraeder -Irrationalität. 

Das  Verhalten  der  <sxM  bei  linearen  Substitutionen  der  Perioden 
ooj,  <u2  aulangend  gilt  hier  folgendes: 

a)  Bei  beliebigen  linearen  Substitutionen  von  o>„  iu*  permutiren 
sich  die  <nu  bis  auf  vortretende  6te  Eiubeitswurzeln  und  es  lassen 
sich  daher  durch  lineare  Substitution  der  Perioden  aus  irgend  einem 
der  vier  verschiedenen  <?;./,  sämtliche  vier  ox^  und  nur  diese  ableiten. 

Dies  geht,  abgesehen  vom  früheren  directen  Nachweise,  auch 
daraus  hervor,  dass  die  Erzeugenden  S und  T der  Gruppe  der  linea- 
ren Substitutionen  von  toj  diesen  Einfluss  auf  die  vier  verschiede- 
nen eXfi  ausüben.  Greifen  wir  oM,  «10,  <r„  und  öj,  als  die  vier  ver- 
schiedenen oxfi  heraus,  so  ist  das  diesbezügliche  Verhalten  folgendes: 


«0, 

«10 

*11 

«11 

(1) 

s 

+ «11 

+ «10 

—*«11 

-*«01 

1 

+ «10 

-«01 

—***,1 

- «*11 
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b)  Bei  linearen  Substitutionen  von  m,,  a>, , welche  mod  3 zur 
Identität  congruent  sind,  ändert  sich  jedes  im  allgemeinen  um 
eine  3te  Einheitswurzel,  d.  h.  die  axp  sind  der  3ten  Stufe  ad* 
jingirt 

c)  Bei  linearen  Substitutionen  von  a^,  <as,  welche  mod9  zur 
Identität  congruent  sind,  bleibt  jedes  exp  ungeändert,  d.  h.  die  axp 
lind  von  der  9ten  Stufe. 


d)  Die  Subätitutions-Coefficienten  von  linearen  Substitutionen  der 
Perioden,  welche  auf  die  ax u ausgeübt  werden,  dürfen  beliebig  mod  18 
(nicht  mod  9}  modifidrt  werden. 


Als  den  Haupt-Modul  für  die  3te  Stufe  führen  wir  nach  Herrn 
Klein1)  die  folgende  Tetraeder-Irrationalität  ein: 


W 


I = - 6$ 


„ 

ts+« 

ac  3t*-|-  k 

-oo 


deren  Verhalten  bei  linearer  Substitution  der  Perioden  o»„  m»  wir 
nieder  dadurch  angeben,  dass  wir  das  Verhalten  speciell  bei  Aus- 
übung von  S und  T notiren.  Es  ist  dies  folgendes: 

(3)  S 
T 

Das  Fundamental -Polygon  3ter  Stufe  hat  vier  Ecken,  als  welche 
*ir  u — »oo , 0,  1,  2 annehmen  können.  Es  gilt  zunächst,  auf  Grund 
der  gegebenen  Definition  von  { dessen  Werte  in  diesen  vier  Punkten 
inzugeben.  (2)  giebt  direct  den  Wert  für  <n  — oo;  ihn  benutzend 
giebt  (3)  den  Wert  für  a = 0,  1,  2 und  zwar  findet  sich 

(4)  J(,oo)=0,  J(0)  =- 2,  i(l) 2»,  {(2) 2i* 

Wünschen  wir  nunmehr  die  Beziehungen  von  | zu  den  axp  ken- 
nen zu  lernen,  so  lehrt  (b),  dass  die  Quotienten  der  3ten  Potenzen 
der  <Siu  rationale  Functionen  der  Tetraeder-Irrationalität  sind.  Wir 

behandeln  etwa  den  Quotienten  1°',.  Die  Werte  der  axp  für  a — ico 

*10 

ergeben  sich  aus  Abschn.  I,  (28);  mittels  (1)  kann  man  dann  die 


t 
« I 

|+2 

»-1* 


))  Man  vergleich«  Klein,  „Vorlemngen  über  den  Ikoeeeder“,  Leipaig  18S4, 
F*S-  ISS. 
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Werte  der  diu  in  den  andern  Ecke  n des  Fundamental-Polygong  an- 
gebon.  Für  diese  vier  Punkte  ist  in  erster  Annäherung: 


(5) 


in  in 

v »tö,  */9  , lflB|  “5  Q. 

co  = »GO ) *01  — — 2»  9 ' *io  “ + 2»t  (*  d— * 


2»'»  »jt 


tCDj 

— 

9 - 

-*/. 

.0),  9 ■ 

*h 

2n 

e 

<1 

» 

*n  — 

2*  * 

4 

in 

in 

0) 

= 0) 

*„. 

i i£ 
+ 
ii 

(e  e 

*10  - 

i *'“i  “ 

+ 2«  9 

in 

(0 

- l) 

*i.i 

_ _*ü 
2 ic 

i’c 

V 

-% 

» 

*10  - 

+ 2»«  » 

2 in 

00 

- 2) 

«ri 

«CO, 

“ 2« 

**« 

%-f/' 

1 1 *®l  - 

’ *10  * + 2^« 

• 

Da  die  0X/i  nnr  in  den  rationalen  Punkten  der  reellen  Axe  null 

nnd  unendlich  werden,  wird  sonach  — null  nur  für  { — — 2,  un- 

*10 

endlich  nur  für  { — 0.  Dies  heisst,  es  ist: 


*o.* 

*.os_t  f 


Vergleichen  wir  je  das  erste  Glied  der  Reihen-Entwicklung  auf 
beiden  Seiten,  so  findet  sich: 


*y*  1 {+? 

*»o'“-»V3  { 

Bilden  wir  durch  Ausübung  der  Operationen  S und  1 hieraus 
die  beiden  anderen  Quotienten,  so  lasst  sich  das  Endresultat  zu- 
sammenfassen in 


(6)  *10* : *01  * : «„» : *>,s  = - *’  V 3 . { : « + 2) : (« + 2«s) : — « + 2«), 


§ 2.  Di»  zA^<0.  Ihr  \ erhalten  hei  linearer  Substitution  der  Perioden 
ojj,  o>j.  Die  Transformationen  der  Gleichungen  in  sich. 

Wir  wählen  für  Transformation  nter  Ordnung  (n  = 1 oder  2 
mod 3)  das  eine  Repräsentanten-System 

3,(0  = 3,(0 
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a<S<—ßiY<  “ 1,  * = 1,  2,  ...  N, 
so,  dass  die  linearen  Substitutionen  der  Perioden 

a,  <»,  -J-  ßi  öj,  y.ojj-fd.Mj 

mod  3 zur  Identität  congruent  sind.  Das  andre  Repräsentanten 
Sjstem  wird: 


a.a»i 

n 


9 Ci<D,  -f-  d|<Oj 
n 


n.rf,- 


n,  <*<«,• 


Da  mit  n auch  rf,  nicht  durch  3 teilbar  ist,  so  ist 
d,~l  = di  mod  3 

and  dies  hat  zur  Folge 

Ib{  +vDi  -=  £/c/u(0  «As,.,  ,14-1  = £fe(4 

toter  EA/i(,)  eine  6te  Einheitswurzel  verstanden.  In  den  beiderlei 
Repräsentanten  geschrieben  haben  wir  so  ftlr  die  Wurzeln  unserer 
m betrachtenden  Multiplicator-Gleicliungen: 


(I)  *A/l(fl 


«A/, 


***<+&*  Aü1+/iA>(.  . j 


EiJ‘> 


«A/i 

g.  jo.  0>1  9c.,(ai  + <i,tt),| 


«A/i 


Damit  sind  die  zXu^  eindeutig  definirt.  Es  handle  sich  jetzt  um 
ihr  Verhalten  bei  linearer  Substitution  der  Perioden  o>j,  to,.  Es  ge- 
nagt wieder,  die  Aendemngen  bei  Ausübung  von  S und  T zu  be- 
stimmen. 


Einerseits  entspricht: 


1(1,  0,  1.1,  1) 

(1,  0,  4.7, 1) 

(1,  0,  7.4, 1) 

(mod  9) 

|(1,  0,  2.5, 1) 

(1,  0,  5.2, 1) 

(1,  0,  8.8, 1) 


1(1,  0,  1,  1) 
(1,  0,  7,  1) 
(1,  0,  4,  1) 

(1,  0,  5,  1) 
(1,  0,  2,  1) 
(1,  0,  8,  1), 
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wobei  nach  einander  die  6 Fälle  n = 1,  4,  7,  2,  5,  8 unterschieden 
sind,  wie  dies  im  folgenden  immer  geschieht  Andrerseits  entspricht 
in  analoger  Weise: 


F=  T— 

no,  -l,  1.1,0) 

1(0,  -1,  4.7,  0) 
1(0,  -1,  7.4,0) 


U- (0,  -1,  +1,  0)  = 

1(0,  -1,  1,  0) 
1(0,  -4,  7,  0) 
](0,  -7,  4,  0) 
(mod9)  V—  ( 


1(0,  -1,  2.5,  0) 
f (0,  -1,  5.2,0, 
1(0,  -1,  8.8,0) 


|(0,  -2,  5,  0) 
(0,  - 5,  2,  0) 
(0,  -8,  8,  0) 


Die  letzten  5 linearen  Substitutionen  V der  Perioden  haben  nur  eine 
Determinatne,  welche  = 1 mod  9,  nicht  aber  gleich  1 ist.  Wir  haben 
für  dieselben  zuvörderst  durch  Modification  der  Substitutions-Coef- 
ficienten  mod  9 die  Determinante  gleich  1 zu  machen.  Die  so  nor- 
mirten  Substitutions-Coefficicnten  dürfen  dann  behufs  einfacherer  Be- 
rechnung der  entsprechenden  Aenderung  der  ex?  mod  18  modificirt 
werden. 


Berechnen  wir  den  Einfluss  der  angegebenen  12  mod  9 incon- 
gruenten  linearen  Substitutionen  auf  die  vier  ox? , so  können  wir 
damit  unmittelbar  das  Verhalten  der  xxn  bei  Ausübung  Yon  S und 
T zusammenstellen. 


Im  Falle  n = 8 mod  9 z.  B.  beachten  wir,  dass 
(0,  —8,  8,  0)  = (9,  1,  80,  9)  mod  9 


ist,  wovon  die  letztere  Substitution  die  Determinante  1 hat.  Wir 
ersetzen  dieselbe  einfacher  durch  (9,  1,  8,  9).  Nun  hat 

7 - U - (0,  -1,  +1,  0)  - - t «„ 

F=(9,  1,  8,  9)  V“+* «n 

zur  Folge,  und  also  verwandelt  T jedes  iu 

-t<y„[(j,U>,  5,0)1  _ (y) 

+ £»n  11  ‘ 

Die  vollständige  Tabollo  für  die  Aenderungon  boi  Ausübung  von  S 
und  7 ist  folgende,  wenn  wir  die  oberen  Indicos  i und  ; unter- 
drücken: 
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3*01  *10  *11  *1* 


Es  geht  also  im  Falle  » = 1 mod  3 durch  lineare  Substi- 
tution von  »j,  <b,  ein  System  von  N Grössen  xx^  bis  auf  3te  Ein- 
heitswurzeln  wieder  ein  solches  System  über  ohne  einen  solchen 

Factor  in  I.  (19),  wie  dies  bei  allgemeinem  » der  Fall  is.  Für 

Ol'm" 

1=2  mod  3 hingegen  geht  durch  lineare  Substitution  von  t», , o3 

ein  System  von  W Grössen  bis  auf  6te  Einheitswurzeln  wieder 

. Olm 

in  ein  solches  System  xjm  über,  multiplicirt  mit  — -• 


Im  Besitze  der  Tabelle  (8)  ist  es  leicht,  die  Transformationen 
in  sich  jeder  der  vier  simultanen  Gleichungen  aufzusuchen.  Um 
hierbei  und  weiterhin  Weitläufigkeiten  zu  vermeiden,  beschranken 
wir,  abweichend  von  der  Darstellung  bei  * = 2,  unsere  Entwicklungen 
von  jetzt  an  auf  eine  der  vier  simultanen  Gleichungen.  Durch  Aus- 
übung der  Operationen  5 und  1 ist  es  dann  leicht,  die  gewonnenen 
Resultate  auf  die  drei  andern  zu  übertragen.  Der  Tabelle  (8)  ge- 
mäss wird  es  am  einfachsten  sein,  die  Gleichung  für  xI0  herauszu- 
greifen. Dafür  ergiebt  sich  der  Satz:  Die  Gleichung  für  x10 
bleibt  (unter  Ausschluss  der  identischen  Operation)  ungeändert, 
wenn  man  in  derselben  die  linearen  Substitutionen  S 
und  S*  der  Perioden  o)j,  ojj  vorniramt 

Betreffs  der  Existenz  der  Multiplicator-Gleichungen  giebt  die 
Anwendung  von  I.  § 4 auf  den  vorliegen  Fall  « — 3 folgenden  all- 
gemeinen Satz:  Je  N Grössen  x^O,  i—  1,  2,  ...  iV  genügen 
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einer  GleicbnDg  iVten  Grades,  deren  Cocfficienten  der 
3ten  Stufe  in  Bezog  anf  3te  Einheitsw nrzeln  adjangirt 
sind. 

Die  beiden  Specificationen  werden  diese: 

a)  Ist  n •=»  1 mod  3,  so  sind  sämtliche  Cocfficienten 
von  der  Sten  Stufe. 

b)  Ist  « = 2 mod  3,  so  sind  die  Cocfficienten,  welche 
homogenen  symmetrischen  Functionen  3tcn  Grades  der 
W urzeln  entsprechen,  von  der  3ton  Stufe. 


§ 3.  Werte  der  Wurzeln  rto(0  in  den  licken  dee  fundamental- Polygone. 


Aus  (7)  und  I.  (28)  erhalten  wir  unmittelbar  die  Werte  der 
Wurzeln  im  Punkte  t»  — » oo.  Die  Tabelle  (8)  ermöglicht  es  sodann, 
anf  Grund  derselben  die  Werte  der  Wurzeln  in  den  drei  andern 
Ecken  des  Fundamental-Polygons  anzugeben.  Anf  diese  Weise  findet 
man  folgendes  Verhalten  der  Wurzeln  *IO<0  (bez.  in  erster  An- 
näherung) : 

O)  = » 00  Alo(0  — 


0) 


»“0 
<a  — 1 
05—2 


±w*< 


0 


wobei  sich  für  u — 0,  1,  2 die  zweifache  Fallnntcrschcidnng  auf  die 
Fälle  » ~ g | mod  3 bezieht 

Wir  entnehmen  ans  (9)  folgendes: 

1)  In  der  Ecke  m = »oo  des  Fundamental-Polygons 
sind  sämtliche  N Wurzeln  * ,,>'•'>  endlich  und  von  null 
verschieden. 

2)  In  den  drei  andern  Ecken  des  Fundamental-Polygons  sind 
diese  2V  Wurzeln  <r10l'>  stets  zu  einem  Teil  null  und  zu  einem  Teil 
unendlich  (ausserdem,  wenn  n eine  Quadratzahl  ist,  noch  zu  einem 

Teil  endlich  und  ^ 0). 

Die  hiermit  gefundenen  Null-  und  Unendlichkeitspunkte  der 
Wurzeln  sind  nach  I.  § 6.  die  einzigen  im  Fundamental-Polygon 
3ter  Stufe. 
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5 4.  Form  der  Coefficienten,  AufeteUung  der  Gleichungen. 

Betreffs  der  Form  der  Coefficienten  haben  wir  zunächst  die  all- 
gemeine Betrachtung  von  pag.  17.  etc.  anf  Congrnenz-Moduln  ij/)«) 
in  Anwendung  zu  bringen,  welche  in  Bezug  auf  3te  Einheitswurzeln 
der  3ten  Stufe  adjongirt  sind.  Es  genilgt,  unr  diesen  allgemeinen 
Fall,  welcher  n = 2 mod  3 entspricht,  zn  behandeln,  da  der  spocielle 
Fall  der  Coefficienten  3ten  Stufe,  welcher  n = 1 mod  3 entspricht, 
damit  bereits  erledigt  ist 

Wir  setzen  an 

Om?  — R[i) 

Daraus  folgt,  da  ^(»j  als  eindeutige  Function  von  n nur  in  m — im, 
0,  1,  2 verzweigt  sein  kann: 

(10)  *(m)  = (V $)« (Vl+2)'5 VlT+äl)''  (Vf+W W) 


nnter  a,  ß,  y,  d ganze  Zahlen  verstanden.  Die  Grössen  y £, 

1 , 

V£  2 1*  einzeln  sind  jedoch  keine  Congruenz-Moduln,  sondern  nur 
ihre  Verhältnisse  sind  nach  (6)  solche.  Damit  das  angeschriebene 
<ftm)  ein  Congruenz-Modul  wird,  ist  also  notwendig  und  hinreichend: 

(10b)  a + 0-{-y-|-A  = 0 mod  3 

zn  nehmen  oder  wir  haben  den  letzten  Ansatz  etwa  in 

zu  specialisiren , um  hierin  die  allgemeinste  Darstellung  eines  ein- 
deutigen Congruenz-Moduls  zu  haben,  der  der  3teu  Stufe  in  Bezug 
auf  3te  Einheitswnrzeln  adjungirt  ist  Wir  beschränken,  wie  dies 
zulässig  ist,  die  Werte  von  p,  q,  r anf  0,  1,  2.  Um  aber  die  Dar- 
stellung (11)  vollkommen  eindeutig  zu  machen,  haben  wir  noch  fest- 
zusetzen, wie  die  3ten  Wurzeln  aus  gezogen  werden  sollen. 

Dies  geschieht  sehr  einfach,  wenn  wir  auf  die  Relationen  (6)  zu- 
rückgreifend  definiren: 
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«01 


s 

unter  V — »V 3 in  allen  drei  Fällen  dieselbe  3te  Wurzel  verstanden. 


Im  Anschluss  an  diese  Definitionen  stellen  wir  das  Verhalten 
der  drei  Modnln  bei  Ausübung  von  5 und  T tabellarisch  zusammen, 
und  zwar  ist  dies  nach  (1)  so  beschaffen: 


> • 


i—iV  3 


l/!±» 

y £+2» 


Weiteren  Aufschluss  als  durch  (11)  über  die  Form  der  Cocffi- 
cienten  erhalten  wir  durch  die  Transformationen  der  Gleichungen  in 
sich.  Um  mit  Hilfe  deren  zunächst  die  Exponenten  p , q,  r in  (11) 
zu  bestimmen,  bringen  wir  lineare  Substitutionen  der  Perioden 
cd,  in  Anwendung,  welche  mod  3 zur  Identität  congrucnt  sind,  weil 
nämlich  dadurch  7l(£)  in  (11)  nicht  geändert  wird.  Die  erzeugenden 
Substitutionen  dieser  Untergruppe  sind  S1,  TSST,  S~1TSsTS+1, 
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S+'7S5  7\S— 1 ; wir  erhalten  dafür,  indem  wir  uns  von  den  xx^  wieder 
auf  x10  und  dafür  weiter  aof  den  allgemeinen  Fall  n = 2 mod  3 be- 
schränken : 


dl) 


*10 


S3) 

TS3T) 

S-lTS*TS +«) 


*10 
ji*io 
{S  *10 


S+’TS^S-i)  | £s  ,1# 


Vs 

1 ! «*» 
(M 

1 * + 
„k 

VS 

.1 PL. 
y £+2* 

■Vs 

Vs 

l/ITZ 

V £+2* 

i'S 

*]/zn 

V £+2* 

]/  i 

y 2«1 


> ■ 


Daraus  ist  ersichtlich,  dass  ein  Coefficient  ipl01'') (co),  welcher 
einer  homogenen  symmetrischen  Function  vten  Grades  der  Wurzeln 
zj8(0  entspricht,  die  Form  hat:. 


(15)  *„<'>(<»)  - \V  1^2  j/pfT,  K-qfe-.i  Ä«> 

sofern  v «=  v'+3r"  gesetzt  und  v'  auf  die  Werte  0,  1,  2 beschränkt 
wird. 


Um  nunmehr  auch  Aufschluss  über  die  Form  von  7Ü({)  zu  er- 
halten, benutzen  wir  die  pag.  45.  angegebenen  Transformationen  der 
Gleichungen  in  sich,  welche  von  linearen  Substitutionen  der  Perioden 
»,  berrübren,  die  nicht  mod  3 zur  Identität  congruent  sind. 
Diese  beiden  Substitutionen  S und  Ss  bringen  folgende  Aenderungen 
hervor: 


3 I 1 


]/  * 

]/  J 1/ 

Hi~ 

£ 

r £+2 

s 

y £-1-2*  y 

a s 

e+2s» 

]/  £ 

]/  £ I, 

/ £ ' 

V £ + 2 

r £-f-2e  l 

£+2s‘ 

*■£ 

Äieh.  der  Math.  n.  Phj».  2.  Beihe,  T.  V. 


4 
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a _____  * * 

06)  5»  xI0  4/^  j/sfc  VtS  *’5 

Um  daraas  den  gewünschten  Schluss  ziehen  zn  können,  wollen  wir 
beachten,  dass  cs  12  mod  3 incongruento  nicht-homogcnc  lineare  Sub- 
stitutionen von  ec,,  euj  giebt.  Diese  sind: 

(17a)  S\  TS < STS’,  S*2S',  » - 0,  1,  2. 

Ihnen  entsprechen  folgende  12  lineare  Substitutionen  der  Tetraeder- 
Irrationatität  5 oder  folgende  Substitutionen  der  Tetraeder-Gruppe: 


(17b)  f .5,  t* 


?+2  *5+2  «*5+2 

•5  — 1’  d—  i’  «25— V 


wobei  «'  denselben  Wert  hat  wie  iu  der  symbolischen  Schreibweise 
,S*  T‘S‘  der  linearen  Substitution. 


Aus  diesen  Angaben  geht  hervor,  dass  t' .5  die  einzigen  Tetra- 
eder-Substitutionen sind,  welche  sich  bei  Ausübung  von  S um  t 
ändern.  Daher  folgt  aus  (16): 


(18) 


’J’it+U»)  ■= 


«(?’)• 


An  letzter  Stello  achten  wir  schliesslich  auf  dio  Null-  und  Un- 
endlichkeitspunkte der  Wurzeln,  welche  in  (9)  angegeben  worden 
sind.  Dio  Tage  derselben  lässt  sich,  indem  wir  auf  dio  Tetraeder- 
Substitutionen  Bezug  nehmeu,  so  beschreiben:  Die  Wurzeln  werden 


null  und  unendlich  nur  für  unendlich  grosse  ik . 


5-  1 
5 + 2 ’ 


s» 


r5 — 1 
1 5 + 2 ' 


‘ «»5  + 2 and 


V?+ 


chung  für  x. 
deuten  1 hat,  einesteils 


5»  Daraus  folgt,  dass,  wenn  man  dio  Glei- 
10  so  anschreibt,  dass  die  höchste  Potenz  den  Coeffi- 


(18b) 


A'(53)  = (1 


»5+2 


*-zl\ 

’^+lJ 


sein  muss,  worin  G eine  ganze  Function  der  drei  Argumente  und 
k,l,  m beliebig  0,51  oder  2 bedeuten,  und  dass  andcruteils  das  con- 
stantu  Glied  der  Gleichung  unabhängig  von  5,  also  eine  Constante  ist, 
welche  daher  unmittelbar  nach  (9)  angegeben  werden  kann.  Die 
Frage  ist  nach  (18b)  nunmehr,  wie  eine  ganze  Function  der  drei 

„5  — 1 «5  — 1 «25 — 1 . , 

Argument^  ^ ££_jJ2’  tst  (>ndem  wir  einfach  k — l — m — 0 
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setzen)  beschaffen  sein  muss,  damit  sie  eine  rationale  Fnnction  von 
P ist  oder,  was  dasselbe  ist,  damit  sie  ungeändert  bleibt,  wenn  man 
E durch  d ersetzt  Da  dnreb  Vertanschung  von  £ mit  *E  die  genannten 
Argumente  wechselseitig  in  einander  abergehen,  muss  die  ganze  Func- 
tion G eine  symmetrische  ganze  Fnnction  der  drei  Argumente 
sein.  Als  solche  ist  sie  eine  ganze  Fnnction  der  drei  symmetrischen 
Functionen 

e— i *e— 1 t«e— i 

E+2'*E+2'**E-t-2' 

E — 1 *£— 1 . -1  «»{  — 1 , *{-l  **; -1 

E +2  ' fE+2  ’ + f +2  ’ **{-(-2  "*■  rt-f-2 ' **^+  2' 

E — 1 , «E— 1 . i*t-l 
E-f-2_t’  *E+2"t'  **E  + 2 

jener  drei  Argumente.  Jede  dieser  drei  symmetrischen  Functionen 

jcs _i  jj 

hat  die  Form  — g-  •,  folglich  drücken  sich  zwei  derselben  stets 
durch  die  dritte,  oder  alle  drei  drücken  sich  ganz  durch 

27  J i i__27,_?_ 

E + 2 • E+2*  E + 2**  Es+8 

ans,  d.  h.  die  gesuchte  symmetrische  ganze  Function  von 
ist  eine  ganze  Fnnction  etwa  von 
cs 

27 . =-.-5  • Die  definitive  Form  der  Coefficienten  tp,0<”>  (00)  wird 
P-f-o 

daher: 

(19)  »„"‘(«i  " |3  • V ‘ Vffii  ‘ ' { j ' 

■G{*  ?h\- 

oder  wenn  wir 

(0)  Aj0  ■=■  3 j/ jjqpg 

setzen: 

(19a)  V',o">  (<*)  = (*,.|)  GW) 

Damit  ist  die  allgemeine  Discussion  der  Coefficienten  für  die  Glei- 
chung für  z,o  zu  Ende  geführt. 

4« 
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Um  auf  Grund  dessen  die  Form  der  Coefficienten  für  die  drei 
andern  simultanen  Gleichungen  anzugeben,  hat  man  mittelst  der  Ta- 
belle (8)  aufzusuchen,  durch  welche  Operationen  die  Gleichung  für 
rl0  in  die  Gleichung  für  x01,  *,,,  übergeführt  wird,  und  diese 
Operationen  unter  Benutzung  von  (17a),  (17b)  auf  (19a)  auszuüben. 
Um  Weitläufigkeiten  zu  vermeiden,  und  weil  wir  bei  den  Beispielen 
ohnehin  die  sämtlichen  simultanen  Gleichungen  aufstellen  werden, 
möge  es  genügen,  die  dabei  auftretenden  Argumente  2^,,,  -^ii' 
namhaft  zu  machen  und  das  Verhalten  der  -Vjo  bei  Ausübung  von 
S und  T zusamnienznstellen. 

S T 


*o« 


( V-  »ysy 


1/  (1+8)»  _ 
V E(H-2«)(H-2t») 


(21) 


* ■ -^1«  Jfc, 


3 1, 

/ (E+2t)3  _ 

• V 

(V— »V3)‘  r 

S(«+2)(f-j-2**) 

3 

3 V 

(V-ry  3 )♦ ' 

^+2)(E+2«) 

Beispielsweise  ist  also: 

(19b)  = (aT01  • .GW»), 


Nachdem  wir  durch  diese  Erörterungen  die  Form  der  Coefficienten 
im  allgemeinen  Falle,  d.  h.  im  Falle  « = 2 mod  3 und  v=  1,  2 mod  3, 
sowie  im  speciellcn  Falle  n = 2,  v=0  mod  3 bestimmt  haben,  bleibt 
es  nur  noch  übrig,  die  speciellc  Form  der  Coefficienten  im  andern 
der  beiden  pag.  46.  angeführten  spcciellen  Fälle,  nämlich  im  Falle 
n = 1 mod  3 anzugeben.  Der  Unterschied  zwischen  diesem  Falle 
und  dem  allgemeinen  Falle  besteht  lediglich  darin,  dass  die  Coeffi- 
cienten von  der  3ten  Stufe  sind.  Es  fällt  dahereinfach  in  der  Dar- 
stellung der  Coefficienten  durch  E der  Factor  in  (19a),  (19b)  etc. 
fort,  wefcher  der  3ten  Stufe  adjungirt  ist.  Die  Coefficienten  haben 
somit  für  n = 1 mod  3 die  Form: 


(22) 


Zoi  “ G(W), 
Z,0  - °W), 

Xu  - GW), 

Xu  ” GW)- 
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Der  Grad  der  ratioaalen  ganzen  Functionen  O in  X).  J lässt  sich, 
genau  wie  im  Falle  • — 2,  dadurch  bestimmen,  dass  man,  wenn  es 
sich  beispielsweise  am  die  Gleichung  für  handelt,  nach  (9)  das 
erste  Glied  der  Reihen-Entwicklung  des  betreffenden  Coef&cienten  im 
Punkte  o>=-  0 oder  o — 1 oder  eo  =>  2 angeben  kann,  und'dass  in  diesen 

drei  Punkten  die  Reihen-Entwickelung  von  X10  und  von  X10  . g 
beginnt: 

(23)  X10  -C.q  '*  ^10.1  - C.a~’/9 

Bei  Benutzung  aller  der  abgeleiteten  Eigenschaften  unserer  Multi- 
plicator-Gleichungen  ist  man  nunmehr,  ganz  entsprechend  wie  früher 
im  Falle  * = 2,  im  Stande,  irgend  eine  der  einem  bestimmten  Trans- 
formationsgrade  n zugehörigen  Gleichungen  mit  einer  gewissen  An- 
zahl von  anbestimmten  Constanten  anzuschreiben.  Damit  ist  das  Ziel 
der  allgemeinen  Theorie  unserer  Multiplicator-GlcichuDgcn  3 ter  Stufe 
erreicht 


Ueber  die  Bestimmung  der  erwähnten  unbestimmten  Constanten 
ist  dasselbe  zu  bemerken,  wie  an  der  entsprechenden  Stelle  im  Falle 
» — 2 (Schluss  des  § 4.).  Die  Reihenentwickelungcn  der  Grössen 
Jiu  nach  q erhält  man,  indem  man  dieselben  mittels  (12)  durch  die 
Hip  ansdrückt,  deren  Reihen-Entwickelungen  durch  I.  (27)  gegeben 
and.  Z.  B.  ist: 


— «V  3 . * 


«ta» 

tfio  *n  *is 


*10 


— iV3 . i 


„ s 
gio 

°01  »11  *11 


§ 5.  Beispiel«:  n *=•  2,  4,  5,  7. 

n — » 2. 

Wir  behandeln  im  Anschluss  an  unsere  Entwickelungen  in  § 4. 
die  eine  Gleichung  für  die  z10<*>  auf  directem  Wego. 

Die  Grössen  a,,  9c,,  d,  im  kanonischen  Repräsontantcnsystem 

, 9c*  tl>1~^rf'-<T*  für  die  drei  Wurzeln  werden: 
n n 

a,  9c,  d, 

1)  10  2 

2)  2 0 1 

3)  2 9.1  1 

und  demnach  wird  entsprechend  weiter 
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1) 

2) 
3) 


A, 

9 

1 

1 


B,  Ci  D'i  mod  9 

0 0 5 

0 0 1 

0 0 1. 


Davon  haben  nnr  die  beiden  letzten  Substitutionen  die  Determinante 
1.  Die  Determinante  der  ersten  ist  dagegen  nur  = 1 mod  9;  wir 
haben  daher  die  erste  Substitution  zuvörderst  durch  Modification  der 
Substitutions-Coefficicntcn  mod  9 in  eine  lineare  Substitution  „ zu 
verwandeln,  welche  die  Determinante  hat.  Dies  ist  (2,  9,  9,  41) 
oder  bequemer  mod  18  vereinfacht  (2,  9,  9,  8).  Dieselbe  hat  zur 
Folge : 

«ll/  “ *8.9  " “9,0  (S.  3 “ — 0,0 

Die  drei  Wurzeln  sind  also: 


„(8)  , 


+ < 


, L + 

>0  )®I>  - 2 J 


Für  oj=0,  1,  2 verhalten  sich  dieselben  nach  (9)  in  erster  An- 
näherung wie 


V1'  = c<i 


*10' 


(8)  . 


C.q 


+’/b  +'/» 

,(*>  — C.q  für  q — 0. 


*10' 


Wir  entnehmen  daraus  mit  Bezug  auf  (19a)  und  (23),  dass  nnr  die 
eine  symmetrische  Function  •£*,0(0  der  drei  Wurzeln  von  Xl0  ab- 
hängt und  zwar  in  folgender  Weise: 

— C.XJ0. 

Von  den  particulfiren  Gleichungen  für  die  Ecken  des  Fundamental- 

*/. 

Polygons  interessirt  uns  nur  die  eine  für  <o=i<x>  oder  für  ^10“ -92  » 
1 3 

*•1  — + ij,  welche  endliche  und  von  null  verschiedene  W urzeln 
hat  Sie  ist: 

(*10+  i)(*io—  1)*  = *ios—j*ios-H  " 0. 

Daher  erhalten  wir  sofort  als  allgemeine  Gleichung  ohne  jede  un- 
bestimmte Constante: 


Digitized  by  Google 


im  Gebiete  der  elliptischen  Functionen. 


55 


*»*—■ ^io  |*io,+i=  (*io+i)('w  — 1)’+  (|— xio  |)*io’  “ o. 

Durch  Ausübung  der  Operation  T erhalten  wir  daraus : 


“■oi8-!" -^oi  • j _j_2 ■ i“0 

Durch  Ausübung  der  Operation  S auf  diese  neue  Gleichung  entsteht 
weiter: 


,s-eX 


«5—1  ö, 


“ «5+a 


0. 


Schliesslich  crgiebt  die  Ausübung  der  Operation  T auf  diese  letztero 
Gleichung  als  letzte  der  vier  simultanen  Gleichungen: 


> £ AH'  i*f+2 


*_L1  ,s 

«!«•/.  3 


0. 


n = 4. 

Es  wird  für  die  sechs  Wurzeln: 


1) 

2) 

3) 

«) 

5) 

6) 


a.  9ci  dt 
10  4 

2 9.1  2 

4 0 1 

4 9.1  1 

4 9.2  1 

4 9.3  1 


Ai  B, 

4 0 

2 0 

1 0 

folglich : 

1 0 

1 0 

1 0 


Ci  Di  mod  9 

0 7 

0 5 

0 1 

0 1 

0 1 

0 1 


Die  zwei  ersten  dieser  6 linearen  Substitutionen  Ai,  Bi,  Ci,  Di 
müssen  zuvörderst  durch  Modification  mod  9 auf  die  Determinante 
JijD, — B,  Ci  — 1 gebracht  werden,  und  zwar  ist: 


(4,  0,  0,  7)  = (—41,  9,  -2)  mod  9 


oder  in  zulässiger  Weise  mod  18  vereinfacht:  (—5,  5,  9,  9,  — 2). 
Die  Substitution  (2,  0,  0,  5)  ist  bereits  im  Beispiel  » = 2 behandelt 
worden.  Die  Substitution  ( -5,  9,  9,  — 2)  verwandelt  «10  in 

<JjO  aE*  ==  °iq 


und  sonach  sind  die  6 Würze lu  folgende: 

{?■-•} 


°io 


= + 


„(4)  . 


( 9»j- 

°xo  ’fu  ~l 
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a(2)  ; 


K 9<u,  + 2«os( 
*w  \2'  4 ( 


(S)  , 


4 ; 


*io 


h*  — 4 • i 


9.3a>,-h»>) 


( 9.3o), 

«io  Y'u 4 | 


Für  « — 0,  1,  2 verhalten  sie  sich  nach  (9)  in  erster  Annäherung 
wie 


*10(1)  -C.q 
r10<2>  =»  Const 

*10<?  = *10<4)— *10(*)=*10P)  - C.q 


+*/. 


für  9 = 0. 


Mit  Bezog  auf  (22)  und  (23)  erfahren  wir  daraus,  dass  nur  die  beiden 
ersten  symmetrischen  Functionen  Z*,0(0,  ££x,u(Oz,0l*)  von  Jr10<*l 
abhangcu  und  zwar  linear. 

Für  die  Ecke  «>  — t oc  des  Fundamental- Polygons  sind  sämtliche 
6 Wurzeln  endlich  und  von  null  verschieden;  da  n Quadrat-Zahl 
ist,  ist  dies  auch  für  die  drei  andern  Ecken  eo=  0,  1,  2,  mit  einer 
Wurzel  der  Fall.  Daher  benutzen  wir,  um  die  Zahl  der  in  die  all- 
gemeine Gleichung  eingehenden  zunächst  unbestimmten  Constanten 
nach  Möglichkeit  zu  reduciren,  sämtliche  vier  particnläre  Gleichun- 
gen. Dieselben  sind  für 

»=  .oo,  d.  h.  Jf10s  — 0,  (*,0-i)(*io+i)(*io  — !)*  — 

*io  “ 4"  *io°+  -g  *i«‘ — 2*10  —4*10  +4*10  — g — 0 

« — 0 J 

W — 1 > d.  h.  AT,0S  — 00 , (*i0  — J)*io4  = 0 

I»  — 2 ’ 


Daher  erhalten  wir  für  die  allgemeine  Gleichung  folgenden  Ansatz 
mit  einer  unbestimmten  Constanten: 


(*10  “ i)(*io  + i)(*io  - 1)4  + A -A.o3  (*„  - i)*io4  “ 0. 

Um  A zu  bestimmen,  wollen  wir  einfacher  die  Gleichung  für  x,0  her- 
anziehen. Wir  erhalten  sie  aus  der  angeschriebenen  für  x,0  durch 
Anwendung  der  linearen  Substitution  T der  Perioden  «*,,  <a,  und 
zwar  wird  sie: 

(«ta  - D (*01  + *>  (*01  - 1)4 + A . A01»  (x01  - i)*0I4  - 0. 
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Wir  benutzen  dafür: 


aoi 


«»1 


+.* 


+ 


-^•01 3 — 1 \l-12a  + ...  | 

Damit  bilden  wir: 

(Vl'),=  +4L(r‘jl+63Vä  + •••} 

— j 

<r4{i  -72,/s+  . . . j 

- +2^4  • ? 10/s  j 1 + • ■ } 


und  erhalten  mit  einer  Yerification  A = - j-J.  Somit  werden  die 
der  simultanen  Gleichungen  : 


(*oi-i)('o,  + i)(*d.-D*+  WKi-W  - 0, 

(zio  ~ i)  («„  + i)  (*10  - D‘+i*io8(*io  - i)  *i.4  - 0, 

^)*„4  - 0, 

(*11  — I)  (*!»  + (*1l  — ')*  + (*t*  — |)  *1»4  — °- 


n “ 5. 

Man  hat  für  die  6 Wurzeln: 


<n  9c,  d, 

1)  10  5 

2)  5 0 1 

3)  5 9.1  1 

4)  5 9.2  1 

5)  5 9.3  1 

6)  5 9.4  1 


Ai  B%  Ci  D% 

5 0 0 2 

10  0 1 

10  0 1 

folglich : 

10  0 1 

10  0 1 

10  0 1 
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Wir  beachten,  dass 

(5,  0,  0,  2)  = (41,  9,  9,  2)  mod  9 
(41,  9,  9,  2)  = (5,  9,  9,  2)  mod  18 
°io  (*b  9*  9,  2)  ==  o,0 


und  also 


(«i  \ 

>°  15  "*} 


"io 


9.2(0,  -fiu,  / 


a-ioa)  — « 1 tjo(4(  — + 

"io 

L aA 

®10  I Ul-  E C 

r..« rin<61  — + 


( 9.2(0,- 

P'  5 


«io(S)  “ + 


( 9u,  + (0,1 

°oi  pii  5”  j 


„(«)  - + 


) 3ü),  -j-  Wj) 
5 I 


( 9.4«), +0),, 

’io  ^ 


°I0  °10 

Für  w — 0,  1,  2 verhalten  sich  die  Wurzeln  wie 


ist. 


-V.  1 

r^V-C.q  ( 

+*/« 

x10'*>  = C.q  , A = 2,  . . . 6 ' 


für  5-0, 


Da  nnn  die  symmetrischen  Functionen  der  die  Form  (19  a) 

haben  sollen,  so  folgt  daraus  mit  Bezug  auf  das  unter  (23)  ange- 
gebene Verhalten  von  X10  und  *10  ■]  für  dieselben  drei  Punkte : 


-Z*,0<0-c,  - X,0.^. <?,(*, „»), 

— -.2 .£2*,  x10<0  — C,  “ C,  ct  = C.  -Y,0 . c5  — C, 

wobei  <?i  eine  ganze  Function  1 ten  Grades  andeuteu  soll. 

Bilden  wir  ferner  noch  die  particuläre  Gleichung  für  o>—  ioo 
nämlich: 

^xio  -j-  (*io — l)5  = *io0 — xio5-f-9x,o4— 8xio3-)-3xio!— ... — 7 ==  0, 


so  folgt  für  die  allgemeine  Gleichung  folgender  Ansatz  mit  einer  un- 
bestimmten Constanten: 
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no+.X'io^ — +^Tio*^xio5+4^-Xio  ^ xio4— 8*10* 

+2Jtio.  *10* — — g = 0. 
Xach  Bestimmung  von  A -werden  die  -vier  simultanen  Gleichungen : 

*io*+ ^io.  y + ?A"io3^xio'’+4^A'io  |j  xio4— 8*io* 

+2Xi0|*io* — ... — g = 0, 


*01* 


'Xbl,E+2  V 


1 

5 : 


= 0, 


+2Abi  ^2*oil 

iü(-  “+M™,+4(ä 

-<£ ) w*.  Sfl<s)  «■-  -Ksy  - »■ 

■»•+*.. .^1  jj(- j + 5*.+e+l(*n  ^ |j)  m‘ 

-e(«i)'‘^+2-r"  Sp  -s©‘  - 


n = 7. 

Der  allgemeine  Ansatz  hat  5 zunächst  unbestimmte  Constanton, 
lautet  nämlich  z.  B.  für  *,0: 

(*10— f)  (*,o-l)H+0»(A+iljrlo»)3-10’+A10;'(CV+/)*10+£.>104-0. 

Xach  Bestimmung  von  A,  B,  C,  D,  E sind  die  simultanes  Gleich- 
ungen : 

(*„  - ^)(zoi — l)7+|^oi*(25 — Ar01s)*oi7+Aöi3  (2*oi*-4*„t+l)*ol4=0, 
(*-10  - 7)^.0  -D*+  7 +o3(25— +(,*)*, 07+A,0,(2*101  -4*,0+l>r1()4=0, 
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('.i  - ?)(*»  -«)’+  ^„*(25  -^I13)xll-+t«jrio»{2x10*-4«n 

+0*n4  — o, 

e 

(*.»-  7)  (',.-«*)’+  ^1,*(25-jrlIV1I’+t.JM»(W-4«»ru 

-f-e)*ia4  = 0. 

Drittes  Capitel:  * — 4. 

5 1.  Zusammenhang  der  <S).ß  mit  der  Oktaeder-Irrationalität. 

Betreffs  des  Verhaltens  der  oi,u  bei  linearer  Substitution  der 
Perioden  zunächst  gilt  hier  folgendes: 

a)  Bei  beliebigen  linearen  Substitutionen  von  a3  permutiren 
sich  die  «;.u  bis  auf  vortretende  8te  Einbeitswurzeln  und  aus  irgend 
einem  der  sechs  verschiedenen  a>.ß  lassen  sich  daher  durch  lineare 
Substitution  der  Perioden  sämtliche  sechs  oXß  und  nur  diese  ableiten. 

Dies  geht  auch  aus  dem  Verhalten  der  oi^  bei  Ausübung  von 
S und  T hervor;  legen  wir  als  die  sechs  verschiedenen 

001,  “10,  oh,  ou,  aJS,  oa 

zu  Grunde,  so  lautet  die  betreffende  Tabelle  so: 


«Ol 

*10 

*11 

*12 

«IS 

011 

7 »7t 

7 ** 

Tin 

S) 

+011 

+*10 

021 

e 4t  oft 

e 4 001 

e 4 

5 »7t 

7 in 

Tin 

bin 

T) 

+«10 

— <*01 

iToli 

e~±02i 

•Ton 

eTni- 

b)  In  Bezug  auf  das  Verhalten  bei  linearen  Substitutionen  der 
Perioden  ui,  <o,,  welche  mod  2 zur  Identität  congruent  sind,  teilen 
sich  die  sechs  a>.ß  in  drei  Gruppen  zu  je  zwei:  “oi  und  021,  pio  und 
oi>,  011  und  ois-  Das  Verhalten  bei  den  Erzeugenden  S*  und  TS  *7 
dieser  Untergruppe  ist  nämlich  folgendes: 


*01 

*10 

*11 

012 

018 

021 

«*) 

+021 

+O10 

9t* 
e 2 ois 

3»7t 
« 2 012 

7 »* 

e 4 *11 

bin 
ei  001 

(2)  TS'T) 

—ooi 

in 

e 4 »i2 

in 

«T*i» 

— 010 

— *11 

in 

Digitized  by  Google 


• im  Gebiete  der  elliptischen  Functionen. 


61 


Daher  bleiben  die  drei  Producte  o0,  . oa, , o,0 . o„ , o,,.olä  bei  Sub- 
«titotion  der  genannten  Untergruppe  bis  auf  vortretende  8te  Ein- 
beits wurzeln  ungeändert.  ■ 

c)  Bei  linearen  Substitutionen  von  m, , io, , welche  mod  4 zur 
Identität  congruent  sind,  ändert  sieb  jedes  a).p  im  allgemeinen  um 
eine  8te  Einheitswurzel,  d.  h.  die  oA*,  sind  der  vierten  Stnfe 
•djnngirL 

d)  Bei  linearen  Substitutionen  von  , <at , welche  mod  8 zur 
Identität  congruent  sind,  ändert  sieb  jedes  «a^  im  allgemeinen  um 
eine  4te  Einheitswurzel. 

e)  Bei  linearen  Substitutionen  von  w,,  co„  welche  mod  16  zur 
Identität  congruent  sind,  ändert  sich  jedes  ox^  im  allgemeinen  um 
eine  2te  Einheitswurzel. 

f ) Bei  linearen  Substitutionen  von  a> , , a>„  welche  mod  32  zur 
Identität  congruent  sind,  bleibt  jedes  «a*.  ungeäudert,  d.  h.  die  «a^ 
■ind  von  der  32ten  Stufe. 

g)  Die  Substitutions-Coefflcienteu  von  linearen  Substitutionen 
der  Perioden  <», , co,,  welche  auf  ein  «a p ausgeübt  werden,  dürfen 
beliebig  mod  32  modificirt  werden. 

Auf  Grund  von  b)  können  wir  zunächst  die  aXu  zu  i’  in  Be- 
ziehung setzen.  Nämlich  die  8te  Potenz  jedes  der  beiden  Quotienten 
&Qs  den  drei  oben  genannten  Producten  ist  eine  Modulfunction  2ter 
Stofe;  es  ist  also  etwa: 


\°15  «IS/ 

Um  die  rationale  Function  von  &*  auszuworten,  beachten  wir,  dass 
is  erster  Annäherung 

,,,  . *'“i  -3/i« 

(3)  für  oj  — > ao  «oi  “ — 2«”  ' 3 

, *«>i  / - J ~ **\ 

#'»=  + 2^1<4_e  i) 

3 in  3 
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also 


#1»  ” - 2b  • e 


31#»  */ 


fl's  “ ~ ■ e 


»«,  16 


1 1« 


°H  Q_  •« 


13»*  — */M 

ÜB,  8 ' ® 

2)1 


ist 


Die  Combination  der  Tabellen  (1)  nnd  (3)  ermöglicht  es,  die  Werte 
der  alp  für  io  — 0 nnd  » — 1 anzugeben  und  auf  Grund  dessen  findet 

man 


für  v,  — 0) 


f *oi  • **i\* 
\®10  ■ “»/ 


•f*24 


•fl. 


sodass  der  :Ausdruck  in  der  3 ten  Ecke  o>  = 1 des  Fundamcntal- 
Polygons  2ter  Stufe  endlich  und  von  null  verschieden  sein  muss. 
Damit  gewinnen  wir  den  Ansatz: 

*oi-*..y  _ c /•*-! 

*10  '«IS/ 

wofür  durch  Vergleich  der  beiderseitigen  Reihen-Entwickelungen 
C = — 1 folgt.  Ans 


folgt  durch  Ausführung  der  Operation  S: 

(Oll  »13 
010.  »IS; 

sodass  die  gewünschte  Formelgruppe  definitiv  lautet: 

(4)  (ooiosi)8:  (oiooij)8  : (oiiou)8  — (1  — i*)  : fc*  : — 1. 

Weiter  können  wir  nach  c)  die  c).ß  mit  dom  Hauptmodul  für  die 
4te  Stufe,  mit  der  Octaeder-Irrationalität  in  Verbindung  setzen.  Wir 
legen  als  solche  zu  Grunde: 
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(5) 


O ■» 


+«  24*+ 24 


t»  2t* 

2,  n 


Sie  zeigt  bei  Ausführung  der  linearen  Substisutionen  £ und  T der 
Perioden  folgendes  Verhalten: 


(5b) 


S 

0 +».o 


T 


1—0 

r+~<> 


24  mod  4 incongruente  lineare  Substitutionen  von  u sind  gegeben 
durch 


(6)  s\  rs*,  st&,  s>'jSk,  s*r&,  T^rs*,  t - o,  l,  2,  3 


ud  die  ihnen  entsprechenden  Octaeder-Substitutionen  sind  nach  (5b) 


(6b)  i*.o. 


1+«’ 


.* 


1+° 

1 -o’ 


1— io’ 


i» 


1^ 

o 


Ass  der  Definition  (5) , {(5b)  von  o erhalten  wir  die  Werte  von  o in 
den  Ecken  des  Fundamental-Polygons  4ter  Stufe,  welche  nach  (6) 
bei  geeigneter  Wahl  desselben  m = io,  0,  1,  2,  3,  $ sind.  Dafür  istj 

(7)  o(iu)=0,  «(0)  — 1,  o(-(-l)  = -ff,  o(-J-2)  = — 1, 
o(-f-3)  — — o i-f-J)  ■»  oo. 

Dies  vorausgeschickt  liefert  c)  den  Ansatz: 


= R(o). 


Ei  genügt,  irgend  einen  dieser  Quotienten  zn  behandeln ; als  solchen 

greifen  wir  heraus.  Dieser  Quotient  verhält  sich  nach  (1)  in 
®10 

6 Ecken  des  Fundamental-Polygons  folgenderraassen : 


o=0) 


o = 1) 


, 1 -s/. 

+ 16'a 


'+16.9 


1)  M»n  vergleiche  Klein,  Vorlesungen  aber  das  Ikosaeder,  Leipzig  1884 
W 132. 
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+0 

«oi8:  «io 8 - — • 

-1) 

— — <t 

-0 

- + •' 

V) 

V. 

9 

bez.  in  erster  Aunäherung  und  an  g — 0 gemessen.  Dies  Verhalten 
fahrt  zu  den  Ansatz: 


"oi*:  «io8 


r I>3 

o'(o+l)’ 


wofür  sich,  da  für  w — «cd  in  erster  Annäherung 

*/. 

O — 2g  ist, 

C — — 1 ergibt. 

Durch  snccessive  Ausführung  der  Operationen  S und  T erhält  man 
schliesslich  als  vollständige  Formel-Serie : 

(8)  »oi*  :«,08:  «n“  «is8:  »ii8 

(1  - O)8  . „ , , . (1  -iOf  _ 3 (l  + .O)»  (1+0)« 

” 1+0  • T* *•  l + .O  ! 0:  *•  l-»0:  1-0 

Die  Quotienten  ah?* : «a>-8  sind  also  rationale  Functionen 
vierten  Grades  von  O. 


Da  für  das  Weitere  die  unter  (6b)  angegebenen  linearen  Sub- 
stitutionen der  Oktaeder-Irrationalität,  die  Oktaeder-Substitutionen, 
von  fundamentaler  Wichtigkeit  sind,  wollen  wir  nnnmehr  noch  diese 
durch  die  <nfi  ausdrücken.  Es  geschieht  dies  jetzt  einfach,  wenn 
wir  aus  (8)  etwa  die  Relation 


entnehmen  und  darauf  lineare  Substitutionen  in  Anwendung  bringen. 

4 

Dies  giebt  nach  eindeutiger  Bestimmung  von  V— i : 


(9)  O 


3in: 


4 


«jo 


1~<>  _4  °0i* 

1+0 


iit 

1— »O  “4  «„* 
i+io~e  •«„’■ 
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5 2.  Die  TXpW.  Ihr  Verhalten  bei  linearer  Substitution  der  Pcriotlen 
<B„  a)j.  Die  Transformationen  der  Gleichungen  in  sich. 

Wir  nehmen  nunmehr  Transformation  nter  Ordnung  vor, 
wobei  n als  ungerade  vorausgesetzt  wird.  Für  das  eine  Reprüsen- 
tanten-System : 

5,(0  = er,-.  ojJt  Mgt*)  = + 

atii—ßtyt  — 1,  i — 1,  2,  . . . N 

sind  die  linearen  Substitutionen  der  Perioden  (<■<,• , ßiy  yt , J,)  mod  32 
zur  Identität  congrucnt  zu  nehmen.  Das  andre  Rcpräseutanten- 
System  ist: 

o,  io,  32c,  io,  -f-  di  ojj 

—<  , aidi  = »,  a < a,-. 


Die  lineare  Substitution  Ai,  Bi,  Ci,  Di  nulangend,  welche  vom 
zweiten  Repräseutanteusystem  zum  ersten  überführt,  beachto  man, 
diu 

Di  — di--1  = d,  mod  8. 


Es  ist  daher  entweder  (A,,  0,  0,  D,)  oder  ( — Ai,  0,  0,  — Di)  mod  4 
zur  Identität  congruent  und  folglich : 


(10)  *V 


,(0  = !?z.(0.-to_»(-°j  = £;(p. 

O Xß 


®Aju 


32c, «,  -|-  di  oj,) 


alt, 


Damit  sind  die  xipM  eindeutig  definirt  und  die  Reihen-Entwicklungen 
nach  q vermittelt 


Wir  studiren  nunmehr  ihr  Verhalten  bei  linearer  Substitution 
der  Perioden  co,,  «s  und  zwar  wieder  so,  dass  wir  zunächst  das  Ver- 
halten bei  Ausübung  von  S uud  T bestimmen. 


Es  entpricht  einerseits: 


P-S-ü— (1, 0,1,1  = 


(1,  0,  1.1,  1)  (mod  32)  V = 
(1,  0,  9.25,  1) 

(1,  0,  17.17,  1) 

(1,  0,  25.9,  1) 


(1,0,1,  1) 
(1,0,25,1) 
(1,0,17,1) 
(1,0, 9,1) 


Ink.  ist  Mail,,  u.  l’bjs.  2.  Reih«,  T.  V. 
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P=8-U-(  1,0, 1,1)=  (1,0,5.13,1)  (mod  32)  V= 
(1,  0,  13.5,  1) 

(1,  0,  21.29,  1) 

(1,  0,  29.21,  1) 

(1,  0,  3.11,  1) 

(1,0,  7.23,  1) 

(1,  0,  11  3,  1) 

(1,  0,  15.15,  1) 

(1,  0,  19.27,  1) 

(1,  0,  23.7,  1) 

(1,  0,  27.19,  1) 

(1,  0,  31.31,  1) 


(1,0,13,1) 
(1,0,5, 1) 
(1,0,29,1) 
(1,0,21,1) 

(1,0,11,1) 
(1,0,23,1) 
(1,0,3, 1) 
(1,0,15,1) 
(1.0,27,1) 
(1,0, 7,1) 
(1,0,19,1) 
(1,0,31,1) 


wenn  succcssiv  die  Fälle  « = 1,9,  17,  25;  5,  13,  21,  29;  3,  7,  11, 
15,  19,  23,  27,  31  mod  32  unterschieden  werden,  wie  dies  im  fol- 
genden immer  geschieht. 


Andrerseits  entspricht  in  analoger  Weise: 


r=,T=U—  (0,-1, 1.1,0)  (mod  32) 

(0,-1, +1,0)=  (0,— 1,9.25,0) 
(0,-1,17.17,0) 

(0,-1, 25, 9,0) 

(0,— 1,5.13,0) 

(0,-1, 13.5,0) 
(0,-1,21.29,0) 

(0,  -1,29.21,0) 

|(0,— 1,3.11,0) 

1(0, — 1,7.23, 0) 
j(0,  -1,11.3,0) 
j(0, -1,15.15,0) 
1(0,-1,19.27,0) 

(0,-1, 23.7,0) 

(0,-1,27.19,0) 

(0,-1,31.31,0) 


K=|(0,  — 1,1,0) 
j(0, — 9, 25,0) 
'(0,  -17,17,0) 
(0, -25,9,0) 

(0,-5, 13,0) 
(0, -13,5,0) 
(0,-21,29,0) 
(0,-29,21,0) 

(0,-3, 11,0) 
(0,-7, 23,0) 
(0,  11,3,0) 

(0,-15,15,0) 
(0,-19,27,0) 
(0,-23, 7,0) 
(0,-27,19,0) 
1(0,-31,31,0) 


Man  findet  damit  folgende  Resultate : 
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3in 

+ 

“2 

e 

+ 

in 

+ 

2 

e 

+ 

3 in 

2 

c 

— 

+ 

— 

— 

in 

r*i  2" 

c 

*11 

Sin 

2 

e 

— 

+ 

— 

in 



2“ 

e 

— 

— 

— 

Um  weiterhin  Weitläufigkeiten  zu  vermeiden,  wollen  wir  unsere 
Entwicklungen  wieder  auf  irgend  eine  der  sechs  simultanen  Glei- 
chungen beschränken.  Durch  Ansführung  linearer  Substitutionen  der 
Perioden  können  wir  dann  die  für  eine  Gleichung  gewonnenen  Re- 
sultate auf  die  fünf  andern  übertragen.  Der  Tabelle  (11)  gemäss 
wird  es  am  einfachsten  sein,  dio  Gleichung  für  *io  zu  Grande  zu 
legen. 

Für  diese  Gleicbnng  können  wir  zunächst  unmittelbar  die  vier 
Transformationen  in  sich  angeben;  (11)  zeigt  nämlich:  Die  Glei- 
chung für  zio  bleibt  (unter  Ansschluss  der  identischen  Operation) 
nngeändert,  wenn  man  in  derselben  die  linearen  Sub- 
stitutionen S,  S *,  S3  der  Perioden  »j,  ra*  vornimmt. 

Betreffs  der  Beschaffenheit  der  Mnltiplicator-Gleichnngen  für  die 
ergiebt  die  Specialisirung  der  allgemeinen  Resultate  auf  den 
vorliegenden  Fall  im  allgemeinen  dies:  Je  N Grössen 
— 1,8,  ...N,  genügen  einer  Gleichung  Itften  Grados, 
deren  Coefficienten  der  vierten  Stufe  in  Bezug  auf  vierte 
Einheitswurzeln  adjungirt  sind. 

Daneben  treten  folgende  Specificationen: 
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a)  Ist  n .=  1 mod  8,  so  sind  sämtliche  Coefficienten  von 
der  4ten  Stofe. 

b)  Ist  * = 1 nnr  mod  4,  so  sind  die  Coefficienten  ab- 
wechselnd von  der  4ten  Stnfe  and  der  4ten  Stufe  in  Be- 
zog auf  2to  Einbei tswnrzeln  adjnngirt,  and  zwar  ist  das 
eine  oder  andre  der  Fall,  je  nachdom  dio  betreffende 
homogene  symmetrische  Function  der  Wurzeln  von  ge- 
radem oder  ungeradem  Grade  ist 

c)  Ist  »=  1 nur  mod  2,  so  sind  dio  Coefficienten  1) 
vonder4ten  Stufe,  2)  der  vierten  Stufo  in  Bezug  auf 
2to  Einbeitswurzelu  adjungirt,  3)  der  4ten  Stufo  in  Be- 
zog auf  4te  Einheitswurzeln  adjungirt,  je  nachdem  der 
Grad  der  betreffenden  homogonen  symmetrischen  Func- 
tion der  Wurzeln  1)  durch  4,  2)  durch  2 teilbar,  3)  un- 
gerade ist 


§.  3.  Werte  der  Wurzeln  z,0W  in  den  Ecken  dee  Fundamental- 
Polygone. 

Man  findet  für  die  Ecken  des  Fundamcntal-Polygons  folgende 
Werte  der  Wurzeln  z,„W  (bez.  in  lter  Annäherung): 


’ -‘G-) 

Bi.q 

unter  Ai,  Bi  gewisse,  leicht  zu  bestimmende  Constantcn  verstanden, 
welche  nur  abkürzend  cingcführt  sind,  um  dio  vielfachen  Fallunter- 
scheidungen zu  umgohen.  Uoberdies  benötigen  wir  die  explicitcn 
Werte  von  4,,  Bi  im  folgenden  nicht.  Wir  entnehmen  dieson  An- 
gaben (12)  folgendes: 

1)  ln  der  Ecke  eo=»oodes  Fundamcntal-Polygons  sind  sämt- 
liche y Wurzeln  z,0<0  endlich  und  von  null  verschieden. 


(12) 


o)=  ict>) 

CO  '==  0) 
0.-1) 

<a-  2) 
o>—  3) 


o>—  i) 


X 
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2)  In  den  fünf  andern  Ecken  des  Fundamcntal-Polygons  sind 
diese  A'  Wurzeln  sr10<,'>  stets  zu  einem  Teil  null  und  zu  einem  Teil 
unendlich  (ausserdem,  wenn  n eine  Quadrat-Zahl  ist,  noch  zu  einem 
Teil  endlich  und  von  null  verschieden). 

3)  In  der  Ecke  »■=■-(-}  worden  die  Wurzeln,  an  2 = 0 ge- 
messen, in  anderer  Ordnung  null  nud  unendlich,  als  in  den  vier 
Ecken  a>=  0,  1,  2,  3,  in  denen  die  Werte  der  Wurzeln  jo  überein- 
stimmen. 

Dio  in  (12)  gefundenen  Null-  und  Unendlichkeitspunkte  der  Wur- 
zeln sind  die  einzigen  im  Fondamental-Polygon  4ter  Stufe. 


§ 4.  Form  der  Coefficienten.  Aufstellung  der  Gleichungen. 

Betreffs  der  Form  der  Coefficicnten  unserer  Multiplicator-Glci- 
chungcn  für  die  xhpM  haben  wir  die  allgemeine  Betrachtung  von 
pag.  16.  etc.  auf  Congruenz-Moduln  16ter  Stufe  tp(a>)  in  Anwendung 
zu  bringen,  welche  in  Bezug  auf  vierto  Einhcitswurzeln  der  vierten 
Stufe  adjungirt  sind. 

Wir  setzen  au : 

OM]*  — R(°) 

und  leiten  daraus  ab,  da  xp(to)  als  eindeutige  Function  von  <a  nur 
in  o — 0,  >*,  ® verzweigt  sein  kann : 

♦(»)  - (yO)^(V^l)^(V^)y.(y^l)#.(Vc+0'.R(o) 

unter  a,  ß , y,  d,  t ganze  Zahlen  verstanden.  Nun  sind  aber  Vo, 

4 

Vo— i*  keine  Congruenz-Moduln  16tcr  Stufe,  sondern  erst  gewisso 
Producte  und  Quotienten  dieser  fünf  Grössen  sind  Congruenz-Moduln 
16ter  Stufe,  welche  der  vierten  Stufe  in  Bezug  auf  vierte  Einheits- 
wurzeln adjungirt  sind.  Diese  Producte  und  Quotienten  aus  Vo, 

4 

V« — i*  müssen  sich  rational  durch  die  aXu  ausdrücken,  weil  dieselben 
ein  volles  Formensystem  für  die  16te  Stufe  überhaupt  sind.  Um 

4 4 

daher  die  sämtlichen  Verbindungen  von  yo  und  Vo— i*  zu  Producten 
und  Quotienten,  welche  Congruenz-Moduln  16ter  Stufe  sind,  ausfindig 
zu  machen,  können  wir  fragen,  welche  Producte  und  Quotienten  von 
o und  (o— «*)  sich  als  4te  Potenzen  rationaler  Functionen  der  oXu 
ausdrücken.  Oder  wir  können  umgekehrt  und  unter  Bezug  auf  (8), 
welches  die  sämtlichen  Producte  uud  Quotienten  von  o und  (o— »*) 
als  Producto  und  Quotienten  der  Grössen  axßH  darstellt,  fragen: 


Digilized  by  Google 


rm  Gebiete  der  elliptischen  Functionen. 


73 


Welche  Producte  und  Quotienten  der  sechs  Grösseu  oh?  sind  2to 
Potenzen  von  Prodncten  nnd  Quotienten  der  fünf  Grössen  o and 
(o-i1)?  Diese  Frage  lässt  sich  nun  auf  Grund  der  Formel-Gruppe 
(8)  leicht  beantworten. 

Von  Prodncten  und  Quotienten  der  sechs  Grössen  oi^,  welche 
Ute  Potenzen  von  Producton  und  Quotienten  der  fünf  Grössen  o, 
(«—«*)  sind,  existiren  nämlich  nach  (8)  nur  dio  durch  folgende  Re- 
lationen gegebenen : 

(13)  (ooi«2i)8:(°io<n:s)8:  (®noia)8 

— — [(1  + o)  (1  — o)]s:  — 4o* : + [(1  + io)  (1  — io))*. 

4 4 

Daher  sind  von  den  Prodncten  nnd  Quotienten  von  V°  und  Vo — t* 
nur  die  beiden  AusdrQcke 


4 

V, 


tl  + o)(l-o) 


und 


4 

V-, 


(1  + io)  (1  — io) 


(abgesehen  von  deren  Prodnct,  Quotienten  und  ganzzahligen  Poten- 
zen) der  4tcn  Stufe  in  Bezug  auf  4te  Einheitswurzeln  adjungirt. 
Die  geradzahligen  Potenzen  dieser  2 Grössen  sind  der  4ten  Stufe 
nur  in  Bezug  auf  2tc  Einheitswurzeln  adjungirt. 

In  dem  der  vierten  Stufe  in  Bezug  auf  4te  Einheitswurzeln  ad- 
jnngirten  Factor: 

(Vo)°.(VV^\)?{VV^i)v.  (Vo+I)<  (V^+i)' 


in  der  Darstellung  von  w(“)  sind  nun  aber  weiter  ausser  den  durch 
das  Vorhergehende  indicirten  Factoren: 


(l+o)  (l-o) 

anch  solche  Producte  und  Quotienten  von  Vo  und  Vo  — i*  zulässig, 
welche  der  4ten  Stufe  nur  in  Bezug  auf  2te  Einheitswurzeln  ad- 
jungirt  sind.  Wir  haben  daher  noch  zu  bestimmen,  welche  andren 
Producte  nnd  Quotienten  von  V o und  Vo — i*  ausser 


V 


o 

(1+0)  (1-0) 


und 


V 


o 

a+«o)(i-«o) 


der  2 ton  Stufe  in  Bezug  auf  2to  Einheitswurzeln  adjungirt  sind. 
Dazu  werden  wir,  dem  Idecngango  von  pag.  72.,  folgend  fragen, 
welche  Producte  und  Quotienten  der  sechs  Grössen  o/.u  vierte  Po- 
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tenzen  von  Producten  und  Quotienten  der  fünf  Grössen  o und  (o  -i1) 
sind.  Die  Beantwortung  dieser  Frage  erledigt  sich  ebenfalls  leicht 
auf  Grund  von  (8)  und  ist  bereits  durch  (9)  gegeben.  Danach  giebt 
es  (ausser  den  beiden  bereits  genannten)  nur  folgende  drei  Moduln 
8ter  Stufe,  welche  der  vierten  Stufe  in  Bezug  auf  2tc  Einheitswurzcln 
adjuugirt  sind: 


(von  deren  Product,  Quotienten  und  ganzzahligen  Potenzen  abge- 
sehen). Wir  gewinnen  daher  als  allgemeinste  Darstellung  eines  Con- 
grucnz-Moduls  der  16ten  Stufo,  der  der  vierten  Stufe  in  Bezug  auf 
4te  Einheitswurzcln  adjuugirt  ist: 


«•>  - (fe-)‘  ffe)‘  «VT-  (H£)‘  (US)' 


worin  wir  a und  b auf  die  Werte  0,  1,  2,  3 und  c,  d,  e auf  die 
Werte  0,  1 beschränken  können,  oder  in  einer  für  das  Folgende 
zweckmässigercn  Form: 


<»» - (V^r  (K*.)’  (i o^y- 

'v»)'  mrmr^ 

worin  wir  p,  q,  «,  v,  x,  y,  s auf  die  Werte  0 und  1 beschränken 
können  und  wollen. 


Um  diese  Darstellung  (14)  vollkommen  eindeutig  zu  machen, 
haben  wir  festzusetzen,  wie  die  dabei  auftretenden  vierten  und  zweiten 
Wurzeln  gezogen  werden  sollen.  Wir  greifen  dazu  zwockmässig  auf 
(13)  und  (9)  zurück  und  definiren: 


(15) 


in 


1 

V2 


°IO<,H 
®01  °»1 


3(!T 


8 


= « 


allal3 
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worin  wir  unter  V 2 beide  mal  dieselbe  4te  Wnrzel  und  zwar  die 
reelle  positive  verstehen.  Im  Anschluss  an  diese  eindeutige  Dar- 
stellung unserer  zur  4ten  Stufe  adjungirten  Moduln  durch  die  axp 
können  wir  das  Verhalten  derselben  bei  Ausübung  von  S und  T an- 
geben, nnd  zwar  ist  dies  folgendes: 


11t« 


Weiteren  Aufschluss  über  die  Form  der  Coefficienten  unserer  Glei- 
chungen als  durch  (14)  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Transformationen 
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der  Gleichungen  in  sich  heranzieben.  Und  zwar  werden  wir,  um 
zunächst  die  Exponenten  p und  q der  zur  4tcn  Stufe  in  Bezug  auf 
4to  Einheitswurzeln  adjungirten  Moduln  in  (14)  zu  bestimmcu,  lineare 
Substitutionen  der  Perioden  ■»,,  mt  iu  Anwendung  bringen,  welche 
mod  8.  zur  Identität  congruent  sind  Nachdem  p und  q auf  diese 
Weise  bestimmt  sind,!  werden  wir  durch  Ausübung  linearer  Substi- 
tutionen der  Perioden  <oi , >us , welche  mod  4 zur  Identität  congruent 
siud,  in  analoger  Weise  die  Exponenten  t»,  p,  x,  y,  » bestimmen. 
Diese  Discussion  verläuft  ganz  ähnlich  wio  die  entsprechende  Dis- 
cussion  im  Falle  * = 3,  pag.  48.  Mau  findet  schliesslich  für  einen 
Coefficieuten  yiopHoi),  welcher  einer  homogenen  symmetrischen  Func- 
tion pton  Grades  der  Wurzeln  xio<’>  entspricht,  sofern  mau 
v = v'-j-4v"  setzt  und  v'  auf  die  Werte  0,  1,  2,  3 beschränkt: 

a)  wenn  » = 3 mod  8 i>io("(w)  — 

b)  wenn  n = 7 mod  8 Vio^K“)  “ (|/j^«.Vo)  ß(0)_ 

Um  nunmehr  Aufschluss  über  die  Form  von  R(o)  zu  erhalten,  be- 
nutzen wir  dio  Transformationen  der  Gleichungen  in  sich,  wolcho 
durch  lineare  Substitutionen  der  Perioden  <as,  ojs  zu  Wege  kommen, 
dio  nicht  mod  4 zur  Identität  congruent  sind.  Diese  3 linearen  Sub- 
stitutionen S,  S*,  S3  bringen  folgende  Aenderungcn  hervor: 


*10 

^ ) *10 
(17)  S*)  x10 

S3)  *,o 

Aus  den  früheren  Angaben  über  die  Oktaeder -Substitutionen  geht 
hervor,  dass  »*.o  die  einzigen  Oktaeder-Substitutionen  sind,  welcho 
sich  bei  Ausübung  von  S um  i ändern.  Daher  folgt  aus  (17): 


Z5 

0 

4s 

4 

+io 

- V A 

— 0 

f 1 -o4 

4s 

— io 

(18) 


VlO -'Kco) 


4 


(4 — y' 

.m. 
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in  welcher  Formel  sich  die  zweifache  Fall-Unterscheidung  im  An- 
schluss an  das  Vorhergehende  darauf  bezieht,  ob  » = 3 oder  n = 7 
mod8  ist. 


An  letzter  Stelle  achten  wir  auf  die  Null-  und  Uncndlichkeits- 
ponkte  der  Wurzeln,  welche  in  (12)  angegeben  worden  sind.  Die 
Lage  derselben  lässt  sich  mit  Bezugnahme  auf  die  Oktaeder- 
Snbstitutionen  so  beschreiben:  Die  Wurzeln  zioO  werden  null  und 


nncndlich  nur  füruneudlich  grosses 


1 -o  1 — io  l-}-o  1-J-ib 
l+o  1-f-fo  1 — o'  1 — io' 


o.  Daraus 


folgt,  dass,  wenn  man  die  Gleichung  für  no  so  anschreibt , dass  die 
höchste  Potenz  der  Coefficicnten  1 hat,  einesteils 


m n\x~io  1-0  1+*°  x+°  ) 

It{°  ) “ ° )l+io-  1+0  1-0  1-0’  °) 


sein  muss,  unter  G eine  ganze  Function  der  fünf  Argumente  ver- 
standen, und  dass  andererseits  das  coustanto  Glied  der  Gleichung  un- 
abhängig von  o,  also  eine  Constanto  ist,  welche  daher  unmittelbar 
nach  (12)  angegeben  werden  kann.  Soll  nnu  diese  ganze  Function 
der  fünf  Argumente  bei  Vertauschung  von  o mit  io  uugeändert  blei- 
ben, so  erfordert  dies,  dass  sie  eine  ganze  Function  der  beiden  Ar- 
gumente und  (1  — o4)  ist.  Die  definitive  Form  der  Cocffi- 

cienten  ipio(r)(o>)  ist  daher,  wenn  wir  abktlrzend 

4 

(19)  Xio  = J, / setzen, 

|4 — v‘ 

W 

(20)  ♦io'»’!(«)  - Aio  . G^Aio4, 

Damit  ist  die  allgemeine  Discussion  der  Cocfficienten  der  Gleichung 
for  die  n0<0  zu  ihrem  Abschluss  gebracht. 


Durch  Ausübung  linoarer  Substitutionen  von  «u,  <a3  in  der  Glei- 
chung für  xio  erhält  man  successive  die  fünf  andern  simultanen 
Mnltiplicator-Gleichnngcu.  Es  mag  genügen,  die  dabei  auftretenden 
Argumente  X)ß  in  dcu  o)ß  dargestellt  anzugeben  und  ihr  Verhalten 
bei  Ausübung  von  S und  T zusammcnzustcllou.  Diese  Darstellung 
der  XXfi  durch  die  o/.u  vermittelt  nämlich  in  bequemer  Weise  die 
Keihenentwickelungen  der  Xiu. 
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(21) 


in 

„ «4_  ooi <ni* 

'^)1  V2  oioou  oitois 


in 

e 4^  oioou* 

V2  001  Oll 013081 


Xu  - 


5 in 

e 4 011013* 

V 2 O01  010012  031 


012010 

001  Oll  013  020 


s 


*n 


*10 

3iJt 

« 4 *81 
in 

« " *1J 


7 


*10 


*0« 


*11 


*21 


*19  = 


7 in 

« 4 _ 013011* 

y2  O01OI0O12O21 


*01 


in  3iii 

r 1-?-  <’*‘°01  ~4  „ 

*'  V2‘  Oio 011012013  15 


*11 


*„. 


Für  die  Bestimmung  des  Grades  der  ganzen  Fnnction  G in  den  bei- 
den Argumenten  *iM*  und  sowie  für  die  Bestimmung  der  uu- 

bestimmten  Constanten  in  der  einzelnen  Ansatz-Gleichung  gelten  die- 
selben Bemerkungen  wie  in  den  Füllen  » — 2,  3. 


| 5.  Beispiele:  n *■  3,  5,  7. 
n “ 3. 

Man  gewinnt  mit  Hilfe  der  particulftron  Gleichung  für  die  Ecke 
» — » od  oder  für  *„,  ■=■  1 : 

(*10  — 1)(*|0  — 1)*  “ *10*—  1^)*10,+ 4*10*  -2*10  + 1 ~ 0 

folgenden  Ansatz  mit  einer  unbestimmten  Constanten: 

*,o‘++o!  {(-  “+*) -A  *ios + 4*io*  *i0* — 2*I0  *io  + i — 0 
Nach  Bestimmung  von  A werden  die  sechs  simultanen  Gleichungen : 
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,öi4""s‘^oi3  ^4-f- j^^4^*roi8”l"^^üi4aroi8  2^oi *01  + 4 — 0, 

V - IV  (4+^)^o8+4^,o2^o*--2A10a:10+J  - 0, 


-1*3*  "!*  (4+  jb)xi,s+4X,3’(S0  “2Xi3(Iu)  zi1 

-B©‘ 


o, 


nj'-H.Yu''  (4- 

ns4—  |A'u3  ■— 1 


■b) 


1*12®  — 4Xi2s3-i2*+2A'iäa-i : — J = 0, 


(4  + ^)^+4Aii*g),x132 

+*(S)‘ 

M 

\°IS  / 


3 

3*18 


0, 


X213  — 4 X2i*ar>is  — 2X21  rix  — 


J 


0, 


n =>  5. 

Der  Ansatz  hat  drei  unbestimmte  Constanten.  Nach  deren  Be- 
stimmung sind  die  sechs  simultanen  Gleichungen: 

«a*+  *Xbi 2 ( - ll-fl6AoiH-  j^W+(-  7+lGA'0,4)^oi4 
+8Xbi^oi8+3aroi*-i  - 0, 

V-$X10*  (-1 1+16A,J*+  ^V+^H-WJV 
-8*io,V+8«io,-i  - 0, 

in  !7C 

rj+c '*  iXn*(-ll+16Xli*+~)xni+e  2 (-7+lGXa4)*,,4 
3 in  in 

T 2 

,8Xn2a-n3 — 3xn2-|-«  -i  = 0, 

mC  - i X,2S  ^ll+lGX,2«-f  *125+  (7+lGX,24)*124 
— 8Ai2*a*i23+3^i2s+i  = 0, 
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Tin  3 in 

X136+«  t-^13*  ( — ll+16.Vi34-(--y^4^jcis6-f-«  ( — 7-(-l G A'i34)ari3'‘ 

5 «7t  3>ti 

T T 

+«  .SJlisVis3 — 3x13*4-«  = 0, 

X2!G- *X2i*  (11+16X21«+  ~W-H7+1CX2,«)X214 
-8X2,W+3x21*+!1  = 0. 


» - 7. 


Der  Ansatz  lautet: 

*io8 — X,0  — A — B — C ^+AXio‘+i?Xio8+C^^4|  xio7 

+ X10*  j(20-  D-Al+DXio4  +£  JL|  xio» 

— -Yio3  j(32-F)+F.  Jf^|xio1-|(30-e)+OXio«i*io4 

— 16Xioxio3+4Xio**io*-4  =*  0, 

hat  also  7 zuuächst  unbestimmte  Coustautcn.  Wir  begnügen  uns 
damit,  in  diesem  complicirtcreu  Beispiele  nur  eine  der  sechs  simul- 
tanen Gleichungen,  diejenige  für  3-10,  cxplicito  auzugeben.  Dieselbe 
lautet: 

r s_a  /72_544  5J2  8 _1  \ , 

X10  +0^7  7 A10  + 7 -'10+7  A ,0*JX*° 

+A10>  ( -56+64A'104+12.A.y  x10« 

— Yio3(— 8+40 . A^)x,»*+(4G— 16X104)x104— leXjoXju3 
+4*io*io*-t  - 0. 


Schlusslemerhungen  über  den  Zusammenhang  der  zu  s — 5 
gehörigen  oXu  mit  tler  Ikosaeder- Irrationalität. 

Wir  wollen  zum  Schluss  noch  die  fünften  Teilwnrte  der  o-Func- 
tion  mit  der  Ikosaeder-Irrationalität  in  Verbindung  bringen,  um  damit 
wenigstens  dio  Grundlage  zu  liefern  für  die  Discussion  der  Multi- 
plicator-Glcichungeu  5 ter  Stufe  für  die  Teilwerte  der  «-Function. 
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Die  aXu  zeigen  für  * = 5 folgendes  Verhalten: 

a)  Bei  beliebigen  linearen  Substitutionen  von  oilt  c os  permutiren 
sieh  die  bis  anf  vortretendo  lOte  Einheitswurzeln  und  aus  irgend 
einem  der  12  verschiedenen  »i,x  lassen  sich  daher  durch  lineare  Sub- 
stitation  der  Perioden  sämtliche  zwölf  al»  und  nur  diese  ableitcn. 

Dasselbe  geht  auch  aus  folgender  Tabelle  hervor,  welche  die  12 
verschiedenen  die  für  das  Folgende  zu  Grunde  gelegt  sind,  nam- 
haft macht,  und  deren  Verhalten  bei  Ausfihung  von  S und  T nngiht: 


S T 


«01 

«11 

010 

»OS 

»SS 

0*0 

»10 

»10 

001 

»so 

«so 

002 

«11 

»S1 

+**•»1« 

«1» 

—**•«13 

— *‘•»31 

«iS 

-*‘•»18 

— **•«81 

«14 

*‘'»01 

— **•»11 

«31 

+*S-«13 

«SS 

+*4-«13 

*-«s» 

»SS 

+*4  «OS 

+*4»ss 

«31 

—*•»14 

+£3.»,,. 

b)  Bei  linearen  Substitutionen  von  o>j,  w»,  welche  mod  5 zur 
Identität  congruent  sind,  ändert  sich  jedes  aXu  im  allgemeinen  um 
eine  5te  Einheitswurzel,  d.  h.  die  »jiu  sind  der  5ten  Stufe  ad- 
jongirt. 

c)  Bei  linearen  Substitutionen  von  io„  <a2,  welche  mod  2d  zur 
Identität  congruent  sind,  bleibt  jedes  ax.u  ungeändert,  d.  h.  die  oX,t 
sind  von  der  25ten  Stufe. 

d)  Die  Substitutions-Coefficienten  von  linearen  Substitutionen  der 
Perioden,  welche  auf  die  aX»  ausgeübt  werden,  dürfen  beliebig  mod 
30  (nicht  mod  25,  wenn  die  Determinante  dabei  nicht  gleich  1 bleibt) 
modificirt  werden. 

Als  den  HaupuModul  für  die  5te  Stufe  führen  wir  nach  Herrn 
Klein1)  die  folgende  Ikosaeder-Irrationalität  ein: 


1)  Mmn  vergleiche  Klein,  Vorlesungen  über  das  Ikosaeder, 
irttu  ler  M»tS.  a.  I’hjt.  3.  Kalke,  Teil  T.  6 
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(2) 


4-ao  bk*— 3* 

_2(-l  )*■? 

,=,i  +1 — äji=r-9i(i-9*+...) 


Dieselbe  entsteht,  wie  kurz  angegeben  werden  mag,  indem  man  in  der 
Bezeichnung  der  bereits  citirten  Abhandlang  des  Iierra  Klein  in  den 
Abh.  d.  Kgl.  Sachs.  Ges.  d.  Wissenseh.  die  beiden  ztf  n — 5 ge- 
hörigen Modalformen 

r <»1  Vjn  v ' 
bildet  (cf.  daselnst  pag.  371)  and  den  Quotienten 


nimmt  Das  Verhalten  der  i.  bei  AusQbang  von  S and  T ist  (nach 
Formel  (112)  1.  c.)  folgendes: 

a(5 — o) 

2 

S)  »«(<oi,  <o,  + «»i)  — * .*« 

+2 

T)  —V5. *«(—«!,,  an)  — £pta? .t *. 

—2 


Daher  fahren  diese  erzeugenden  Substitutionen  S und  T die  Iko- 
saeder-IrrationalitAt  » aber  in 


(2b) 

In  dem  Schema 
(3a) 


S ) (i 

Tl  — (»-«VN«*  "«*) 
1 ' ~K** — «VN* — **) 

S',  & TS', 

S<U,  SkTS‘U 


sind,  wenn  man  darin  k und  unabhängig  von  einander  die  Werte 
0,  1,  2,  3,  4 annehmen  lasst  und  U *=*  S*T8,,iS*T  setzt,  60  mod  5 
incongrueate  lineare  Substitutionen  von  u zusammengefasst.  In  (3a) 
haben  wir  daher  zugleich  die  ihnen  entsprechenden  60  Ikoaeder- 
Substitutionen  in  symbolischer  Schreibweise  vor  uns.  Explicite  sind 

dieselben,  da  U das  s in  — - aberfahrt : 
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. —fr— *— «*) 

’ ‘ • +fr,-‘3)‘M-<«-**) 

(Sk) 

1 1_  -ffr»— £»)£*z+fr — £4) 

£».*’  £*  ’ — |fr — £4)l**+(£1 — £ä)' 

Ata  (3b)  folgt  mit  Racksicht  darauf,  dass  % als  Hauptmodal  5ter 
Stufe  im  Fundamontal-Polygon  dieser  Stufe  jeden  Wert  nur  ein  mal 
unimmt,  dass  dies  Fundamental-Polygon  12  Ecken  auf  der  reellen 
Are  hat.  Die  von  uns  getroffene  Wahl  dieser  12  Ecken  ist  aus 
folgender  Tabeljo  ersichtlich,  in  welcher  die  Werte  von  » in  diesen 
Funkten,  wie  sie  sich  aus  dessen  Definitionen  (2)  ergeben,  notirt 
and: 


)=0. 


»(0) 


£»-£» 
£ — S4’ 


*0) 


*-£» 

~=F’ 


£*— f3  £*— £» 

W-t'-Tzr?  *(3)  - *a  *<4> 

») 

,(« — ‘s  jEj-  *ui)  = jEj- 


«(2J)  - 


£ — f4 
£*— ?' 


«3J) 


■ £>_,£ 


j,(«/6)  _ OO. 


Dies  vorausgeschickt  können  wir  nunmehr  die  oXft  zu  * in  Beziehung 
setzen  und  zwar  wird  es  uns  in  Analogie  zu  den  Fällen  * = 2,  3,  4 
torragsweise  interessiren , welche  rationalen  Functionen  von  * sich 
auf  Grund  von  b)  für  die  Quotienten  ax^-.ax'n6  ergeben.  Relationen 
zunächst,  welche  einfacher  als  diese  in  s aufgebaut  sind,  ergeben  sich, 
venn  wir  andere  Combinationen  der  aX/t  als  deren  5te  Potenzen  in 
Betracht  ziehen.  Ueben  wir  eine  lineare  Substitution  aus 


w/  (5a-f- l)o®j -j-5A«#£,  m s*—  5cc®j-|-(5<i-|-l)gfl^, 

(5a+ 1)  (5d+ 1)  — 5i . 5c  = 1, 

»eiche  mod  5 zur  Identität  congruent  ist,  und  beachten,  dass  fir 
eine  solche 

a-J-aA  = ed-\-d  = 0 mod  2 

ist.  so  zeigt  sich  nämlich,  dass  dabei  beispielsweise  sowol 


ß) 


Clo . all . «12 . als . all  als  auch 


*0/4  . #1/4  • #1/4  • Ot/4  • #4/4 


6* 


Digitized  by  Google 


84  Biedermann : Ueber  Alultiplicator- Gleichungen  höherer  Stute 


angeändert  bleibt,  k and  p dürfen  in  (6)  beliebige  Werte  annehmen. 
Indem  wir  speciell  p = 1 and  p -=■  2 setzen,  haben  wir  den  Ansatz : 


«■UM » «MB  _ Bat(z) 

«os  «iS  «ss  «JS  «ss 

Um  die  rationale  Function  rechter  Iiand  auszuwerten , beachten  wir, 
dass  wir  ihre  sämtlichen  Null-  und  Unendlichkeitspunkte  dadurch  an- 
geben können,  dass  wir  die  Werte  der  aXp  in  den  12  Ecken  des 
Fundamental-Polygons  untersuchen,  und  dass  sodann  nur  noch  eine 
maltiplicative  Constante  dadurch  zu  bestimmen  ist,  dass  wir  einen 
Term  der  beiderseitigen  Reihenentwickelungen  benutzen.  Nun  ist  im 
Punkte  w = «cc  in  erster  Annäherung: 


“ot 


>03, 

2 n 


«os 


’i?I  “'/«* 
2rr 


+ »i 


«so  " + 2n  ■ (t-£4) 


I *“l 
0,1  = *■” 

in 

25 

, -Vit, 

. e ' £*q 

im, 

°»  = +]in-  * 

2iw 

25" 

ii 

■ £*.<!  /l6 

(6) 

iw, 

«,s  - + 

Sin 

"25 

8/ 

. — /S6 

. £ • 

IO», 

” + ‘in  • 

4>n 

25" 

. ,S  -‘/»6 
e t*.q 

IM, 

«si  — 2tt  ' 

‘2in 

25" 

. * • ri.r4/“ 

„ _ 

2 * • 

4 >?l 

25" 

,4  -*/» 
« ■ f.q 

im, 

” ~ 2*  • 

6 in 

25~ 

e £Fr% 

ICO, 

031  ” +2*  • 

Sin 

25 

e - £.r4/*6 

und  auf  Grund  dessen  vermittelt  die  Tabelle  (1)  die  Werte  der  akn 
in  den  andern  Ecken  des  Fundamental-Polygona.  Man  findet  damit 
auf  die  angegebene  Weise: 


«01  «31  «si «si «41  — {4 

«OS  «1«  «IS  «SS  «4S 


Durch  Ausübung  linearer  Substitutionen  der  Perioden  erhalten  wir 
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offenbar  daraus  Relationen,  welche  sämtliche  Ikosaeder-Substitutionen 
durch  derartige  Combinationen  der  X/i  ausdrücken.  Von  den  60 
Ikosaeder-Substitutionen  sind  nnn  immer  je  5 nnr  durch  die  ver- 
tretenden 5ten  Einheitswurzeln  von  einander  verschieden.  Für  die 
Darstellung  durch  jene  Producta  und  Quotienten  der  ox?  kommen 
daher  nnr  12  Ikosaeder-Substitutionen  als  in  dieser  Beziehung 
tob  einander  verschieden  in  Betracht  Je  2 von  diesen  12  wieder 

hingen  immer  durch  die  einfache  Operation  z'  = — ^ zusammen. 

Es  genagt  daher,  die  Resultate  nur  für  diejenigen  6 Ikosaeder-Sub- 
stitutionen anzugeben,  aus  denen  alle  andern  durch  Ausübung  von 
U und  5'  hervorgehen,  und  zwar  schreiben  wir  diese  Ikosaeder-Sub- 
stitutionen, um  diese  und  spätere  Formeln  in  der  Schreibweise  zu 
vereinfachen,  mit  Bezug  auf  (3a)  symbolisch  in  S und  T.  Dann 
werden  die  6 Formeln: 


(7) 


1 = 
S1 


i "oi  "n  "i4"äi  "n 
"Ol  "l  1 "l  3 "sf  "13* 

_ I °Ol"lO°U"»1  »33 
' »OS  «13  "!*"*>  "81  ’ 


+ *• 


»io°n  "n"ia"i4 
"so  "st  °natzan 

l>Oi  010  011  0J3<>31 
001  012  014  0W  °ts 


z"'l  — "os  »10  "14  021  S4y_  _£S 

"oi"ll"13"so"s3’  ' "os"H  "12  "so  "21  /’ 


Mit  diesen  Relationen  ist  man  im  Stande,  6 der  Quotienten  cX/jb:ox^ ,•* 
durch  2 darzustellen,  und  zwar  findet  sich: 


-i=  l.ST.S'T.StrU.&TU  — 

— T.sr.s*T.s*T.s*r 

•» 

i‘. ^ — 1.  T.8*T.S>TU.S*TU 

fl—“ 


2(3*— 32*— H-4«*— 2a-f-l) 
_ 2*-f2i3+42>+3s-fl 


(7b) 


i*.  - 


«31 


"14 

0s.« 


O.T.  ST.S*TU.Sl  '1 U 
= 17.  T.STU.S*TU.&T 
m 1 . r.STU.S*TU .&T 


1)  Diese  Fonnelgrnppe  (7)  findet  sich  im  Princip  bereits  bei  Biene  bi, 
Math.  Ann.  Bd.  17.,  indem  derselbe  eine  dieser  6 Formeln  ableitet. 
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Die  Ausübung  linearer  Substitutionen  der  Perioden  in  (7b)  liefert 
koine  neuen  Relationen,  sondern  vertauscht  nur  dieselben  nnter  sich. 
Diese  6 Quotienten  oXp s:»i>6  in  (7b)  sind  also  rationale 
Functionen  öten  Grades  von  *. 


Eine  weitere  Reihe  von  Relationen,  welche  zwischen  den  aXM 
und  der  Ikosaeder-Irrationalität  bestehen,  finden  wir,  wenn  wir  noch- 
mals auf  dio  Combinationen  (5)  zurückgehen  und  speciell  l und  p — 0 
setzen.  Dann  lehrt  dies,  dass  auch  KiOo»)1  und  (®10®jo)s  bei  linearen 
Substitutionen  der  Perioden , welche  mod  5 zur  Identität  congruent 
sind,  ungeändert  bleiben.  Die  Rechnung  zeigt,  dass  dies  sogar  be- 
reits mit  («oi'ot)  und  (®jo®jo)  selbst  der  Fall  ist.  Dies  giebt  den 
Ansatz: 


’ioato 
°oi  ®ot 


Rat(i) 


und  zwar  findet  man  auf  analoge  WeiBe  wie  vorhin: 


" . - 5*:  [ — (t — *4)»-f-(  * * — **)]  [-(-{** — **)*_H* — *4)J 

®oi  ®o> 

Bringt  man  darauf  die  Operationen  S‘  in  Anwendung,  so  kann  man 
schliesslich  folgende  fortlaufende  Proportion  anschreiben: 

®io®io : ®oi®ot : ®n®» : ®is®«i : ®n  !®si : ®14®»3 

— 5z : + [ — (i— «*)H-(**  -**)]  [+(*’— **)»+(*— *4)] 

: + «*[-(*— t‘)«H-(‘*— **)]  [+  («' 

(8) 

: (*—*«)*  vh«1— **)]  [+(«*-**)***+(*-**)] 

*[-(*— ‘f  )***+(!*— «')]  [+(*’—  «,)*,»-f(«— *4)] 

: («>-!*)]  [+(**-  «*)«M -(.-««)]. 

Weitere  Relationen  ergeben  sich  daraus  durch  Anwendung  linearer 
Substitutionen  der  Perioden  nicht.  Diese  Relationen  (8)  können 
sichtlich  nicht  dazu  dienen,  die  noch  fehlenden  Quotienten  oxf,:aX'p‘ 
mit  Hilfe  von  (7b)  zu  bestimmen.  Dazu  wird  es  vielmehr  erforder- 
lich, einen  der  noch  fehlenden  Quotienten  direct  als  rationale  Func- 
tion von  x auszuwerten.  Man  findet  so  beispielsweise  durch  die  be- 
kannte Methode: 

w ®oi6  = •+(«*— i*)A+(f-*«) 

{-(I- iVHiW)]  '[  + <«* -«VH«-*4)] 
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unter  V6  die  positive  Quadratwurzel  verstanden.  Dieser  Quotient 
iit  also  eine  rationale  Function  7ten  Grades  in  *. 

Durch  Ausübung  linearer  Substitutionen  in  (9)  kann  man  nun 
anter  ev.  Benutzung  der  Formeln  (7b)  jeden  beliebigen  der  noch  feh- 
lenden Quotienten  »Up6 :»*•,»'*  berechnen.  Von  den  66  Oberhaupt 
exiatirenden  derartigen  Quotienten  sind  nur  die  6 in 
(7b)  angegebenen  vom5ten  Grade  in  *;die60andern  sind 
vom  7ten  Grade  in  t 

/ 

Will  man  die  diesbez.  Resultate  in  der  Form  der  fortlaufenden 
Proportion  : 

•io* : •»*  • ®oi  * : ®oi* • ®u6 : • ••  — ... 

nsammenfassen,  so  bat  dies  keino  Schwierigkeit,  aber  dio  Formeln 
werden  zu  complicirt,  als  dass  sie  hier  eine  Stelle  Anden  könnten. 
Es  mag  daher  genügen,  den  Formeln  (7b),  welche  6 von  einander 
unabhängige  Quotienten  gehen,  folgende  Formel-Serie  an 

die  Seite  zu  setzen,  welche  weitere  5 von  jenen  Quotienten  unab- 
hängige Quotienten  in  der  gewünschten  Weise  darstellt.  Diese  For- 
meln werden  einfach  erhalten,  indem  mau  in  (9)  die  Operationen  S' 
vornimmt.  Diese  11  von  einander  unabhängigen  Quotienten  (7b)  und 
(9b)  genügen  dann,  um  irgend  einen  der  andern  Quotienten  unmitel- 
bar  angeben  zu  können. 


•jo1  , , ...  — <i)  — («— »VH-fr*— «*) 

•01*  “ ( ) 

' [—(•—**>+<«»—«»)]  **)] 

•io*  J — («»— tä)  -(f— t4)t4zj(t»— t») 

•II4  “ ( ’ • -Ks,-t»)«»»-|-(*-«4j '+(£»— t»)t4l+(t—S4) 

' [ — (* — «•*)*»+(«* — *»)1  ' [+(«*— «»jaa-H*—*4)] 


(9b) 


•w*  — («— e4)i4»-f(*,--t2)  - (t-«4)»-f (*»-«*) 

iis  ” ( V5) ' +(«*— t*)^»+(t-t4)  -H^-^vfff-t4) 

'[— (•— r*)»**  Ki*—«*)]  '[+(**—  o4)] 
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HO6  — (f— f4)s+(f*-«*)  — (f— f4)r=+(fs—  £;t) 

«SI5  ~ (V',J  +(«*-.»).+(*-•<)  • +(*»— r4) 

r ....  . ,<s= i*.r i _ i* 

[— (£  - £4)fS*-j-(£11—  f*)J  [+(£*—  l*)£;1I+(£— £4)J 

•l*  _ . . j — (£—  £4)£.-+(£*  -E3)  — (£--£4)fS5+(£*— £s) 

[—(f— £4)£43-f (£*“£>)]  [+(f4-f*)£4;+(£-£4)j 
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II. 

Ueber  die  Integrale 

/'»in* , . /"cos*  , 

— & und  J — *. 

Von 

Dr.  Ernst  Unhardt. 


Als  Jahresprogramm  pro  1883  der  Stadienanstalt  Neustadt  a/H. 
veröffentlichte  Hr.  Nachreiner  eine  Abhandlang  „Beiträge  zur 
Theorie  der  bestimmten  Integrale  and  zur  Attractions- 
theorie“,  worin  die  Auswertung  des  Potentials  eines  elektrodyna- 
mischen Cylinders  unter  anderem  von  einer  Gattung  Integrale  ab- 
bängt, welche  sich,  wie  in  der  Einleitung  gezeigt  wird,  auf  die  spe- 
delleren  Formen 

/sin*  , . /'cos*  , 

nnd  J 

mrückführen  lassen.  Hiebei  kommen  diese  Integrale  jedoch  nur  als 
bestimmte  Integrale  zwischen  den  Grenzen  0 nnd  ac  in  Betracht 
als  welche  sie  bekanntlich  durch  Euler  für  positive  o<l  bereits 
erledigt  wurden.  Noch  nicht  durchweg  beantwortet  dagegen  erscheint 
die  Frage  nach  den  Functionen,  welche  durch  die  obigen  unbe- 
stimmten Integrale  ihren  Ausdruck  finden  und  aus  welchen  Bodann 
«He  bestimmten  Integrale  nach  Einstellung  der  Grenzen  hervorgehen 
müssen.  Mit  dieser  Frage  sollen  sich  nun  dio  folgenden  Zeilen  be- 
schäftigen, nnd  zwar  betreten  wir  dabei  den  Weg,  welcher  von  Hrn. 
Lommel1)  hinsichtlich  der  Specialfälle 


1)  Lommel,  Math,  Am).  Bd.  XVI,  S.  183—208.  1880. 
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/ 

/ 


V* 


COS*  . 

dz 

z 


eingescblagen  worden  ist. 


1)  Der  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  !) 


d*y  . a Sy 

03*  + * ' 0* 


” k.z 


P- 


«+1 

2 


genügt  fllr  ein  ganzzahliges  v =*  n das  vollständige  Integral 

_ o-l 
2 

y - * Ol,  Jn  + B1 Y.  + k . -V«] 

für  gebrochene  v aber  der  Ausdruck 

0—1 

2~ 

y = Z l>-f“ ^ ■ 5u,l>3, 

in  welchen  beiden  Forraoln  o,  k,  At,  if,  constanto  Grössen  bedeuten, 
Jr,  J-t,  Jn,  Km  Bessel’scho  Functionen  in  der  gewöhnlichen  Schreib- 
weise vorstellen,  und|Su,H,  bzhw.  &,,*  durch  nachstehende  Gleichungen 
detinirt  wird 


Su,  M=  Km  j lruJn  <lz  — Jn  Yndx 

s“-v  ” &^i  (V--—/-4 


iSu.v  oder  auch  Sfl,H  kann  nun,  wie  Ur.  Lommel  in  der  oben  citirten 
Abhandluug  gezeigt  hat,  als  eine  neue  den  Besscl’schen  Functionen 
verwandte  allgemeinere  Function  angesehen  werden,  welche 
sich  ganz  ähnlichen  Grundbedingungen,  wie  jenen  Transcendenten  zu- 
kommen,  unterwirft  und  die  mannigfachsten  Eigenschaften  besitzt; 
insbesondere  teilt  sie  mit  den  Bessel’schen  Functionen  das  Charak- 
teristikum sich  in  zwei  Weisen  entwickeln  zu  lassen,  und  es  gelingt 
hiedurch  sowol  Sy,,  als  auch  Su,n  für  alle  Werte  ft,  v,  » zu  berech- 
nen. Als  diese  Entwicklungen  finden  sich  unter  Annahme  eines  all- 
gemeinen v 


1)  Lommel,  Math.  Ann.  Bd.  IX,  S.  4S5 — 444.  1876. 
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r-m  pl— 2 pi— 2 —2p 

&,  = **->.£(— l)P(fi— v— 1)  (fi+v-l)  « 

p=° 

m-j-1  / — 2 *«-1-1/  -2 

+ (—1)  (j,  - v-)-l)  (ft-j-v— 1)  Su-s»  -s.» 


und 

S».,  ■ 


( — l)P*“+*rH 


+ 


p+1/2  p+ll  2 

(H-v+l)  (jt+v-1-1) 


#*+*’— * , 

Sill y—n.Jr 

. n— v— 1 , 

- sin JI.J- 


woron  freilich  die  erste  Reihe,  wenn  man  sich  dieselbe  bis  ins  Un- 
endliche fortgesetzt  denkt,  divergent  ist,  jedoch  gehört  sie  zu  den 
sogenannten  halbconvergenten  Reihen,  die  sich  namentlich  für  grosse 
Werte  von  * znr  namerischen  Berechnnng  besonders  eignen;  die 
zweite  Summe  dagegen  convergirt  für  alle  Werte  von  s,  was  auch 
P and  v sein  mag,  nur  ist  bei  Anwendungen  darauf  za  achten,  dass 
die  Argumente  der  T-Functioncn  immer  positiv  ausfallen,  was  aber 
mit  Hälfe  der  Beziehung  *) 


p=m  — 1 

Sm=  £ 

p=0 


(—Ip'.jU-fSp+l 

p-h/2 

(fl— v-(-l)  (p-fv+l) 

( — l)**-Sp-faM,y 


m/*  m/2 

(fl— V-j-l)  (fl+V-j-  1) 

jedesmal  erreicht  werden  kann. 

Die  Function  S^r  integrirt  nicht  nur  obige  Differentialgleichung 
Tollstindig,  sondern  es  gelingt  auch  sämtliche  Integrale  von  der  Form 

tPjp  dz  und  J z^Yndz 

durch  sie  auszudrücken;  es  ergiebt  sich  auf  diese  Weise 


j^zPYndz  — (^l— | — fl  — 1).S  Yn  l.H— 1 

lPjpdz=~  (fl-j-V — Z.T,-l  Sfi,y 


1)  Lommel  ».  a.  0. 
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auch  hier  ist,  wie  schon  früher  bervorgehoben.  die  erstere  Gleichung 
nur  dann  zu  gebrauchen , wenn  der  Index  der  Bessel’schen  Function 
positiv  oder  negativ  ganz  wird. 


2)  In  die  obengenannte  Form  nun  lassen  sich  unsere  Integrale 
nnd  — dz  sofort  zurückführen,  wenn  man  bedenkt, 


dass 

/-sin« 
1 nz 

und  ebenso 

/—  cos« 
nz 

ist  Man  gewinnt  deshalb  für  die  beiden  in  Rede  stehenden  Integrale 
die  Gleichungen 


/$-■*-  Vif  *-’**+ 
Vif  *■"***■ 


auf  deren  rechte  Seiten  sofort  die  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragra- 
phen mitgeteilte  Relation  angewendet  werden  kann. 


Zunächst  sei  znr  Behandlung  deB  Integrals  J'*'—  dt  geschrit- 

/COS  Z 

ab- 


zuleiten ist. 

Für  ersteres  findet  sich 


/’!“*«.  — J*  = j/*  [— o*-/i's-(«+i).r 

— J-iS_„+j.i]4-c, 

welches  durch  Einführung  der  Werte  für  /j  and  -A-j  übergeht  in 
— «=  — ojijS_(«^i,,|8in* — *kS_«+j.jcos*-{-o. 


Anstatt  der  hier  vorkommenden  S-Functionen  könnten  sowol  die 
convergente  wie  divergente  Entwicklung  des  § 1.  eintreten,  nur  ist 
für  erstere  noch  zuvor  der  Umstand  in  Betracht  zn  ziehen,  dass  im 
vorliegenden  Falle  die  Argumente  der  dabei  auftretenden  T-Fnnc- 
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tkmeo  negativ  aasfallen,  weshalb  zunächst  eine  Umformnng  von 
aQd  S_«f j,j  nach  frtther  erwähnter  Methode  ($  1.)  ausge- 
fahrt  werden  mnss. 

Dieselbe  liefert  die  Beziehungen 


, . , . ..  fl.l 

(1 — o)(2— o 


S-(«+!).t 


«d-«) 


is  welche  die  vorher  angegebenen  ganz  allgemeinen  Werte  der  S für 

{ — a 4>  4 

die  speciellen  Fälle  fi  = v — J eingetragen  werden  kön- 

nen, so  dass  sich  nach  einigen  Umformungen,  insbesondere  der  dabei 
uftretenden  Jf-Functionen  mit  Hülfe  der  Relationen 


■nd 


rw.ra-«-^  (/*<« 
r(a+?) ...  r(«+ 


findet 


g-1  . 

o I “ 2° 

(2n)  .q  . f(qa ) (5  ganz  U.  >0) 


1 (-l)r.,*-+* 

X + 


* COS  Q »+<^ 


*"  ' 2F(o)sin  ^ «cos 


1 (— iy  **p+i 

-a.sl8_(.+lu-‘-X  


«s>n  (§«+*) 


(1  2/’(«)  sin  ^ n cos  | * 

voraus  sogleich  hervorgeht 

sin*  ( - 1)> . rfr H cos  * _ (— l)r.*2s|ii 


P sin* 

J **  ' 


(l-o) 


2p-j-l/X  s“ 


a-o) 


2H-2/1 


2sin  g w.  T(«) 


+ C. 
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Rascher  ergiebt  sich  dio  semicouvergcnte  Entwicklung  durch  sofurtigo 
Substitution  der  Werte 


uud 


2H-1/1 


«-+W  - J+. 


in  die  frühere  Gleichung,  und  auf  diese  Weise  folgt 


2H-1/1 

/sin:  sin:,,  a 


eos  s _ ~ 

- ..  +<■’ 


2p  1 
rP 


wobei  die  hier  vorkommendo  Constantc  C identisch  die  näm liehe 
sein  muss,  wie  die  der  eonvergenten  Entwicklung. 

Auf  ganz  ähnliche  Art  kann  mau  auch  das  zweite  Integral  be- 
handeln, uud  so  resultirt  schliesslich  hiefttr  nachstehendes  Gloichungs- 
paar 


/cos  z 


und 


cos  : _ ( — l)r.^r+>  sin:  y ( — l)r.:2rt3 

" ~ ‘ip'-y-i; t ' z*  £~  2j>4-  2 1 


(1— «) 


(l-o) 


2C08.J  n . l\a) 


+ f-\ 


P 


■ tlz 


2lH- 1/1 


2/>/l 


+S^(-^V+C. 


3)  Dio  convcrgcnton  Ausdrücke  lassen  erkennen,  dass  sowol 

die  Reihen  von  als  auch  ~ dz  hei  positivem  o < 1 

für  : = 0 verschwinden , und  ebenso  reduciren  sich  die  Summen  in 
der  divergenten  Entwicklung  für  : = oo  auf  null ; mau  erhält  daher 
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and  ebenso 


n 

2co8  "rc.  r(o) 


n 

2sin^  n . r(a) 


welche  Resultate  längst  bekannt  sind. 

Letztere  Integrale,  welche  der  Kürze  halber  mit  bzhw.  C«  und 
S i bezeichnet  werden,  können  noch  mit  Hülfe  der  Beziehung 

r(0).r(i— («<D 

in  die  bequemere  Form 

C . — r(l  — «).sin^ 
und 

Sa  — JT(1  — o) . cos  g n 

äbergeführt  werden. 

Durch  beiderseitiges  Quadriren  und  Addiren  geht  hieraus  die 
bemerkenswerte  Relation  hervor 

ebenso  kann  durch  Multiplication  der  Definitionsgleichungen  ge- 
schlossen werden,  dass 

Ca  • Sa  “ i sin  an  (F(l  — a)  )* 
tlso 

Ca. Sa  = { sin a7i(Cas-|- S.1) 

In  gleicher  Weise  ergeben  sich  noch  die  folgenden  Beziehungen 

S.'  -C.*  -=  C0SOJl(C’«»-f  Sa*), 

a a 

Ca  COS  2 « “ Sa  Sin  2» 

Durch  Vertauschung  von  a mit  1— a findet  sich  weiter 
Ct_«  = cos  ^n.r(o), 

Si-a  -=  sin  r(o) 

daher  ähnlich 

Arck.  4«r  Math.  n.  Phya.  S.  B«ih«,  T.  V.  7 
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<W+s,_.*  - (/»)*, 


Q-.sin  “ jSi_„ cos ^ n 

woraus  durch  Vergleich  mit  Früherem  zu  entnehmen,  dass 

c„.s.  = c,_.sl_a(^=^), 

C«  . S«  . *Sl_a  “*  S, 

Ca  • Ci — a “ Sa.Sl—a  = ^ 

ist.  Endlich  ersieht  man  noch  aus  den  Werten  für  C.,  Sa,  Ci_«, 
Si-a  das  weitere  Gleichungspaar 

Ca -Sl— a-j-Aa.  Ci_Ä  •*  -r" — “™  /'(«)•  J*(l  -o), 
sin  cm 

Sa.C'l-a Ca.Sl-a  ■=  Jl . Ctg  OHI 

4)  Wurde  auf  die  Entwicklung  der  S- Functionen  nicht  einge- 
gangen, so  stellten  sich  die  in  Frage  stehenden  Integrale  in  folgender 
Form  dar 


f 


dz  -=  — o.s*S_(a+|),j.sin»  — *lS_a+j,jcos*+C 


und 

/cos  * 

~^T~  dz  = — o.«tS_(+i)1.>cos*+*lS_a>j,tBin*  + CI. 

Nun  hat  Hr.  Lommel ')  gezeigt,  dass  für  jedes  p uud  v ganz 
allgemein  die  Beziehungen  gültig  sind 

(f*  + v — 1)*  p~l  “ 0,  “ p-v-J-l 

wendet  man  diese  auf  unsere  Ausdrücke  rechts  an,  so  kommt 

/sin*  , 0(**S-«+j.i)  . 

— dz  ~ .cos*, 


8(*<S-.ft.i) 

01 


cos  * + *l<S_«+|,j  sin  * 


wenn  die  noch  hinzu  zu  fügende  willkürlicheConstante  der  Einfachheit  hal- 
ber gleich  null  gesetztwird.Man  bemerkt,dass  obige  unbestimmte  Integrale 


1)  Lommel,  Math.  Arm.  Bd.  IX.  S.  4SI.  1176. 
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in  ihrer  jetzigen  Darstellung,  abgesehen  von  den  trigonometrischen 
Functionen,  nnr  von  und  seinem  ersten  Differentialquotienten 

abhängig  sind  nnd  deshalb  gerade  in  dieser  Gestalt  sich  recht  gnt 
zu  einer  eingehenderen  Discussion  eignen,  vorausgesetzt,  dass  der 
Verlauf  der  S-Fnnctionen  bekannt  ist 


5)  Wie  bereits  erwähnt,  genügt  S^,p  für  alle  Werte  n und  v 
als  particuläres  Integral  der  Differentialgleichung 


, « s»i 

& ; ■ a*  + 


deren  vollständiges  Integral  ebenfalls  früher  für  ganzzahlige  und  ge- 
brochene v mitgeteilt  wurde.  Es  liegt  deshalb  jetzt  die  Frage  nach 
jenen  specielleren  Formen  obiger  Differentialgleichung  nahe,  die  so- 


wol  »iS-.p,,, 


als  auch 


oder , 


was  dasselbe  ist, 


— befriedigen.  Durch  Vergleiche  findot  sich  aber  leicht, 
dass  ilSnii,;  die  Gleichung 


1 

2 ° 


erfüllt  und  ebenso  gehorcht 


der  Beziehung 


i 1 

z.+i ' 


wenn  für  y die  betreffenden  Functionen  eingetragen  werden. 

Nun  soll  versucht  werden  in  ähnlicher  Weise,  wie  cs  schon  bei 
den  speciellen  Integralen  für  a — J und  o — 1 seine  Erledigung  ge- 
f trade u hat  *),  ein  bestimmtes  Integral  von  der  Form 


y “ 


du 


zn  gewinnen,  welches  ebenfalls  der  Differentialgleichung 


1_ 

i« 


als  Particularlösung  genügt. 


1)  Lommel,  Math.  Ann.  Bd.  XVI.  8.  18* -*08.  1880. 
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Dabei  bedeutet  k eine  noch  zu  bestimmende  Conatante  und  f(v) 
eine  noch  unbekannte  Function  von  u.  Durch  Substitutiou  dieses 
Wertes  fUr  y in  die  Differentialgleichung  erhält  man  als  Bedingung 


(X 

k J «-«'(!  + us).  f{u)  du  — ^ 


es  ist  aber  allgemein 


r* 

J e~M‘u‘ 


(*>0) 


daraus  ergiebt  sich  durch  Vergleich  mit  Obigem 

*=  -L- 

r(oj 

(1  + u*)./»  = »«-» 
also  das  in  Rede  stehende  Integral 

00 

1 /’e-«.«“-1 

y “/>)./  1 + a»  dU- 

0 

Weil  aber  die  Function  ciS-s+M  ebenfalls  particuläre  Lösung  obiger 
Differentialgleichung  ist,  so  muss  sie  in  dem  vollständigen  Integral 
jener  Gleichung 


1 /*«  «*  un— 1 

, = ylsin*+.ßcos*+7^  f i+ut- 


du 


für  gewisse  Werte  der  Constanten  A und  B enthalten  sein. 

Nun  repräsentirt  für  * — 0,  a < 1,  wie  ans  Früherem 

n 

(§  2)  zu  entnehmen,  den  Wert  oder,  was  dasselbe  ist, 

2r(«)sin  £ n 

r (i  _ 0)  cos  " »,  ferner  hat  man  bekanntlich 

A 

00 

r u*~l 

J 1+«** 


.«—1  n 

du  — 

_ . ct 

2sin  ^ n 


3 = 0 verlangt  daher 

ya  - ä+- 


2T(o)  sin  -2~ 
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Hieraus  folgt  notwendig  11  = 0,  und  ans  dem  Umstande , dass  für 
3 =-oo  8'ch  auf  nnll  zurückzieht,  lässt  das  vollständige 

Integral  weiter  erkennen,  dass  auch  die  Constante  A verschwinden 
muss,  demnach  ist 

oo 

1 u«-l 

»‘S-.+i.i  - ttäJ  -T+^~du 


Onrch  Differentiation  geht  daraus  sofort  hervor 

8<«lS_a+i,,)  1 /*£".«*• 

03  =■  a.stS— («+|),j  r(«)  J 1+u* 


du 


und  weiter  durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Verfahrens  unter 
Berücksichtigung,  dass 


d(ilS-*m) 31~~°  — zlS-g+n 

0a  1 — a 

resultirt 


0*(3lS_a+J,i)  1 »“+1  . 

0?-U-  = 3--rfS-o+u  =7 Ta)J  d« 


0(— 

S7 ’ 


1 . «“+* 

«.3— i+«.3is_(«+i).i  - i +«’“'*“ 


0>(—  o . siS-(*f  i),|) 

03» 


Die  hier  vorkommenden  Integrale,  wolche  die  bekannten  Gilbert’schen 
als  Specialfälle  enthalten,  haben  die  Eigenschaft  wesentlich  posi- 
tive Werte  vorzustellen,  und  es  können  deshalb  obige  Beziehungon 
zwischen  ihnen  und  den  S-Functionen  dazu  dienen  über  den  Verlauf 

von  3lS_.+j,|  und  bei  veränderlichem  positivem  1 Schlüsse 

zn  ziehen. 
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6)  Aus  ihnen  entnimmt  man,  dass  die  Function  »iS-a^n  stets 

positiv  ist  und  vom  Werte  cos  ? n.  T(1 — «)  für  » = 0 an  mit 

wachsendem  i immer  mehr  abnimmt,  um  endlich  für  * — oc  zu  ver- 
schwinden. Als  Curve  betrachtet,  schneidet  dieselbe  die  Ordinaten- 

g 

achse  in  der  Höhe  y = cos  g n . T(1  — o)  und  nähert  sich  sodann 
asymptotisch  der  Abscisscnachse,  derselben  ihre  convexe  Seite  zuwen- 
dend. Die  Function  dagegen  ist  immerfort  negativ. 

Of 

Vom  Werte  y — — Bin  ^ re. Ffl  — a)  bei  * — 0 anfangend  nimmt  sie 

mit  wachsendem  < beständig  zu,  um  auch  schliesslich  für  » = oo  zu 
null  zu  werden.  Stellt  man  sich  auch  diese  Function  in  graphischer 
Weise  dar,  so  findet  man,  dass  dieselbe  die  y Achse  unter  dem  Or- 

a 

dinatenwert  y — — sin —*)  berührt  und  gegen  die  Z-Achse 
sich  asymptotisch  erhebend  derselben  ihre  convexe  Seite  znkehrt 


Hach  diesen  Auseinandersetzungen  betreffs  der  <S  wird  es  ebenso 
gelingen  über  den  Verlauf  der  sich  aus  S-Functionen  zusammen- 
setzenden  Integralwerte  Schlüsse  zu  ziehen. 


Zu  diesem  Zwecke  denken  wir  uns  die  Integrale  zwischen  den 
Grenzen  0 und  * genommen  unter  gleichzeitiger  Voraussetzung  von 

§ 

«<1.  Die  Function  wird  ein  Maximum  oder  Minimum, 

0 />-’d 


wenn 


-rf» 


0S 


= ^*  = 0, 


also  für  * — nn , wenn  n eine  ganze  Zahl  vorstellt.  Die  Maxima 
werden  daher  für  s — (2n-j-l)»  eintreten,  während  die  Minima  den 
Wert  s — 2 nn  fordern.  I 


Das  obige  Integral  zwischen  den  angenommenen  Grenzen  stellt 
sich  unter  Berücksichtigung  der  Entwicklung  in  § 4.  wie  folgt  dar 


/*sin«  a 0(s4/S_«xi,i)  . , 

J = cos  2*.  F(1  — cr)-| p,  ^ 8in»  — 


«+1.«C08  ». 


0 
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Da  nun  die  Bedingung  der  Maxima  sich  an  die  Werte  «=(2a-f-l)i* 
knüpfte,  und,  wie  oben  gezeigt  wurde,  die  Fnnction  aiS_o+j,j  stets 
positiv  ist,  so  werden  diese  Maximalwerte  ausgcdräckt  dnreb 

B 

( — «>•§*■  Hl—  «0+*is-«-H4 

0 

and  ähnlich  sind  die  Minima  enthalten  in 

M 

( d%  Xis  ” C0S  £ * ~ ~ *iS-«+b»- 

0 

Weil  nun  früherer  Discussion  gemäss  nur  für  2 = 0 den 

Wert  co8^«.r(l  —a)  annimmt,  ausserdem  aber  immer  kleiner  als 

a 

dieser  Wert  ist,  so  können  die  Maxima  nie  2 cos  . r(l  — a)  er- 
reichen, und  ebensowenig  dürfen  die  Minima  unter  null  herabsinken. 
Das  Integral  ist  deshalb  stets  positiv.  Als  Cnrve  gedacht  ver- 

a 

läuft  dieselbe  zwischen  der  Geraden  y = 2 cos  ^ n ■ -T(  1 - <*)  und  der 
Abscissenachse,  welche  letztere  sie  im  Anfangspunkte  berührt.  Von 
dieser  Stelle  an  erhebt  sie  sich  über  die  Gerade  y — cos°n./l;i_o) 

zum  ersten  Maximum,  sinkt  wiederum  unter  das  Niveau  obiger  Ge- 
raden n.  s.  f.,  um  sich  nach  unzählig  vielen  Windnngen  dieser  Ge- 
raden asymptotisch  zu  nähern , da  für  * = oo  der  Integralwert  eben 

er 

zu  cos^«.r(l — o)  wird.  Die  grössten  Hebungen  und  tiefsten  Sen- 
kungen unserer  Curve  nehmen  bei  jedem  neuen  Maximum  und  Mi- 
nimum stetig  ab ; ihre  Gipfel  liegen  bzhw.  auf  den  Curven 

y — cos  !»r(l  — a)+*‘S— a+i,{ 
und 

y — cos  n . r(l  — a)  — , 

welche  symmetrisch  zu  beiden  Seiten  der  Asymptoto  verlaufen.  Die 
Schnittpunkte  der  Curvo  mit  der  Asymptote  sind  durch  das  Glei- 
chungspaar 
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9 — sin  z — «>  S-a+j,t  cosz-f-  cos  ^ n- 1^(1 — “) 


y — cos  ^n.r(l  — a) 
oder  auch  mit 


gegeben. 


_ »l5— +U 

**  ~ frAä-V+u) 

Öm 


f*  COS  Z 

Bas  Integral  / — — da,  ( a positiv  u.  < 1 vorausgesetzt),  welches 
o 

sich  zwischen  den  gegebenen  Grenzen,  wie  folgt,  darstellt 
j'^Ldl=,  gin  “ „ . r(l  — g)  + fo*  Sg/ - cos  »■ S-a+M  z, 


hat  seino  Maxima  nnd  Minima  für  * = (2n  -f- 1) . ^ , wenn  n wiederum 
eine  ganze  Zahl  bedeutet.  Dio  Maxima  treten  bei  * — (4n  + l)  ” , 
die  Minima  für  z — (4n+3)  ^ ein,  erstere  sind  dargestellt  durch 

S 

( ” sin^n.  T(l  — o)  + atS_«+t,| 

0 

während  letztere  den  Werten 

( ,/%~  * )»ln  “ 8i“  \ * ■ F(1 

0 

bei  wechselndem  z gleichkommcn.  Doch  dieses  Inscgral  ist  unter 
den  oben  gemachten  Voraussetzungen  nur  dann  stets  positiv,  wenn 

a ^ i;  es  können  die  Maxima,  wie  man  ersieht,  niemals  den  Wert 
sinQn-}-450^.y2.r(l  — «)  erreichen,  und  ebensowenig  dürfen  die 

Minima  bis  sin  ^n  — 45°y  V 2.  r(l  — o)  herabsinken.  Die  durch 

das  Integral  vorgestellte  Curve  berührt  im  Coordinatenanfang  die 
K-Achse,  verlauft  sodann  zwischen  den  Geraden 


Digitized  by  Google 


Linhardt:  Ueber  zwei  unbestimmt«  Integrale . 


105 


und 


y — sin  ^*-(-4ß#yy3.r(l  — w) 
y - sin  (j  n-  45°)  .y  2.  r(l  - a) 


nnd  nähert  sich,  nachdem  sie  unzählig  oft  die  Gerade 

a 

y — sin  jjjr.r(l  — b) 

durchsetzt,  derselben  asymptotisch ; die  Schnittpunkte  der  Cnrve  mit 
ihr  sind  gegoben  durch  die  Gleichung 

aos-.+u) 

, 8a 

**  ""  s-«+U 

and  die  Gipfel  ihrer  Maxima  uud|Minima  gehören  bzhw.  den  Curven 


and 


y — singn.ni  — «)+*1  S-«+J.i 


y — sin  g w -TG  — «)—  *lS-a+u 

in,  die  ebenfalls  hier  zur  Asymptote  symmetrisch  gelagert  sind. 

7)  Ferner  ist  es  möglich  die  allgemeinen  Integrale  der 
Functionen  und  auf  Tier  verschiedene  Arten  in  Reihen 

3*  SS* 

ru  entwickeln,  welche  nach  Bessel’schon  Functionen  und  den  Potenzen 
von  s fortschreiten.  Es  ist  nämlich 

Vif*-«* 

»eich  letzterer  Integralwert  identisch  ist  mit 

J' 

Für  jeden  Wert  von  v herrscht  aber  die  Beziehung ') 
z’Jr-l  ds  r—  S*  . Je 


1)  Lommel,  Stadien  über  die  Bessel’schen  Functionen.  S.  20. 
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and  diese  Formel  auf  den  eben  gefundenen  Ausdruck  des  fraglichen 
Integrals  angewendet  findet  sich  nach  den  Regeln  der  partiellen  Inte- 
gration zunächst 

j/^  J' + («+!) •J'1 


und  durch  ähnliche  Umformungen  eines  jeden  neu  auftretenden  Inte- 
grals mit  Hilfe  obiger  Gleichung  nach  einigen  Reductionen  die  Ent- 
wicklung : 


Vl 

p/2  2p  — 1 

+ ((«+!)  8 %+3+-] 
2 

l/-J  pp 

_'..i£(41)  2 J 2p+3 

**  9 


in  gleicher  Weise  erhält  man  für  das  zweite  in  Rede  stehende  Inte- 
gral die  Reihe 


z I./j  a(o -j“  2) . z *./j  - ... 


2p  — 1 

* 2 J 

2p+l 

2 


2p — 1 
2 J 

2 


Beide  Summen  stellen,  da  die  Exponenten  der  a negativ  sind,  und 
überdies  die  Bessel’scheu  Functionen  mit  wachsendem  Iudex  rasch 
abnebmen,  convergirendc  Entwicklungen  dar,  was  auch  u sein  mag. 

Ein  zweites  sich  diesen  Ausdrücken  zur  Seite  stellendes  und  sie 
in  gewisser  Beziehung  ergänzendes  Reihenpaar  lässt  sich  durch  An- 
wendung der  allgemein  gültigen  Relation  *) 


I)  Lommel  »•  a.  0. 
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(»»innen. 


/ 


Weil  n&mlich 


= \/Z  /'*-'**  = J{dz 

w kann  dies  letztere  Integral  im  Sinne  der  partiellen  Integration 
dorch  die  oben  angegebene  Gleichung  umgeformt  werden.  Zunächst 
ergiebt  sieb  wiederum 

— o J' tfcj 

und  die  fortgesetzte  Anwendung  dieses  Verfahrens , nachdem  immer 
zuTor  das  nen  resnltirende  Integral  passend  amgestaltet  wurde,  liefert 
endlich 


J ~d*  — j/~  |—  — cr(a-f  2).*-U_.+  ... 

*« 

(-l)Mi ./  2 ~2~J-  - J 

« 

V\ 


2p-l 


V 2 P/2  — -^ö—  «/_  ?£±1 


wd  ähnlich  findet  man 


— • t-iJ-i  — (o-f  l)(o+3).*-S  J_;  + .. 


p+1  p/2 

(-1)  (H-i)  • *- 


p/2  2f>~1 

^(-D'+Ka+l)  • * 2 


2p+3 

2 


Die  hier  yorkommenden  Summen  sind  eigentlich  divergent,  weil 
die  Indices  der  Bessel’schcn  Functionen  negativ  ausfailen,  können 
»her,  wie  die  früher  erhaltenen  divergenten  Reihen,  besonders  für 
grosse  * zur  Berechnung  der  Integrale  dienen,  weil  in  diesem  Falle, 
wie  man  nachzuweisen  im  Stande  ist,  der  auftretende  Rest  immer 
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kleiner  ist  als  das  letzte  Glied  der  Entwicklung;  es  wird  dann  daB 
Integral  so  zu  sagen  durch  einen  geschlossenen  Ausdruck  rcpr&sentirt. 

Weitere  Reihen  liefern  die  Gleichungen  >) 


und 


3 (—■/») 

ST 


— 1 


S(M’.Jr) 


wenn  dieselben  auf  die  mit  bzhw. 
tischen  Formen 


j/  2"  J* 

J*  *-azU-ldx 


I /Zf 


iden- 


bei  partieller  Integration  in  Anwendung  kommen.  So  findet  sich  bei 
Benutzung  der  ersten  Relation 

I VH  ■ 

l Sin«  , yt\z  * 

J * <h—  ^ L2— O ‘T'  (2— «J(4-o)  + •" 


2p+3 


(2-o) 


p+1/2 


s*¥-+... 


VI 


2p+S 

2 

2 p+lßJ  2p +1 
(2-o)  2 


und 


f COS  3 r 2~  I «»  J I J y.-L... 

.7  ■>-*“  ^-“Ll_«V-*+(l-a)(2-o) 


2p +3 

2 


>— 1 


(l-o) 


P+l/2 


+ ••• 


1)  Lomme),  Studien  über  die  Beziel’schen  Functionen.  S.  8. 
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|/*  2p  +3 

V 2.~2 


p+lßJ  2p— 1 
(!-«)  2 


and  ebenso  folgt  durch  die  zweite  Formel 
/*sinz,  K2  | r et 

J e“  Ll-«71  (1— o)(3-a)y-i+ •- 


2?+3 

2 

...  + (-D»  * p+l/2-7  2p-l+~ 

(1-«)  2 


—TT*«“1*. 


2p +3 
2 


p+i/2y  _ ^r1 
(1-«)  2 

1 

r cos  * _ ^ r «* »i 

/ a«  rf3—  *•  L2-«  1 (2-«)(4— «) 


1+- 


2p±3 
2 


+ ...(-l),>  J+ißJ_  2p+l 

(2— a)  2 


1/f 


2p+? 

2 


(2-a) 


P+l/2 


2p -fl 


Anch  hier  sind  die  beiden  ersten  Ausdrücke  convergent,  während 
die  sich  ihnen  anschliessenden  anderen  Entwicklungen  zur  Closse  der 
lemieonvergenten  Reihen  gehören.  Welchen  Wert  daher  o vorstellen 
mag,  es  wird  immer  gelingen  ans  diesen  vier  Summen  ein  für  den 
gegebenen  Fall  zur  Rechnung  geeignetes  Paar  auszuwäblen.  Es  wer- 
den dann  die  in  nächster  Zeit  durch  Herrn  Lommel  znr  Pnblication 
gelangenden  Tafeln  für  die  Bessel’schen  Functionen  mit  gebrochenem 
Index  ein  Mittel  an  die  Hand  geben  mit  Hülfe  vorstehender  Reihen 
die  Integrale 
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f‘>  - 

für  jedes  o genügend  genau  auszowerten  und  sie  auf  diese  Weise  der 
weiteren  Anwendung  zug&nglicher  zu  machen. 

Zum  Schlüsse  fühle  ich  mich  verpflichtet  Herrn  Prof.  Lom  me I, 
der  mir  bei  dieser  Arbeit  in  freundlicher  und  zuvorkommender  Weise 
ratgebend  zur  Seite  stand,  gebührenden  Dank  auszusprechen. 


Digilized  by  Google 


Müller:  lieber  rationale  Dreiecke 


in 


m. 

Ueber  rationale  Dreiecke  und  ihren, 
Zusammenhang  mit  der  Pell’schen  Gleichung. 


Von 

Dr.  Richard  Müll  er , 

Berlin. 


Verschiedene  beim  Unterricht  in  der  Ober-Tertia  gemachte 
Zahlenbeobachtnngen  brachten  mich  auf  das  Problem:  „Alle  ratio- 
nalen Dreiecke  herzustellen,  deren  Seitenlangen  durch  drei  aufeinander 
folgende  Zahlen  gegeben  sind.“ 

Haben  die  3 Seiten  die  Längen  x — 1,  x,  sr-f-  1,  so  ergiebt  sich 
der  Dreiecksinhalt  nach  der  bekannten  Elementarformel: 

A = 3(*»~4). 

Damit  er  rational  sei,  mnss  also  sein: 
x%  — 4 - 3y», 

oder 

**— 3y>  = 4. 

Die  quadratische  Form  **  — 3y*  hat  die  Determinante  +3,  und 
da  (})  = — 1 ist,  kann  die  Form  die  Zahl  4 nicht  darstellen,  wenn 
* und  y relative  Primzahlen  sein  sollen  *). 

Setzen  wir  aber: 


*)  cf.  Dirichlet,  Vorlesungen  Ober  Zahlentheorie,  f 36.  und  60. 
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und  ihren  Zusammenhang  mit  der  PelCschen  Gleichung . 


x =»  2«,  y — 2v 

bo  erhalten  wir: 

u»  - 3t>*  = 1 

und  diese  Pell'acho  Gleichung  hat,  wie  bekannt,  unendlich  viele  Lö- 
sungen, welche  aus  der  kleinsten  Lösung  u = 2,  v = 1 leicht  ab- 
geleitet werden  können ; wenn  nämlich  (1.  c.  § 85) 

(2-f-y  3)"  = «n-j-en  V3 

gesetzt  wird,  so  sind  u»,  r„  ebenfalls  Lösungen. 

Die  Anfangspotenzen  (n  = 1 bis  6)  geben  also  die  kleinsten  Drei- 
ecke der  verlangten  Art: 

(3,  4,  5),  (13,  14,  15),  (51,  52,  53),  (193,  194,  195), 

(723,  724,  725),  (2701,  2702,  2703). 

Die  immer  fortschreitende  Aunäherung  an  dos  gleichseitige  Drei- 
eck lässt  sich  bei  dem  letzten  dieser  6 Dreiecke  in  der  Decimal- 
bruchform  (27,01 ; 27,02;  27,03)  zum  besonderen  Ausdruck  bringen. 
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1V.‘ 

Allgemeine  Theorie  der  Isophoten-Tang  enten 
und  Constraction  derselben  fiir  Flächen  zweiten 
Grades. 

Von 

Josef  Bazala, 

Lehrer  an  der  k.  k.  Staats- Ober reaUch ule  in  Hielltr.. 


I. 

Allgemeine  Theorie  der  Isophoten-Tnugenten. 

§.  1. 

In  Figur  1.  der  Tafel  sollen  » die  Selbstschattengrenze  einer 
Fliehe  F,  und  E und  Et  zwei  dieselbe  in  den  Funkten  i und  i,  von 
« berührende  Ebenen  vorstcllcn,  so  dass  die  Durchschnittsgerade  l ‘ 
dieser  Ebenen  die  Lichtstrahlenrichtung  ist.  Denkt  mau  sich 
nnn  {'  in  der  den  Keil  El’Ex  halbircuden  Ebeno  E'  nach  l gedreht, 
so  werden  > und  »,  nicht  mehr  Fuukte  der  Sclbstschattengreuze  sein, 
ober  trotzdem  gleich  stark  beleuchtet  erscheinen;  sie  sind  also  Punkte 
einer  und  derselben  Isophote.  Wird  nun  die  Ebene  E , so  bewegt,  dass 
sich  ihr  Berührungspunkt  »,  auf  * fortschreitend  dem  Punkte  » immer 
nähert,  und  wird  während  dieser  Bewegung  der  sich  ändernde  Licht- 
strahl immer  in  der  Halbirungsebene  E'  des  Keiles  El‘Et  belassen, 
so  werden  sich  zwar  die  Beleuchtungsstärken  von  « und  i,  ändern, 
beide  Punkte  müssen  aber  immer  gleich  stark  beleuchtet  erscheinen, 
selbst  in  dem  Momente,  in  welchem  i und  <\  und  dabor  auch  E und 
£,  benachbarte  Elemente  worden,  und  die  daun  durch  » gehende 
Grenzlage  l'  ihrer  Schnittgeraden  die  orthogonale  Pcojection  der 
Grenzlinie  l auf  die  Berührungsebene  EEX  ist  Da  aber  die  Gerade 
ii,  in  dieser  Grenzlage  eine  Tangeute  t von  * wird,  so  resultirt 
folgender  Satz: 

kick.  1«  Math.  s.  Phjl.  J.  Kail»,  T.  V.  8 
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Wenn  bei  einer  beleuchteten  Fläche  Fdie  Lichtstrahlenrichtung 
1‘  in  einer  Ebene  JE'  gedreht  wird,  so  werden  diejenigen  Tangenten 
der  früheren  Selbstschattengrenze , welche  in  den  zu  E‘  normalen 
Berührungsohenen  JE  von  .Fliegen,  Tangenten  anderer  Jsophoten  J 
mit  Beibehaltung  ihrer  Berührungspunkte. 

Will  man  hingegen  für  eine  Lichlstrahlenrichtung  / in  eiuem 
Punkto  i einer  Fläche  F die  Tangente  der  durch  ihn  gehenden  Iso- 
phote  dar8tellcn , so  hat  inan  / auf  die  F in  « berührende  Ebene  E 
orthogonal  zu  projiciren  und  für  dieso  Projection  J'  als  Licht- 
strahlcneinricbtnng  die  durch  » gehende  Tangente  t der  Sclbstscbatteu- 
grenze  darzustellen;  t ist  dann  dio  verlangte  Isophotcn-Tangcntc. 

Wie  dieses  allgemeiuc  Princip  bei  den  Flächen  zweiten  Grades 
durchzuführun  ist,  damit  dio  Construction  der  Isophoten-Tangentcn 
ausser  dem  Interesse,  welches  schon  ihre  theoretische  Möglichkeit 
und  wirkliche  Durchführbarkeit  bieten , auch  die  vollständige  Dar- 
stellung der  Isophotcn  in  hohem  Masso  erleichtern  , werden  wir  in 
den  folgenden  Paragraphen  zeigen.  Ausserdem  lässt  sich  unser 
Princip  überhaupt  hei  allen  Flächcu  durchführen,  bei  welchen  mau 
Taugentcu  der  Sclbstschattcngreuzc  cous.ruireu  kann. 

II. 

Beleucht  ungs-Construet  Ionen  für  das  Elllpsold  mit  besonderer 
Berücksichtigung  der  Jsophoten-Tungcnten. 

A)  Bei  gewöhnlicher  Darstellung  durch  Grund-  und 
Aufriss. 

I-  2. 

Um  bei  dem  in  Fig.  2.  durch  seine  zu  den  Projcctionsebcneu 
parallelen  Ilauptschnitte  F und  Q dargestellten  Ellipsoide  die  Iso- 
photcn zu  construiren , suchen  wir  die  Isophotenpuukte  einzelner 
verticaler  Achsenschnitte  (Seitenlinien)  desselben.  Wir  zeichnen  über 
der  Flüchenachso  BC  als  Durchmesser  einen  zur  vcrticaleu  Pro- 
jectionsebeue  parallelen  Kreis  M und  legen  denselben  unserer  Con- 
struction in  derselben  Weise  zu  Grunde,  wie  dies  in  unserer  Ab- 
handlung „Beleuchtungs-Con8tructionen  für  Flächen,  deren  zu  einer 
Achse  normale  Schnitte  ähnlich  und  ähnlich  liegend  sind,  bei  ortho- 
gonaler und  bei  perspcctivischer  Darstellung“  (Archiv  der  Mathe- 
matik und  Physik,  II.  Reihe,  Teil  1.)  in  Fig.  I.  bezüglich  der  ge- 
zeichneten Seitenlinie  M geschehen  ist. 

Um  dio  Richtungen  der  den  einzelnen  Seitenlinien  M zukom- 
menden Tangenten  f,  am  einfachsten  zu  erhalten,  zeichnen  wir  in 
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der  Nebenfigur  2o  aus  einem  Punkte  der  Projectionsaclise  x einen 
durch  S'  gebenden  Kreis  x,  führen  in  der  Hauptfigur  die  Scheitel- 
taagenten  /3  und  /4  von  P\  hierauf  zu  der  sich  dadurch  ergebenden 
Geraden  Ab  in  der  Nebenfigur  die  Parallele  S'b  und  schliesslich 
It  normal  zu  r.  Zieht  man  jetzt  zu  M,‘  [Fig.  2.]  in  der  Nebenfigur 
die  Parallele  S'b j und  dann  dio  Gerade  b,  tc, . so  ergibt  sich  in  S'c, 
die  der  Richtnng  S'b,  iuvolutorisch  entsprechende  Richtung  der 
Tangente  t,  [Fig.  2]  *)• 

Hat  man  bezüglich  der  Seitenlinie  M,  in  der  Nebenfigur  auf 
bekannte  Art  die  Punktreihe  mn  dargestcllt  [(, <l\  Ad , ||  V u.  s.  w.]f 
so  ist  dieselbe  in  der  in  der  Hauptfigur  sich  ergebenden  Richtung 
t,f[Af  = A‘a'2  auf  den  Träger  z zu  projiciren.  Nun  markirt  man 
die  Endpunkte  der  zu  den  Strahlen  des  Normalbüschels  S„z  pa- 
rallelen Radien  des  Kreises  M".  Das  Projiciren  dieser  Punkte  auf 
die  Seitenlinie  M,  wird  wesentlich  vereinfacht,  wenn  man  mit  dem 
Halbmesser  A"a" , aus  A"  einen  Kreis  iV  beschreibt  und  den  zu  S.z 
parallelen  Strahlenbüschel  A"  durch  beide  Kreise  St'  und  N schnei- 
det; die  zu  x,  Parallelen  durch  die  Punktroihe  M"  und  dio  zu  x, 
Normalen  durch  die  Punktreihe  N geben  beide  Projcctioneu  der 
Isopbotenpunkte. 

Wir  wollen  jetzt  in  den  dargestellten  Isophotenpunkten  die  Iso- 
pboten-Tangenten  construiren.  Nach  unserem  allgemeinen  Principe 
[§.  1.]  hätten  wir  beispielsweise  für  den  Isophotenpunkt  5 die  das 
Ellipsoid  in  diesem  Punkte  berührende  Ebene  Es  zu  bestimmen, 
deren  in  der  Hauptschnittebene  P liegend  zu  t,  parallele  Spur  «6 
ist,  auf  einen  Lichtstrahl  zu  projiciren  und  für  die  sich  so  er- 
gebende Richtung  als  Lichtstrahlenrichtung  dio  durch  den  Flächen- 
punkt 5 gehende  Ebene  E3  der  Selbstschattengrenze  zu  construiren; 
der  Schnitt  der  Ebenen  Es  und  Ej  ist  schon  eine  Tangente  der  ge- 
nannten Selbstschattengrenze  und  daher  auch  die  verlangte  Isophoten- 
Tangente  Von  den  beiden  Systemen  von  Ebenen  E und  E„  worden 
wir  blos  die  in  der  Hauptschnittebene  P liegenden  Spuren  dar- 
stellen, so  dass  sich  durch  geradlinige  Verbindung  ihrer  Durcb- 
schnittspunktc  mit  den  entsprechenden  Isophotenpunkten  schon  die 
lsopboten-Tangenten  ergeben. 

Bezüglich  der  Ebenen  £ ziehe  man  an  M"  zu  den  Strahlon  des 
Büschels  S„z  [Fig.  2a]  normale  Tangenten,  was  am  zwecktnässig- 
sten  gleichzeitig  mit  der  Führung  der  durch  A"  gehenden  Radien 


1)  Diese  Construction  conjugirter  Durchmesser  der  Linien  zweiten  Grades 
findet  man  in  Dr,  L.  Burmester’s  „Theorie  and  Darstellung  der  Beleuchtung 
(Ctetxmassig  gestalteter  Flachen“  p.  35.  (Leipzig  1871). 

8* 
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vorgenommen  wird,  und  markire  ihre  auf  x"  liegenden  Schnittpnnkte 
weiche  in  der  Richtung  a"  a'  auf  x‘  uud  von  hier  in  der  Richtung 
a‘a,'  auf  Mt'  projicirt  werden  sollten;  die  dann  durch  die  Punkt- 
reiho  Mt'  zu  t,  parallel  zu  führenden  Geraden  u stellen  schon 
die  erwähnten  Spuren  der  Berührungsebenen  vor.  Weil  aber  bei 
dieser  Construction  der  durch  die  Punktreihe  x"  za  a"a'  parallel 
gehende  StrahlcnbUscbel  mit  dem  resultireuden  Parallelbüschel  u 
die  unendlich  ferne  Gerade  gemeinschaftlich  hat,  müssen  beide 
purspectivisch  sein;  man  bestimme  daher  den  Schnittpunkt  a der 
Strahlen  a'a'  und  t„  durch  welchen  das  Erzeugnis  A'a  der  beiden 
Parallelbüschel  geführt  wird.  Der  crstcre  Büschel  ist  dann  durch 
A'a  zu  schneiden,  worauf  durch  die  sich  ergebende  Puuktreihe  die  zu 
l,  parallelen  Spuron  u geführt  werden. 

Weil  von  den  Projoctionen  der  Lichtstrahlenrichtung  auf  die 
construirteu  Berührungsebenen  K blos  die  Richtungen  erforderlich 
sind,  werden  wir  in  der  Nebenfigur  don  durch  S geführten  Licht- 
strahl l auf  die  Berührungsebeuen  des  Kegclbüschols  [s.  unsere  „Bc- 
leuchtuugsconstructionen  . . . “ [S.  267.] , welche  zn  den  Ebenen  E 
parallel  sind,  projicireu,  wobei  sich  als  Projectionen  die  betreffenden 
Bcrührungs-Erzeugendeu  der  Kegel  ergeben.  Wir  bestimmen  also  in 
der  uingelegtcn  Lage  die  Berührungspunkte  der  aus  d,  au  den  Kreis- 
büschel geführten  Tangenten  mittelst  dos  Uber  rf,  o als  Durchmesser 
geführten  Kreises  kt  und  drehen  sie  daun  in  den  Raum  auf;  dicg 
geschieht  am  einfachsten,  wenn  mau  durch  d'  uud  die  Puuktreihe 
m n die  horizontalen  Projectionen  der  Kreistangeutcu  zieht  nud  auf 
dieselben  iu  der  Richtung  l'  die  auf  A,  liegenden  Schnittpunkte  pro- 
jicirt. Die  sich  ergebenden  Puukte  liegen  im  Umfango  einer  Ellipse 

die  der  Grundriss  des  aufgedrehten  Kreises  Jfc,  ist,  und  geben, 
mit  S'  durch  Strahlen  verbunden,  schon  die  horizontalen  Projectio- 
nen der  bei  unserer  Construction  vorkommeuden  Lichtstrablen- 
richtungen. 

Der  coustruirte  Büschel  S'  wird  durch  den  Kreis  x geschnitten  und 
der  dadurch  entstehende  Strablcnbüschel  t x wieder  mit  x zum  Durch- 
schnitt gebracht.  Die  sich  schliesslich  ergebenden  Puukte  geben  mit  S' 
einen  Büschel , zu  desscu  Strahlen  man  in  der  Hauptfigur  durch  A' 
Parallele  zu  führen  hat,  welche  schon  die  oben  erwähnten  Spuren 
der  Ebeneu  A,  sind;  von  denselben  braucht  mau  blos  die  auf  den 
entsprechenden  Spuren  u liegenden  Schnittpunkto  A5',  A/,  A,'  . ..  zu 
markiren.  Sucht  mau  noch  die  in  P”  liegenden  vertiealon  Pro- 
jcctioucu  der  letzteren  Punkte,  so  kann  man  beide  Projectionen  der 
Isophotcu-Tangcutcn  zeichueu. 

Es  lassen  sich  auch  in  der  Nebenfigur  die  Richtungen  der  Iso- 
plioten-Tangenten  construiren,  so  dnss  man  zu  denselben  durch  die 
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Isophotenpunktc  Mos  Parallele  zu  ziehen  braucht;  doch  ist  obiger 
Vorgang  zweckmässiger. 

Bei  der  die  Lichtpole  enthaltenden  Seitenlinie  Mt  wende  man  zur 
Constmction  der  Isophotenpuukte  den  in  unseren  „Beleuchtungs-Con- 
structionon“  auf  S.  270  angegebenen  Vorgang  an.  Weil  die  bei  der 
Constmction  der  Isophoten-Tangcnten  hier  in  Anwendung  kommenden 
Berübrungs-Erzeugcnden  des  Kegelbüschcls  in  der  Lichtrisscbeuc 
liegen,  fallen  in  der  Hauptfigur  dio  Spuren  der  Ebenen  aller  Sclbst- 
»chattengrenzen  mit  dem  zu  V conjugirton  Durcbmessor  g v zusam- 
men, weshalb  man  dio  entsprechenden  Spuren  « nicht  zu  ziehen, 
sondern  nur  ihre  auf  p v liegenden  Schnittpunkte  zu  markireu  braucht. 

Bei  der  Bestimmung  der  in  der  Verticalcontour  liegenden  Iso- 
photenpunkte  ist  es  nicht  notwendig,  den  Kreis  N darzustellen.  Die 
verticalen  Projectionen  der  zugehörigen  Isophoton-Taugenten  werdon 
durch  die  Contonr  ersetzt,  so  dass  nnr  die  Construction  ihrer  hori- 
zontalen Projectionen  augezeigt  ist;  cs  ist  dabei  zweckmässiger,  an- 
statt die  an  den  Kreis  M"  zu  fahrenden  Tangenten  durch  %"  zu 
schneiden , mittelst  der  Affinitätsachse  B"C"  die  Contourtangenteu 
zu  bestimmen  und  ihre  auf  x"  liegenden  Schnittpunkte  zu  markiren. 

Für  die  Constmction  der  in  dem  Hauptschnitte  P liegenden  Iso- 
photenpankte wird  mau  in  bekannter  Weise  eine  Hälfte  der 
symmetrischen  Punktreihe  Dt  darstellen,  dieselbe  in  der  Richtung  l' 
nach  D‘  projiciren  und  diese  Pnnktreihe  symmetrisch  ergänzen.  Dio 
zu  den  Strahlen  des  Bascbels  S'D'  conjugirten  Durchmesser  von  P' 
[Fig.  2],  deren  Richtungen  wieder  mittelst  des  Kreises  x bestimmt 
werden,  schneiden  die  Horizontalcontour  in  ihren  Isophotcnpunkten. 
Da  der  oben  angegebene  Vorgang  für  die  Constmction  der  Isophoten- 
Tangentcn  hier  zu  keinem  Resultate  führt,  zeichnen  wir  in  der 
Nebenfigur,  in  welcher  k der  Durchstosspnnkt  des  durch  S gehenden 
Lichtstrahles  l mit  dem  Grundrisso  ist,  über  S‘h'  als  Durchmesser 
deD  Kreis  t,'.  Weil  die  Strahlen  des  Büschels  S'D1  die  horizontalen 
Projectionen  der  durch  S parallel  zu  den  den  construirten  Isophoten- 
punkten  entsprechenden  Berühruugsebenen  sind,  so  ergebon  sich  auf 
denselben  durch  den  Kreis  iä'  schon  die  Projectionen  des  Licht- 
strahles l auf  die  genannten  Ebenen.  S'0‘,  S'l',  S' 2',  S' 3'  ...  sind 
nämlich  die  Grandrisse  dioser  neuen  Lichtstrablenrichtungen,  aus 
welchen  man  ihre  Aufrisse  S" 0",  S"l",  S'2"  ...  erhält.  Mittelst  des 
letztgenannten  Büschels  kann  nun  im  Hanptschnitte  Q [Fig.  2]  die- 
selbe Construction  der  Isophotcn-Tangenten  durchgeführt  werden, 
welche  wir  bisher  im  Hauptschnitte  P Vornahmen.  Man  führe  an 
P'  parallel  zu  den  Strahlen  des  Büschels  S'D'  [Fig.  2a]  Tangenten 
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and  markire  ihre  in  x‘  liegenden  Schnittpnnkte , durch  welche  die 
zu  x,  normalen  in  der  Ebene  Q liegenden  Spuren  der  Berührungs- 
ebenen  zu  ziehen  sind.  Die  zu  den  Strahlen  des  Büschels  S"x 
[Fig.  2a]  conjugirten  Durchmesser  der  Ellipse  Q"  ergeben  sich  am 
einfachsten  durch  Supplemcntarscbnen. 

Die  durcbgcfUhrtcn  Beleuchtungs-Constructionen  lassen  sich  in 
ungeäuderter  Form  auch  ausführen,  wenn  nur  ein  Hauptschnitt  des 
Ellipsoids  zu  einer  Projcctionsebene  parallel  ist. 


B)  Bei  axonomctrischcr  Darstellung. 

§.  3. 

Bei  axonomctrischer  Darstellung  betrachten  wir  die  Bilder  eines 
Hauptschnittes  /'des  Ellipsoids  und  der  zu  ihm  normalen  Flächenachse 
BC  als  Angaben.  Wir  legen  unserer  Construction  eine  Ellipse  Af‘ 
zu  Grunde,  deren  Bild  der  über  BC  als  Durchmesser  geführte  Kreis 
ist,  und  stellen  nach  dem  in  unseren  „Beleuchtungs-Constructionen1 
auf  don  Seiten  271  und  272  angegebenen  Vorgänge  die  Hilfsfigur 
her;  nur  wird  man  in  letzterer  ausser  den  Geraden  und  (£>,) 
auch  die  Gerade  D'  construiren.  Zur  Bestimmung  der  Richtungen 
t der  den  einzelnen  Seitenlinien  entsprechenden  Berührungscylinder 
ist  'es  zweckmässig,  in  der  Nebenfigur  einen  die  Gerade  S‘*  in 
S'  berührenden  Kreis  *'  [vergl.  Fig.  5a]  so  zu  construiren,  dass 
derselbe  die  conjugirten  Richtungen  für  das  Bild  des  Hauptschnittes 
P liefert. 

Nachdem  man  bezüglich  einer  Seitenlinie  M , in  der  Nebenfigur 
[vgl.  Fig.  5a]  die  Punkte  d\  ri, [d‘ </,  | p]  und  (>l,)  [rf, [<i,)  norm.*] 
bestimmt  hat,  werden  wegen  der  Construction  der  Isophotcn-Tan- 
genten  von  den  aus  (</,)  an  den  Kreisbüschcl  zu  führenden  Tangenten 
die  in  der  Affinitätsachso  x liegenden  Punkte  markirt,  so  dass  dann 
der  Strahlenbüscbcl  rf,*  dio  in  die  zu  P parallele  Grundebene  auf- 
gedrehten Lagen  dieser  Tangenten  vorstellt;  er  schneidet  mn  in  einer 
Pnnktreihe,  welche  in  bekannter  Weise  auf  den  Träger  x projicirt 
wird  und  dadurch  einen  Strahlenbüschel  Sx  liefert,  der  die  Rich- 
tungen der  an  M [vergl.  Fig.  2 unserer  „Beleuchtungs-Constructio- 
nen“] zu  führenden  Tangenten  angibt.  Von  diesen  Tangenten  mar- 
kire man  ausser  den  Berührungspunkten  auch  die  in  * und  in  der 
Affinitätsachse  BC  liegenden  Schnittpunkte.  Durch  Projection  der 
sich  so  ergebenden  Punktreihe  * auf  den  Träger  A/j'  erhält  man  die 
zu  obigen  affinen  Tangenten  von  A/s,  welcho  die  Isophotcnpunkte 
liefern. 
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Behufs  Construction  der  Ispophoten-Tangenten  führe  man  durch 
die  Punktreihe  die  zu  <,  parallelen  Spuren  u der  Berührungs- 
ebenen.  Um  die  in  (£,)  [vgl.  Fig.  5a]  liegenden  Berührungspunkte 
des  Kreisbüschels  in  den  Raum  aufzudrehen , projiciren  wir  sie  zu- 
nächst mit  Benutzung  des  Büschels  d^x  auf  die  zu  F parallele  Grund- 
ebene und  von  hier  nach  der  Richtung  l‘  auf  die  Strahlen  des  Bü- 
schels d'  m n.  Die  zuletzt  erhaltenen  Punkte  geben  in  S ' einen 
Büschel,  zu  dessen  Strahlen  mittelst  des  Kreises  * die  conjugirten 
Richtungen  bestimmt  werden,  nach  denen  in  der  Hauptfigur  durch 
den  Flächcnniittelpunkt  die  Spuren  der  Selbstschattengrenzen  geführt 
werden.  Durch  die  Schnittpunkte  dieser  mit  den  entsprechenden 
Spuren  u müssen  die  Isophoten-Tangenten  gehen. 

In  ähnlicher  Weise  wird  die  die  Lichtpole  enthaltende  Seiten- 
linie behandelt  Einfach  gestaltet  sich  die  Construction  der  Isopho- 
tenpunkte  des  Hauptschnittes  F,  während  die  Bestimmung  der  ent- 
sprechenden Isophoten-Tangenton  zwar  durchführbar,  aber  ziemlich 
umständlich  ist. 

Bei  der  Construction  der  in  der  Contour  liegenden  Isophoten- 
punkte  werden  wir  in  der  Nebenfigur  den  in  unseren  „Beleuchtungs- 
Constructioncu“  auf  Seite  273  angewandten  Büschel  v mn  darstel- 
len. Nun  könnte  man  daraus  die  Isophoten-Punkte  und  -Tangenten 
bestimmen  und  mittelst  derselben  erst  die  Contour  zeichnen;  einfacher 
ist  es  aber,  vorerst  die  Contour  aus  zwei  conjugirten  Durchmessern 
darzustellen  *)  und  erst  dann  die  Berührungspunkte  der  zu  den 
Strahlen  des  Büschels  v mn  parallelen  Contourtnugenten  mit  Be- 
nutzung von  Snpplementarsehnen  zu  bestimmen;  sie  sind  schon  dio 
gesnehten  Isophotenpunkte. 


C)  Bei  porspectivischer  Darstellung. 

§•  4. 

•* 

Auch  bei  perspectivischer  Darstellung  betrachten  wir  dio  Bilder 
eines  Hauptschnittes  P und  der  za  ihm  normalen  und  ihn  in  A tref- 
fenden Flächenachse  BC  als  Angaben  *)  und  bezeichnen  dio  Flucht- 


1)  S.  d.  Verf.  „Constructionen  über  Flachen  zweiten  Grades  in  allge- 
meiner Parallelprojection“  (Jahresbericht  der  öffentlichen  Oberrealschule  in  der 
Josefstadt  in  Wien.  188^). 

1)  8.  d.  Verf.  „Neue  Constructioncn  Über  Flächen  zweiter  Ordnung  mit 
besonderer  Berücksichtigung  der  perspectivischen  Darstellung“  (Zeitcchrift  d. 
Vereines  oeaterr.  Zeichenlehrer,  Wien  1883). 
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linie  des  erstcren  mit  pv  [vergl.  Fig.  3 unserer  „Beleucbtungs- 
Constructionen“]  und  den  Fluchtpunkt  der  letzteren  mit  o.  Wir 
stellen  eine  als  Kreis  erscheinende  Ellipse  dar,  deren  eine  Achse 
BC  ist,  indem  wir  den  von  B und  C gleich  weit  entfernten  Punkt  p 
der  Fluchtlinie  pv  bestimmen  und  dann  die  Geraden  p/1  und  pC 
führen,  wodurch  der  diesclbo  respoctivc  in  den  Punkten  B und  C 
berührende  Kreis  M die  obigen  Bedingungen  erfüllt;  er  ist  das  Bild 
einer  die  Hauptschnittcbone  P in  .-lp  schneidenden  Ellipse  mit  den 
Achsen  BC  und  Ap. 

Boi  der  Beleucbtungs-Construction  wird  das  im  vorigen  Para- 
graphen befolgte  Verfahren  mit  wenigen  Acnderungen  durchgeführt. 
Die  Fluchtpunkte  der  Tangenten  t ergeben  sich  hier  am  einfachsten 
durch  die  Bilder  vou  Supplcmentarsehnen.  Dann  werden  auf  die  in 
unseren  „Beleucbtungs-Constructionen“  im  allgemeinen  Falle  an- 
gegebene Art  (S.  275)  die  auf  der  Fluchtlinie  pa  von  M liegenden 
Fluchtpunkte  der  an  M zu  führenden  Tangenten  bestimmt  und  von 
diesen  Tangenten  ausser  den  Berührungspunkten  die  auf  M'  und  auf 
der  Collineationsacbse  BC  liegenden  Schnittpunkte  markirt,  aus 
welchen  sich  die  Isophotenpunkte  von  Mx  und  die  zu  t parallelen 
Spuren  u der  Berübrungsebenen  ergeben.  Für  die  Darstellung  der 
Isophoten-Tangeuteu  wird  auf  bekannte  Art  in  der  Nebenfigur  der 
Büschel  Sk'  dargestellt,  worauf  man  wieder  in  der  Hauptfigur  mit- 
telst der  Bilder  von  Suppleroentarsehnen  die  durch  A gehenden  con- 
jugirten  Richtungen  führt.  Durch  die  Schnittpunkte  der  letzteren 
mit  den  Spuren  u müssen  schliesslich  die  Isophoten-Tangenten  gehen. 

Bei  der  Construction  der  in  dem  Hanptschntitto  P liegenden 
Isophotenpunkte  wird  das  im  Paragraphen  2 angegebene  Verfahren 
in  fast  ungeändertcr  Weise  durchgeführt. 

III. 

ßeleuchtungs-Constrnctionen  für  das  elliptische  Hyperboloid 

mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Isophoten-Tangenten. 

§.  5. 

Wir  betrachten  ein  elliptisches  Hyperboloid,  dessen  reelle  Achse 
zur  horizontalen  Projectionsebene  normal  und  von  dem  ein  Ilaupt- 
schuitt  M zur  verticalen  Projectionsebene  parallel  ist,  als  gegeben. 
Weil  sich  die  Belcuchtungs-Constrnctionen  bei  dieser  Fläche  von 
denen  des  Ellipsoides  nur  in  der  Aufsuchung  der  Berührungspunkte 
der  an  die  Seitenlinie  M zu  führenden  Tangenten  unterscheiden, 
haben  wir  in  der  entsprechenden  Fig.  3 [Taf.  I.]  den  Grundriss 
wcggelassen. 


Digilized  by  Google 


und  Conslruction  derselben  Jär  Flächen  zweiten  Grades.  121 

Man  führe  ein  für  allemal  durch  einen  Punkt  Sn  der  reellen 
Fläcbenachse  auf  die  Asymptoten  T des  Hauptschnittes  M die  Nor- 
malen Snc,  verbinde  die  Fusspunkte  c derselben  durch  eine  Gerade 
r"  and  lege  die  Hilfsfigur  so  an,  dass  der  Scheitel  des  aus  derselben 
resaltirendon  Normalbüschcls  mit  dem  Punkte  SH  zusammenfällt 
[ffS"  = Sn  iS'].  Hat  man  dann  für  irgend  eine  Seitenlinie  Af,  in  der 
Nebenfigur  den  Normalbüschel  S,,  dargestellt,  so  werden  seine  Strah- 
len durch  die  Gerado  r"  geschnitten,  und  gleichzeitig  behufs  Darstel- 
lung der  Isophotcn-Tangenten  zu  denselben  normale  Tangenten  au 
.V“  geführt,  und  ihre  auf  der  imaginären  Achse  x von  M liegenden 
Schuittpunkte  markirt.  Verbindet  man  hierauf  die  auf  r"  sich  er- 
gebenden Punkte  mit  dem  Mittelpunkte  A"  von  3t"  durch  Gerade, 
so  treffen  diese  31"  in  denjenigen  Berührungspunkten,  welche,  auf 
hl,  projicirt,  die  Isopbotenpunkto  liefern1).  Der  weitere  Verlauf  ist 
der  beim  Ellipsoid  angegebene. 

Bei  axonometrischer  Darstellung  müssen  auch  eine  Seitenlinie  M 
samt  ihren  Asymptoteu  und  ein  zur  reellen  Flächenachso  normaler 
Flächenschnitt  gegeben  sein2).  Hat  man  ein  für  allemal  bei  dem 
Bilde  von  31  aus  einem  Punkto  S„  der  reellen  Achse  des  Bildes  auf  dio 
Asymptoten  die  Normalen  .S„  c gefällt  und  ihre  Fusspunkte  durch  die 
Gerade  r verbunden,  so  wird  bei  der  Durchführung  der  bekannten 
Bcleuchtungs-Constrnction  der  sich  in  der  Nebenfigur,  welche  in  der 
oben  angegebenen  Art  mit  der  Hauptfigur  zu  vereinigen  ist,  ergeben- 
den Büschel  Sn  mit  r geschnitten  und  dann  in  bekannter  Weise  fort- 
gefahren. 'Auch  bei  der  Bestimmung  der  in  der  Fläcbencontour 


1)  Wir  wollen  die  angewandte  planimetrieche  Construction,  welche  Dr.  L.  Bur- 
»eiter  in  seiner  „Theorie  und  Darstellung  der  Beleuchtung“  veröffentlicht  hat, 
sach  Frincipien  der  darstellenden  Geometrie  ableiten,  indem  wir  uns  die  Auf- 
gabe stellen,  bei  der  in  Fig.  3 samt  den  Asymptoten  T dargestellten  Hyperbel 
hl'  den  Berührungspunkt  derjenigen  Tangente  t"  zu  finden,  welche  auf  einer 
gegebenen  Geraden  a"  normal  steht.  Denken  wir  uns  das  entstandene  Viereck 
SncAc  um  die  Hyperbelachse  ASn  rotirt,  so  entstehen  zwei  auf  einander 
normal  stehende  Kegelflächen  mit  der  gemeinschaftlichen  Basis  r und  den 
Scheiteln  A and  S».  Die  gegebene  Hyperbel  M kann  man  dann  als  die  ter- 
hcale  Projection  des  Schnittes,  den  eine  zum  Aufrisse  parallele  Ebene  E mit 
fan  Kegel  A bildet,  und  a"  als  verticale  Projection  einer  Erzeugenden  des 
Kegels  Sn  betrachten  und  die  dieser  entsprechende  Erzeugende  6 des  Kegels 
A ziehen.  Die  in  dem  Schnittpunkte  B der  Erzengenden  i und  des  Kegel- 
schnittes 3t  an  letzteren  gezogene  Tangente  t ist  der  Durchschnitt  der  Ebene 
£ mit  der  den  Kegel  A längs  b berührenden  Ebene ; da  letztere  auf  a normal 
steht,  muss  auch  die  zur  Verticalspur  der  Berührungsebene  parallele  Gerade  t" 
■uf  a"  normal  stehen  und  man  erhält  daher  in  B"  den  gesuchten  Punkt. 

2)  S.  unsere  auf  S.  119  citirte  Abhandlung. 
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liegenden  Isopbotenpunktc  ist  cs  sehr  zweckmässig,  die  Asymptoten 
der  Contonr  in  mehrerwähnter  Weise  auzuwendon. 

Bei  perspcctivischcr  Darstellung  hat  man  analog  dem  früheren 
immer  die  reelle  Achse  und  die  Asymptoten  des  Bildes  der  gegebenen 
Seitenlinie  3/  bei  der  Construction  zu  benutzen. 


IV. 

Itelenchtnngs-Coiistrnettonen  für  das  elliptische  Pnrabolold 
mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Isophoten-Tangcnten. 

A)  Construction  der  Isophotenpu  nkte  und  lsophoten- 
Tangenten  für  einzelne  Achsonschnittc. 

§•  6. 

Der  in  Fig.  2 eingeschlageuo  Vorgang  lässt  sich  auch  auf  ein 
elliptisches  Paraboloid  [Fig.  4]  anwenden.  Die  auf  der  gegebe- 
nen Seitenlinie  P sich  ergebenden  Berührungspunkte  erhält  man, 
wenn  mau  zu  dem  aus  der  Nebeuligur  rcsultireuden  Normalbüschel 
Su  durch  den  Brcnupuukt  F,  von  V einen  Parallelbüschel  führt  und 
durch  die  sich  dadurch  auf  der  Directrix  r,  ergebenden  Schnittpunkte 
Parallele  znr  Flächcuacbsc  HA  zieht.  Man  kann  deshalb  das  ganzo 
aus  dem  Brennpunkte  F’„  der  Directrix  r,  und  dem  durch  Ft  zu 
führenden  Normalbüschel  bestehende  ebene  System  in  der  Richtung 
A"H"  soweit  hinauf  rücken,  dass  dadurch  die  verticale  Projection 
der  Fläche  auch  dann  nicht  gestört  wird,  wenn  mau  den  Punkt  SH 
der  Nebenfigur  mit  dem  hinauf  gerückten  Punkt  F | zusammen  fallen 
lässt 

Bei  der  Construction  der  Isophotcn-Tangonten  ist  es  vorteilhaft, 
von  den  dabei  vorkommenden  zwei  Systemen  von  Ebenen  die  Spuren 
in  derjenigen  horizontalen  Ebene  darzustellen,  deren  verticale  Pro- 
jection die  durch  A'  geführte  Gerade  A'a  ist  Dann  sind  die  an  P" 
zu  führenden  Tangenten  durch  letztere  Gerade  zu  schneiden  und  die 
sich  so  ergebende  Punktreihe  kann  sofort  auf  3/j'  projicirt  werden. 
Weil  bei  dieser  Fläche  die  Ebenen  aller  Selbstschattengrenzen  zur 
verticalen  Flächeuachse  HA  parallel  sind,  müssen  die  Spuren  der- 
selben nach  den  sich  in  der  Nebenfigur  ergebenden  Richtungen  durch 
die  horizontalen  I’rojectionen  der  Isophotcnpunktc  geführt  werden; 
sic  sind  schon  die  horizontalen  Projcctionen  der  Isophoten-Tangenten. 

Bezüglich  der  axonometrischen  und  der  perspectivischen  Dar- 
stellung genügt  die  Bemerkung,  dass  der  Brennpunkt  und  die  Di- 
rectrix  des  Bildes  der  gegebenen  Seitenlinie  zu  benutzen  sind. 


Digilized  by  Google 


und  Construction  derselben  für  Flächen  zweiten  Grades . 


123 


B)  Construction  der  Isoph  ote  npunkte  und  Isophoten- 
Tangcnten  für  einzelne  Paral  1 el schni tte. 

§•  7. 

Ist  ein  Hauptscbnitt  P des  Paraboloids  zu  einer  Projectionsebeno 
parallel  [Fig.  4],  so  ist  es  zweckmässiger,  nach  dem  Vorgänge  des 
5.  4 unserer  „Beleuchtungs-Constructionen“  die  Isopbotenpunkte  der 
zu  ihm  parallelen  Schnitte  darzustellen.  In  der  Nebenfigur  4a  haben 
wir  also  die  verticale  Projectionsebeno  als  Constructionsebeno  zu 
betrachten  und  den  Punkt  S in  der  horizontalen  anzunchmen  [S'S" 
norm,  x,  l\  t',  v'v"  norm,  x,  S"S0  norm,  t' , = S'S , l0,  S0 10 

norm.  1$,  ...  mn  norm.  I",  S'O  norm.  1$  u.  s.  w.] 

Die  Richtungen  der  den  einzelnen  Schnitten  P,  [Fig.  4]  ent- 
sprechenden Umhüll ungscylinder  werden  wir  mittelst  des  auf  der 
Projectionsachso  x,  normalen  Hauptscbnittes  Q bestimmen  und  uns 
letzteren  zu  dem  Behufe  in  dem  in  die  horizontale  Projectionsebeno 
ungeklappten  Kreuzrisse  dargestellt  denken.  Um  dio  Richtungen  der 
einzelnen  Tangenten  t,  zu  erhalten,  ohne  diesen  Hauptscbnitt  zeichnen 
zu  müssen,  führen  wir  r norm.  A‘a  und  machen  aF  gleich  der  Sub- 
aonnale  der  Parabel  Q\_A'a  = aß  norm,  aa,  aF  «=  A'ß], 

Für  den  Schnitt  ergibt  sich  schon  in  ytF  dio  Richtung  der  Nor- 
malen seines  in  Q liegenden  Punktes  und  durch  t"  norm.  ytF  dio 
Taugenteurichtung  z/",  so  dass  tfä,  gleich  der  Subtaugente  und  dio 
Hälfte  of,  davon  gleich  der  Abscisse  des  in  Pi  liegenden  Punktes 
des  Hauptschnittes  Q ist. 

Damit  man  in  der  Nebenfigur  die  Durchschnittspunkte  der  durch 
8 zu  den  Tangenten  t parallel  geführten  Geraden  mit  der  vertiealen 
Projectionsebeno  und  mit  der  Ebene  mno  bestimmen  kann,  construiren 
*ir  im  Anfrisse  nud  in  dem  in  den  Aufriss  umgeklappten  Kreuzrisse 
die  Scbnittgerade  g der  durch  S gehenden  znm  Hauptschnitte  Q pa- 
rallelen Ebene  mit  mno  und  legen  sie  dann  um  die  Spur  mn  in  die 
rerticale  Projectionsobene  nach  um.  Wegen  der  Uebereinstimmnug 
mit  der  Nebenfigur  denken  wir  uns  auch  in  der  Hauptfigur  den  Kreuz- 
riss in  die  verticale  Projectionsebeno  umgeklappt,  d.  h.  um  90°  ge- 
dreht, wodurch  in  der  neuen  Lage  die  Tangenten  t die  in  Fyl  dargestcUten 
Richtungen  der  Normalen  erhalten  würden.  Wir  können  also  in  der 
Nebenfigur  sofort  die  Tangentenricbtung  t™  parallel  zu  Fyl  ziehen  nnd  dio 
Schnittpunkte  »,  und  d der  Geraden  <,  mit  der  vertiealen  Projcctious- 
ebene  und  der  Ebene  mno  darstellen  [<!'",  <f<C  norm,  z,  d"^  1 1’~\. 

Die  aus  d1  hervorgehende  Punktreihe  mn  gibt  mit  i\  die  Rich- 
tungen der  an  P geführten  Tangenten,  deren  Berührungspunkte  sich 


Digilized  by  Google 


124  Bazala'.  Allgemeine  Theorie  der  Uopkoten- Tangenten 

wieder  mittelst  des  Normalbüschels  F \ ergeben.  Durch  die  auf  r, 
entstehende  Punktreihe  erhält  man  gleichzeitig  die  die  Berührungs- 
punkte von  P"  nach  P,"  projicirenden  zu  H"A"  parallelen  Geraden 
und  auch  die  in  liegenden  horizontalen  Projectionen  der  Jso- 
photenpunkte;  um  die  vertiealen  Projectionen  derselben  zu  bestimmen, 
braucht  man  blos  auf  den  Projicirenden  die  Strecke  «f,  aufzutragen. 

Für  die  Constrnction  der  Isophoten-Tangenten  muss  man  wieder 
die  im  Kreise  1-,  [Fig.  4a]  liegenden  Schnittpunkte  des  Kreisbüschels 
aufdrehen.  Die  aufgedrehten  Punkte  geben  mit  <S"  einen  Büschel, 
zu  dessen  Strahlen,  als  Tangentenrichtungen  betrachtet,  im  Haupt- 
schnitte P die  conjugirten  Durchmesser  und  ihre  in  P’  liegenden 
horizontalen  Projectionen  »j',  t>8'  ...  wieder  mittelst  eines  durch  F, 
geführten  zu  ff'  normalen  Büschels  gezeichnet  werden;  sie  sind  die 
Spuren  des  Bündels  der  Ebenen  der  Sclbstscbattengrenzen.  Die  zu- 
gehörigen Spuren  der  Berührungsebenen  kann  man  erhalten,  wenn 
man  durch  die  Isophotenpunktc  die  Erzeugenden  des  das  Paraboloid 
nach  >\  berührenden  Cylinders  bis  zu  ihren  in  der  Ebene  P liegen- 
den Schnittpunkten  führt,  was  durch  blosses  Aufträgen  der  Subtangente 
ad,  geschieht,  und  durch  diese  Schnittpunkte  zn  den  entsprechenden 
Tangenten  von  P Parallele  zieht.  Durch  die  Dnrchschnittspunkte 
r„*,  r,",  rf”,  vs"  ...  der  beiden  Spurensysteme  kann  man  schon  die 
vertiealen  Projectionen  der  Isophoten-Tangenten  führen.  Bedeutend 
einfacher  ist  cs,  wenn  man  auf  den  Spuren  der  Selbstschattengrenzeu 
von  ihren  Schnittpunkten  mit  den  Tangenten  des  Hauptschnittes  P 
angefangen  die  constante  Strecke  aufträgt.  Die  horizontalen  Pro- 
jectionen der  Isophoten-Tangenten  müssen  durch  die  Punkte  «*’,  r8'... 
gehen. 

Um  den  den  Lichtpol  enthaltenden  Schnitt  Pt  zu  erhalten,  braucht 
man  blos  die  Normale  Fyt  parallel  zu  f zu  führen.  Die  entsprechen- 
den Tangenten  des  Kreisbüschels  sind  dann  zu  g,  parallel,  und  ihre 
Berührungspunkte,  welche  in  einer  zu  g,  normalen  Geraden  kt  liegen, 
werden  dadurch  aufgedreht,  dass  man  sie  auf  ihren  aufgedrehten 
Träger  projicirt 

Um  die  Isophotenpunkte  der  Verticalcontour  P zu  erhalten, 
stelle  man  io  bekannter  Weiso  die  Punktreihen  D,  und  D"  her  und 
führe  dann  zn  dem  Strahlenbüschel  S'Lf'  durch  F,  einen  Normal- 
büschcl.  Da  die  obige  Methode  der  Constrnction  der  Isophoten- 
Tangenten  für  P zu  keinem  Resultate  führt,  schlagen  wir  denjenigen 
Vorgang  ein,  welcher  bei  der  Horizontalcoütour  des  Ellipsoids  [S.  117] 
besprochen  wurde,  indem  wir  zunächst  über  S'v"  als  Durchmesser 
den  Kreis  i,'  zeichnen , denselben  mit  dem  Strahlenbüschel  S'Df' 
zum  Schnitte  bringen  und  die  in  * liegenden  horizontalen  Projectionen 
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der  Schnittpunkte  markiren.  Bei  der  Ellipse  E sind  nun  zu  den 
Strahlen  des  Büschels  S'x  durch  Snpplementarsehnen  die  conjugirten 
Richtungen  zu  bestimmen,  nach  welchen  schliesslich  die  horizontalen 
Projectionen  der  Isophoten-Tangenteu  geführt  werden. 

Die  in  Fig.  4 behandelten  Beleuchtungs-Constructionen  lassen 
sich  auch  bei  axonometrischer  und  bei  perspectivischer  Darstellung 
durch  führen. 


V. 

Beleuchtungs-Constructionen  für  das  windschiefe  Hyperboloid 
mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Isophoten-Tnngeuten. 

A)  Bei  gewöhnlicher  Darstellung  durch  Grund- 
und  Aufriss. 

§.  8. 

Um  bei  einem  windschiefen  Hyperboloide  die  Isophotenpunkte 
and  die  zugehörigen  Isopboteu-Tangcnten  einzelner  durch  die  ima- 
puäre  Flächenachse  gehender  Schnitte  zu  erhalten,  hat  man  den 
heim  elliptischen  Hyperboloid  angedeuteten  Vorgang  einzuschlagen, 
also  vor  allem  durch  einen  Punkt  S„  der  reellen  Achse  des  Bildes 
der  gegebenen  Seitenlinie  M auf  seine  Asymptoten  T Normale  S*c 
a fahren. 

In  hohem  Grade  einfacher  ist  die  Belcuchtungs-Construction, 
«tun  man  die  Isophotenpunkte  einzelner  Erzeugenden  der  Fläche 
and  die  zugehörigen  Systeme  von  Tangenten  sucht;  wir  werden  den 
betreffenden  Vorgang  im  nächsten  Paragraphen  kennen  lernen. 

B)  Bei  axonometrischer  und  bei  perspectivischer 
Darstellung. 

§.  9. 

Das  in  Fig.  5 axonometrisch  dargestellte  windschiefe  Hyper- 
boloid ist  durch  zwei  cougruente  zur  imaginären  Flächunachse 
OA  normale  ebene  Schnitte  1\  von  welchen  wir  den  oberen  als 
Cogstructions-Grundriss  wählen,  begrenzt;  die  beiden  durch  deu 
f'Uchenmittelpunkt  O gehenden  Geraden  sind  die  Contouren  des 
■Cymptotenkcgels  der  Fläche1).  Damit  man  durch  beliebige  Punkte 
die  Erzeugenden  der  Fläche  ziehen  könne,  ist  cs  notwendig,  vorerst 
dire  Contour  über  das  dargestellte  Flüchenstück  hinaus  bedeutend 
t*  erweitern. 


I)  8.  unsere  auf  S.  US.  citirte  Abhandlung, 
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Um  die  Isophotenpunkte  irgend  einer  Erzeugenden  gt,  g, ' [a, 
a,'  II  <L4]  zu  erhalteu,  führen  wir,  da  bei  einem  windschiefen  Hyper- 
boloide die  Berührungsebene  in  einem  Flächeupuukto  die  durch  ihn 
gehenden  Erzeugenden  enthält,  in  der  Nebenfigur  5a  durch  S und 
S'  Parallele  zu  gt  respective  y/;  beide  treffen  sich  im  Durchstoss- 
punkto  h der  gl  mit  der  Grundebene.  Um  die  Durchstosspunktc  d 
der  verschiedenen  Geraden  g mit  der  Ebene  mno  dos  Kreishüschels 
einfach  zu  erhalten,  projiciren  wir  ein  für  allemal  S in  der  Richtuug 
l'  auf  die  Ebene  mno  nach  » (s.  unsero  „Beleuchtungs-Coustructio- 
nen“,  S.  273);  wird  die  Ebene  mno  um  die  Spur  mit  in  die  Grund- 
ebene umgeklappt,  so  kommt  die  Strecke  S'o  nach  S'«,  [(*,)«,  norm. 
ie].  Wenn  man  nun  h a parallel  zu  l'  führt,  so  ergibt  sich  in  e a 
die  durch  Projection  der  Geraden  g , nach  der  Projectiousrichtung  T 
auf  mno  entstehende  Gerade  und  in  s,  a ihre  umgelegte  Lage;  somit 
erhält  man  im  Dnrchschuittc  der  Geraden  gt‘  und  s'a  den  Punkt  W 
dann  durch  d'</,  | V die  erste  Umlegung  rf,  und  aus  ihr  die  zweite 
Umlegung  (dj). 

Aus  (d,)  werden  an  den  Krcisbüschel  Tangenten  geführt  und 
ihre  Schnittpunkte  mit  der  Affiuitätsache  x markirt,  so  dass  sich  dann 
der  in  der  aufgedrehten  Grundebene  liegende  Büschel  <7,  x orgiobt ; 
derselbe  schneidet  die  Spur  mn  in  einer  Punktreihe,  welche  in  dem 
Scheitel  A einen  Büschel  liefert,  der  die  Grundspuren  derjenigen 
durch  S gehenden  Ebenen  vorstcllt,  welche  zu  den  das  Hyperboloid 
in  den  gesuchten  Isophotonpunkten  berührenden  Ebenen  parallel  sind. 
Die  in  P [Fig.  5]  liegenden  Spuren  der  letzteren  ergeben  sich  dem- 
nach, wenn  man  durch  deu  Fusspuukt  A,  der  gt  zu  den  Strahlen 
des  obigen  Büschels  Parallele  zieht.  Sio  treffen  die  Flächenspur  P 
in  den  Punkten  0,  1,  2,  3 . . . , durch  welche  mittelst  der  Flächen- 
contour  die  Erzeugenden  desjenigen  Systems  gezogen  werden , dem 
gt  nicht  augehört;  wo  letztere  die  Erzeugende  g,  schneiden,  sind  die 
gesuchten  Isophotenpunkto. 

Um  in  deu  dargestellten  Isophotcnpuukten  die  Iophoten-Tan- 
genten  zu  coustruiren,  führen  wir  in  der  Ebene  des  elliptischen 
HaupUchnitles  durch  den  in  ihm  liegenden  Funkt  r,  der  Er- 
zeugenden y,[o j c,  — e,A,]  die  Spuren  der  Berührungsebenon,  welche 
zu  den  durch  A,  in  der  Ebene  T geführten  parallel  sein  müssen  und 
daher  auch  gleichzeitig  mit  letzteren  gezogen  werden  können.  Die 
Richtungen  der  Strahlen  des  anderen,  durch  deu  Flächeumittclpunkt 
O gehenden  Spurenbüschels  kann  mau  auf  die  beim  Ellipsoid  ange- 
gebene Art  erhalten. 

Aus  den  Isophotcnpuukten  einer  Erzengenden  g , ergeben  sich 
auch  schon  die  diametral  gegenüber  liegenden  der  zu  ihr  parallelen 
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Erzeugenden  und  aus  den  Isophoten-Tangenten  der  ersteren  die 
zo  ihnen  parallelen  der  letzteren. 

Die  Richtungen  der  vier  Erzeugenden,  welche  paarweise  die 
Lichtpole  der  Fläche  liefern,  wenn  solche  auf  ihr  überhaupt  Vor- 
kommen, ergeben  sich  bekanntlich,  wenn  man  durch  die  Flächenspur 
P einen  zum  Asymptotenkogel  des  Hyperboloids  parallelen  Kegel  legt 
und  denselben  durch  eine  durch  seinen  Scheitel  *[(*0  ?]  gehende 
auf  l normal  stehende  Ebene  schneidet.  Führt  man  »H  parallel  zur 
Geraden  *S ' der  Nebenfigur,  so  ergeben  sich  in  der  zu  mn  parallelen 
Geraden  Hh,h.  die  Spur  der  genannten  Schnittebene  und  in  * h3 
and  <A4  die  in  ihr  liegenden  Kegelcrzeugenden.  Werden  zu  letzteren 
parallele  Erzeugende  des  Hyperboloids  geführt,  so  treffen  sich  die- 
selben in  den  beiden  Lichtpolen.  Da  diese  beiden  Richtungen  zur 
Ebene  mno  parallel  sind,  fällt  jeder  der  beiden  ihnen  entsprechenden 
Tangentialbüschel  parallel  aus,  und  zwar  ergeben  sich  die  Richtungen 
derselben,  wenn  man  in  der  Nebenfigur  sAa  und  sA4  parallel  zu  den 
gleichnamigen  Geraden  der  Hauptfigur  zieht,  in  (*,)  (As)  und  (»,)  (A4). 
Die  weitere  Construction  bleibt  ungeändert,  und  ist  bei  derselben 
blos,  wie  beim  elliptischen  Paraboloid,  zu  berücksichtigen,  dass  die 
Berührungspunkte  des  Kreisbüschels  wieder  in  eine  Gerade  fallen. 

Die  Isophotenpuukte  des  elliptischen  Hauptschuittes  werden  auf 
die  beim  Ellipsoid  angegebene  Art  bestimmt;  nur  hat  man  die  Tan- 
genten an  P zu  führen  und  die  sich  ergebenden  Berührungspunkte 
aus  einem  Punkte  « der  Flächenachse  central  auf  den  Hauptschnitt 
in  projiciren. 

Auch  die  in  der  Flächencontour  liegenden  Isophotenpuukte  er- 
geben sich  auf  die  beim  Ellipsoid  angegebene  Art ; um  die  betreffen- 
den Berührungspunkte  zu  erhalten,  wird  man  aus  einem  Punkte  SH 
der  reellen  Achso  des  Contourbildes  auf  die  Contouren  T des 
Asyinptotenkegels  Normale  ziehen  und  ihre  Fusspunkte  « und  ß 
durch  eine  Gerade  verbinden. 

Bei  perspectivischer  Darstellung  hat  man  auch  den  Vorgang  ein- 
zoh&lten,  welcher  in  diesem  Paragraphen  gegeben  wurde ; da  sich  dabei 
gor  keine  Schwierigkeiten  ergeben,  überlassen  wir  die  Ausführung 
dem  geneigten  Leser  *). 


I)  Die  Construction  der  Isophotcn-Tungenton  bei  windschiefen  Flachen 
nreiten  Grades  hat  der  Verfasser  bereits  im  Jahre  1876  in  seiner  Abhandlung 
,Ücber  die  Construction  dar  Linien  von  gleicher  Beleuchtungsstärke  anf  wind- 
■eliiefen  Flächen“,  welche  sich  als  Manuscript  im  Archiv  der  k.  k.  wissen- 
Kbsftlichen  Realschul-PrOfunga-Commission  m Wien  befindet,  dnrehgeführt. 
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VI. 

Beleuclitungs-Constructloueu  für  das  windschiefe  Paraboloid  mit 
besonderer  Berücksichtigung  der  lsophoteu-Tangcnten. 

A)  Bei  gewöhnlicher  Darstellung  durch  Grund-  und 
Aufriss. 

§.  10. 

Bei  einem  windschiefen  Paraboloide  kann  mau  entweder,  wio 
beim  Ellipsoid,  die  Isophotenpunkte  einzelner  Achsenschuitte  be- 
stimmen, oder  nach  dem  beim  elliptischen  Paraboloid  angewendeten 
Verfahren  die  Isophotenpunkte  einzelner  zu  einem  parabolischen 
Hauptschnitte  paralleler  Schnitte  darstcllcn , oder  endlich  die  Iso- 
photenpunkte einzelner  Erzeugenden  construiren.  Wir  wollen  nur 
den  letzteren  Vorgang  behandeln  und  uns  dabei  kurz  fassen,  weil 
er  sich  von  dem  analogen  Verfahren  bei  dem  windschiefen  Hyper- 
boloid nur  durch  einige  Vereinfachungen  unterscheidet. 

Wir  denken  uns  das  windschiefe  Paraboloid  so  gestellt,  dass  die 
Fläehenachse  normal  zur  horizontalen  Projectionsebeno  und  ein  para- 
bolischer Hauptschnitt  parallel  zur  verticalen  Projectiousobcue  ist, 
wodurch  die  beiden  Richtungsebenen  P und  Q.  eine  verticale  Lage 
annehmen;  die  Horizoutalspur  des  Paraboloids  ist  dann  eine  Hyper- 
bel, deren  Asymptoten  die  horizontalen  Projectionen  P‘  und  <2*  der 
Richtunggebenen  sind.  Aussordein  denken  wir  uns  die  Fläche  durch 
zwei  congruento  zur  Projectionsaehse  normale  Schnitte  begrenzt 

In  der  Hilfsfigur,  welche  in  derselben  Lage  ausgeführt  wird,  wie 
die  Fig.  2a,  legen  wir  durch  8 zwei  Ebenen  P und  Q,  welche  zu 
den  Richtungsebenen  der  Fläche  parallel  sind,  und  bestimmen  ihre 
Schnitte  G und  II  mit  der  Ebcno  mno,  sowie  auch  die  umgelegtcn 
Lagen  G1  und  Ht  derselben:  in  diesen  Geraden  müssen  alle  Durch- 
stosspunkto  d der  durch  S zu  dcu  Erzeugenden  des  Paraboloids 
parallel  zu  führenden  Geraden  g mit  der  Ebene  mno  liegen. 

Um  die  Isophotenpunkte  einer  zur  Richtungsebenc  P parallelen 
Erzeugenden  <7,  zu  erhalten,  führen  wir  in  der  Nebenfigur  durch  S 
die  zu  ihr  parallele  gu  welche  die  horizontale  Prejectionsobeue  im 
Punkte  h und  dio  Gerade  G in  dem  Punkte  d trifft.  Danu  ergeben 
sich  in  der  horizontalen  Projectionsebeno  der  Hauptfigur  auf  be- 
kannte Art  die  durch  den  Fusspuukt  A,  der  Erzeugenden  gt  gehen- 
den Spuren  der  Bertthrungsebencn,  aus  deren  in  der  erweiterten 
Horizoutalspur  des  Paraboloids  liegenden  Schnittpunkten,  die  die  Iso- 
photenpunkte liefernden  zu  Q'  parallelen  Erzeugenden  zu  führen  sind. 
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Bezfiglich  der  Isophoten-Tangenten  für  g,  hat  man,  da  die  Ebe- 
nen aller  Selbstschattengrenzen  vertical  ausfalleu,  za  den  Strahlen 
des  in  der  Nebenfigur  sich  ergebenden  Büschels  S'k die  conjngirten 
Richtnngcn  durch  die  horizontalen  Projectiouen  der  Isophotenpunkte 
za  führen,  bis  sie  iu  ihren  Schnittpunkten  mit  den  durch  h,  gehen- 
den Spuren  die  Fusspunkte  der  Isophoton-Taugenten  geben,  mittelst 
deren  man  ihre  verticalen  Projectiouen  bestimmt. 

Der  Lichtpol  der  Fläche  ergibt  sich  im  Schnittpunkte  der  zu 
den  Geraden  t»’  und  H der  Nebenfigur  parallel  zn  führenden  Erzeu- 
genden. Bei  dem  betrachteten  Flftchcnstücke  ist  es  auch  sehr  wich- 
tig, nach  den  aus  den  früheren  Paragraphen  bekannten  Vorgängen 
die  in  der  Verticalcontour  und  iu  den  zur  Projectionsaohse  nor- 
malen Grenzschnitten  liegenden  Isophotenpunkte  samt  den  ent- 
sprechenden Tangenten  zu  construircn. 


B)  Bei  axonometrischer  und  bei  perspectivischer 
Darstellung. 

§.  11. 

Um  das  soeben  behandelte  Verfahren  bei  axonometrischer  Dar- 
stellung durchzuführen,  stellen  wir  in  der  Nebenfigur  die  Schnitt- 
geraden  G und  //  der  zu  den  Asymptotcnebeuen  der  Fläche  paral- 
lelen Ebenen  mit  der  Ebene  mno  dar.  Hat  man  dann  die  einer  zur 
Ricbtungsebenc  P parallelen  Erzeugenden  g,  entsprechenden  Punkte 
*,  d,  d , ä\  d,  und  (d,)  auf  einander  folgend  coustruirt  uud  die  sich 
dann  ergebende  Punktreihe  mn  bestimmt,  so  schneide  mau  den  Büschel 
dmn  durch  die  Gerade  H\  dadurch  erhält  man  mittelst  des  Büschels 
SH  die  Richtungen  der  dio  Isophotenpunkte  von  g,  liefernden  Er- 
zeugenden der  Fläche,  welche  leicht  berührend  an  die  erweiterte 
Contour  gezeichnet  werden  können. 

Um  in  den  dargestellten  Isopbotcnpuukten  die  Isophoten-Tan-, 
genten  zu  construiren,  stellen  wir  auf  bekannte  Art  in  der  Neben- 
figur die  Grundrisse  der  Berührungspunkte  des  Kreisbüschcls  dar 
und  bestimmen  dann  mittels  der  durch  S'  zu  den  Asymptoten  P'  und 
Q'  der  Flächenspur  parallel  zu  führenden  Geraden  zu  den  Strahlen 
des  Büschels  S'k,'  die  durch  S'  gehenden  conjugirteu  Richtungen 
dar;  dieselben  treffen  die  Strahlen  des  Büschels  hm n in  Punkten,  dio 
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mit  S durch  Gerade  verbunden,  schon  die  Richtungen  der  gesuchten 
Tangenten  vorstollen. 

Auch  bei  perspoctivischer  Darstellung  kahn  man  den  soeben  an- 
gegebenen Vorgang  durchfahren;  nur  muss  man  in  der  Nebenfigur 
bei  der  Bestimmung  der  Richtungen  der  Isophoten-Tangenten  den 
Spurenbüschel  S'  in  dem  zur  Bildebene  parallel  gedrehten  Grundrisse 
mittelst  der  Asymptoten  der  Spurbyperbel,  welche  von  den  Asymptoten 
ihres  Bildes  zu  unterscheiden  sind,  construircn,  und  ihn  erst  dann 
in  den  Raum  aufdrehen. 

Wien,  December  1884. 
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V. 

Ueber  die  Curve,  deren  Rotation  die  kleinste 
Oberfläche  erzeugt. 

Von 

Louis  Saalschutz. 

(Mit  einer  FigorenUfel.) 


Stellt  man  sich  die  Aufgabe,  durch  zwei  gegebene  Punkte  C,  D 
sie  Curve  zu  legen,  so  dass  durch  ihre  Rotation  um  eine  gegebene 
Ixe,  die  wir  zur  Abscissen-Axe  nehmen,  die  an  Flächeninhalt  kleinste 
Oberfläche  entsteht,  so  antwortet  die  Variationsrechnung  bekanntlich 
eit  einer  Kettenlinie  besonderer  Art,  fügt  jedoch  die  Bedingung 
biuu,  dass  die  in  C und  D an  die  Curve  gelegten  Tangenten  sich 
oberhalb  der  Rotationsaxe  (d.  h.  auf  der  Seite,  auf  welcher  C und 
0 liegen)  schneiden  müssen.  Wendet  man  nun  das  Integral  der  be- 
treffenden Differentialgleichung  zur  Bestimmung  ihrer  Integrations- 
Mojtanten  auf  die  Punkte  C und  D an,  so  erhält  man  entweder 
i*ei  Auflösungen  oder  keine  oder,  im  Grcnzfalle,  eine  einzige.  Im 
«itcn  Falle  genügt  die  höher  gelegene  der  boiden  Curven  der  obigen 
Bedingung  eines  Minimums,  im  zweiten  Falle  giebt  es  kein  Mini- 
sim,  in  diesem  Sinne,  im  dritten  Falle  schneiden  sich  die  genannten 
Tangenten  auf  der  Rotationsaxe  und  man  kann  auch  nicht  eigentlich 
einem  Minimum  sprechen.  — Ich  will  nun  das  genannte  Pro- 
sten im  Folgenden  nach  zwei  verschiedenen  Richtungen  hin  weiterer 
Betrachtung  unterziohen.  Für’s  Erste  will  ich  versuchen  den  Ueber- 
nng  rou  den  Fällen , in  denen  ein  Minimum  cxistirt,  zu  denjenigen , in 
'eichen  es  nicht  vorhanden  ist,  unter  einer  specielleren  Annahme 
aber  zu  veranschaulichen,  und  zweitens  werde  ich  unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  der  eine  Punkt  C in  beliebiger  Lage  gegeben  ist, 
hs  (unendliche)  Gebiet  begrenzen,  innerhalb  dessen  der  andere,  D, 
■*gen  muss,  wenn  ein  Minimum  vorhanden  sein  muss. 
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I. 

Fälle  ich  von  den  Punkten  C und  D die  Lote  CA  und  DD  auf  * 
die  Abscissenaxe,  die  zugleich  die  Rotationsaxe  sein  sollte,  und  nehme 
ich  irgend  wo  auf  ihr  deu  Ursprung  O des  Coordinateusysteras  an, 
so  seien  die  Coordiuaten 

von  C : OA  = a CA  — A0 

von  D:  OB  = b DB  = A,. 

Die  Gleichung  der  Curve  ist  daun: 

x — k x — k 

i)  y = § («  c +«  c ) 

wobei  c und  k die  Iutegrationsconstanten  sind,  zu  dcrou  Bestimmung 
die  Gleichungen  *)  dienen : 


a — k a — Je 


Für  den  tiefsten  Punkt  der  Curve  ist: 


x—k  x — k 


also 

4)  x = k. 

Der  fragliche  Flächeninhalt  Sl  selbst  ist: 

» 

5)  ß — 2*.  U,  U — J yVi+7*(ir 

a 

Ich  nehme  nun  für  diesen  ersten  Abschnitt  die  bei- 
den Punkte  C und  D als  gleich  hoch  gelegen  an,  (s.  Fig. 
1.),  lege  O unter  den  tiefsten  Punkt  II  der  Curve  und  setze  A0  =■ 
A,  = A.  Dann  sind  also  die  Coordinaten  von  D:  b , A;  von  C:  — A, 
A.  Ferner  folgt  dann  aus  5): 


1)  S.  t.  B.  Dicnger,  Grundriss  der  Variationsrechnung  § S,  2.  (S.  15  ff.). 

2)  Eine  zwcckmässsige  AuflOsungsmethode  derselben  findet  man  in  einer 
Anmerkung  beim  Abschnitt  II.  dieses  Aufsatzes  (nebst  einem  Beispiel). 
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S) 

Md  »ns  (4) : k — 0. 


» 

yVl  -\-y‘*dx 
-b 

Somit  heisst  die  Gleichung  der  Curve: 


1) 

voraus  also  folgt: 

8) 


y = c für  x = 0 


Md  die  transcendcnte  Gleichung  für  c: 


S) 


oder 


Hier  ist  die  Klammer  unter  allen  Umstünden  positiv,  also  folgt,  da 
uch  h und  b positive  Grössen  sind , dass  anch  c positiv  sein  mnss 

setzt  man  non  = t und  lässt  in  dem  Ansdrucke: 
c 


1 ö> 


: 2 T 


i von  0 bis  oo  wachsen,  so  ist  für  diese  beiden  Grenzwerte:  * — oo 
ud  erreicht  ein  Minimum,  wenn 


oder 

11) 


dz  /tf  — e~‘  e'-l-c-'X 

«=*{—< V)-° 

e<4- «-< 
e‘  — e-1 


Hier  erkennt  man  sofort,  dass  t > 1 sein  muss  nnd  durch  Nähe- 
nng  findet  man  t nnd  das  zugehörige  *: 


12)  t — 1,199  68  — t;  * = 1,50888  = *.. 


Soll  also  eiue  Kettenlinie  der  verlangten  Art  sich  durch  die  beiden 

Punkte  C und  D legen  lassen,  so  muss  ^ 1,50888  sein.  Um  diesem 

Resultat  die  bekannte  geometrische  Form  zu  gebon , wie  auch  spä- 
terer Anwendungen  wegen,  leiten  wir  noch  einige  andere  hieher  ge- 
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hörige  Gleichungen  ab.  Durch  Division  der  Gleichung  7)  und  der 
daraus  durch  Differentiation  nach  * entstehenden: 


“>  l -»(•'- 


folgt  ^mit  der  Bezeichnung  y — : 

x m 


also  für  x — b,  y h: 

b b 


(wenn  y\  den  Wert  von  y'  für  * — b bedeutet). 


Liegen  nun  die  beiden  Funkte  C und  D in  einem  Specialfallo 

so,  dass  7 den  Wort  = 1,50888  erhält,  so  folgt  - = t aus  der 
b c 

Geichung  11)  und  daher  ist  dann: 


b 

h 


t 


Bezeichne  ich  die  Funkte  C und  D in  dieser  speciellen  Lage  (s. 
Fig.  2.)  mit  M und  N,  ihre  Projectionen  mit  Am  jund  Bm  und  die 
Coordinaten  von  N mit  b„  und  h„,  so  sehen  wir,  dass  die  Linien 
OM,  ON  die  Curvo  in  M und  N berühren  und  dass,  wenn  wir  Wkl. 
MO  Am  — Wkl.  NOBm  mit  o bezeichnen: 


15)  r—  = ““  tgo;  tt  ~ 56°  28'. 

Es  ist  also  auch,  wie  ich  in  13)  x — ft»,  — «=*  t setze: 

c 
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16) 

folglich 


tgc  ■ 


seca 


«'  — «-» 

2 

er+e~l 

2 


Setze  ich  diese  beiden  Werte  in  11)  ein,  indem  ich  daselbst  r statt 
i geschrieben  denke,  so  zeigt  sich: 


17) 


x — — — = secö, 
sin  a r’ 


wenn  ß das  Complemcut  von  a genannt  wird. 
Demnach  ist: 

18)  lm=hm  tgß,  c = lm  COS/J,  C = h*  BIO  ß, 


sodass  das  von  Am  anf  OM  gefällte  Lot  dio  Grösse  von  Oll  c 
darstellt.  Ersetzen  wir  in  11)  t durch  sec ß,  so  nimmt  sie  die  Form 


an: 


woraus : 

oder 

also 

19a) 


BOCjS 


et.cß  _j_  e-B(xß 


sec/3-1-1 
sec  j9  — 1 


e*>M? 


1 4- cos  ft 
1 — cos  ß 


eiBKß 


cot 


oder 

ß 

19b)  seeft  = log  cot  g« 


Eine  der  letzteren  Gleichungen  kann  also  auch  zur  Berechnung  von 
ß nnd  somit  von  x dienen. 

Fallen  nnn  C und  D nicht  mit  M und  N zusammen,  liegon  aber 
auch  bzhw.  über  Am  nnd  Um,  so  muss,  wie  oben  gezeigt,  1 grösser 

bin 

als  xm  d.  i.  grösser  als  also  h > bm  sein ; da  nun  dasselbe  für 

öm 

jeden  beliebigen  Wert  von  bm  gilt,  so  folgt  daraus,  dass  zwei  gleich 
hoch  und  symmetrisch  gegen  den  Punkt  O der  Rotationsaxe  ge- 
legene Punkte  C und  D oberhalb  der  beiden  durch  O gezogenen 
Linien,  welche  mit  der  ersteren  den  Winkel  a bilden,  liegen  müssen, 
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wenn  eine  Kcttenlinic  verlangter  Art  zwischen  ihnen  möglich  sein 
soll.  Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  giebt  es  zwei  Werte  von  c,  die 
der  Gleichung  9)  geilügen ; von  diesen  ist  nur  der  eine,  nämlich  der 
grössere  zu  nehmen  und  in  die  Gl.  7)  einzusetzen. 

Dieser  bekannten  geometrischen  Einkleidung  der  ohigen  Bedin- 
gung über  die  Lage  der  Punkte  C und  D:  £ > z„,  lässt  sich  noch 

eino  geometrische  Eigenschaft  der  in  Rede  stehenden  Curven  hinzu- 
fügen. Seien  nämlich  C und  D (Fig.  3.)  zwei  Punkte  von  verlangter 
Lage,  legen  wir  die  Kettenliuic  hindurch,  deren  Tangenten  in  C und 
H sich  oberhalb  der  lAbscisscnaxe  schneiden,  und  versuchen  wir  nun 
von  O aus  die  beiden  symmetrisch  gelegenen  Tangenten  an  die  Curve 
du  ziehen.  Seien  für  eino  derselben  *ly1  die  Coordiuatcn  des  Be- 
rührungspunktes AT,  dann  muss  sein 

Si  _ 
ri  “ 

das  ist  den  Gleichungen  7)  und  13)  zufolge: 


1 e 

2 x, 


x x jr , 

• (c C “ i (e  ° — ' « 


x. 

Diese  Gleichung  ist  aber  für  dieselbe  wie  11)  für  t,  liefert  also 

das  Resultat:  *'  ■=  t und  somit  mit  Rücksicht  auf  16): 
c 


e1—  e~T 
— 2 =tgo, 


d.  h.  alle  Kettenlinien  bewegter  Art,  welche  zwei  Punkte  wie  C und 
D verbinden,  haben  dieselben  Linien  OM  und  ON  (genügend  ver- 
längert) zu  Tangenten. 


Rücken  wir  nun  mit  den  Punkten  C und  D gleichzeitig  den  Be- 
rührungspunkten M und  N uäher , so  bleibt  unsere  Kcttenlinio  noch 
immer  richtig,  rücken  wir  aber  über  M und  N hinaus,  etwa  in  die 
Lago  C,  und  O,',  so  sind  die  in  diesen  Punkten  gezogenen  Tan- 
genten steiler  als  OM  und  ON,  schneiden  sich  also  unterhalb  der 
Abscissenaxe,  und  unsere  Kettenlinio  hört  auf  richtig  zu  sein.  Wir 
müssten  vielmehr  durch  C,  und  D,  die  zweite  Kettenlinie  legen, 
welche  OM  und  ON  ebenfalls,  etwa  in  Mt  und  N,  tangiren  wird,  und 
bei  welcher  die  Punkte  C,  nnd  D,  wiederum  zwischen  Mt  nnd  Nt 
liegen. 
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Hat  nun  in  diesem  Falle  unsere  alte  Kettenlinie  (die  durch  M 
und  iV  geht)  für  den  Punkto  C\  und  Dx  auch  irgend  welche  Bedeu- 
tung? Lässt  sich’s  überhaupt  anschaulich  machen,  dass  ein,  so  zu 
sagen,  vernünftiges  Problem  unter  Umständen  eine  Lösung  besitzt 
und  unter  scheinbar  wenig  veränderten  Umständen  nicht  ? Um  diese 
Fragen  beantworten  zu  können,  stellen  wir  uns  eine  viel  engere  Auf- 
gabe als  die  von  der  Variationsrechnung  gelöste,  welche  aber  den 
Vorteil  bietet,  dass  ihre  Lösung  nicht  anders  als  vollkommen  durch- 
sichtig sein  kann.  Die  Aufgabe  lautet: 

Es  sollen  dnreh  die  beliebig,  aber  gleich  hoch  ge- 
legenen Punkte  C und  D verschiedene  Kottenlinien  ge- 
legt und  bezüglich  der  dureh  ihre  Rotation  um  die  Ab- 
scissenaxe  erzeugten  Oberfläche  mit  einander  ver- 
glichen werden. 

Dabei  können  wir  ein  Ergebnis  Voraussagen,  falls  die  Variations- 
rechnung ein  Minimum  liefert,  muss  ein  solches  auch  hier  und  zwar 
bei  derselben  Kcttcnlinie  stattfinden,  weil  wir  ja  aus  den  unendlich 
vielen  Curven , die  durch  C und  D gehen  und  über  welche  die  Va- 
riationsrechnung verfügt,  eine  besondere  Classe  hcrausgehoben  haben 
und  zwar  diejenige,  zu  welcher  die  von  der  Variationsrechnung  er- 
zählte auch  gehört. 

Die  Gleichung  einer  Kettenlinio  heisst  aber  im  allgemeinen, 
wenn  wir  den  Wert  von  y für  x =»  0 (und  zugleich  für  den  tiefsten 
Punkt  der  Curve)  mit  y0  bezeichnen: 

x x 

y—y*  — 2 c — 2) 


tx  txb 

y »o  _ 1 , « 6+e  — 
b “ 4 t 2t 

so  dass  also  die  Spccialisirung  durch  die  Variationsrechnung  darin 

y q 1 

besteht,  dass  y0  — c oder  - wird.  Aus  der  voranstchendon 
Gleichung  folgt: 

tx  tx 

22)  ! + »'*  = 4)* 


20) 

, . b 

oder  mit  - = t: 
c 
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nnd  somit,  wenn  die  durch  6)  angegebene  Integration  ausgeführt  wird: 

23>  U-1  +7  (f  ~ f)  + U*  — 


Wenden  wir  aber  die  Gleichung  21)  auf  den  Punkt  (x  = b,  y — h) 
an,  so  folgt: 


24) 


* »o  _ 1 i e,+e~l 

b~~  b t "•  2t 


und  demnach  durch  Elimination  von  " aus  23)  und  24): 


25)  U ■ 


- (1  . A e‘  — e-<  e2' — e~‘M 

* • + * • — 7 


Wir  wollen  nun  sehen,  wio  sich  U mit  t oder  eigentlich  mit  y0 
ändert.  Für  y0  «=  A ist  t =■  0 und  U = 24  A,  denn,  wenn  / sehr  klein 
ist,  folgt  aus  24); 

0 = -t-+^(2+<*+...)“i‘+ 

und  25)  wird: 

ü“4>S+*'K2<  +f+-)“p(4,+  T+")} 

“ *’  (tO  + g)“  Ö’ 

also  die  Oberfläche  ==  44  A t wio  cs  sein  muss ; für  y = 0 erhält  t 
einen  bestimmten  Wert  aus  der  Gleichung 


26a) 

oder: 


26b) 


«<+«-» -2  _ A 
2t  ” 4 


t t 


t 4 

2 


Gleichzeitig  wird  lf>  A8,  (was  für  aas  Folgende  gebraucht  wird) 
denn  es  wird,  wenn  man  für  ^ den  Wert  aus  26a)  entnimmt  und 
gehörig  zusammenzieht: 
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Hier  verschwindet  die  Klammer  für  t = 0,  ihr  Differentialgleichung 
nach  t ist  aber  — 2(1  — e~‘)a,  also  positiv  und  daher  auch  die  Klam- 
mer stets  positiv.  Bezeichne  ich  also  den  Wert  von  ü für  y0  = 0 
mit  ü„,  so  haben  wir: 

27)  U0  > A* 

Für  y0  Z.  0 hört  die  geometrische  Bedeutung  auf,  doch  wäre  für 
y„  = — =o : < ■=-  oo,  U«=  — oo. 

Ferner  ist  nun: 


dü  lS  ( 1 h e>  — e~‘  , h e4+e-‘  , e«  — c-») 

dt  4 \ <*  S ‘ t*  + b ’ i + 2iä  j 

oder  nach  leichten  Keductionen: 


dü  4*/..  , e‘-e-»\/h  4*  „ 


wenn  wir  die  erste  Klammer  mit  K„  die  zweite  mit  K,  bezeichnen. 
Nun  ist  stets  positiv,  denn  K1.t  verschwindet  für  t = 0 und: 


d(K,.t) 

dt 


<(e*  — «-*)  > 0, 


K,  ist  aber  wie  aus  dem  Früheren  zu  ersehen,  negativ,  wenn 
\ < v«  - 1,50888 

(GL  12)),  also  nimmt  dann  t/mit  wachsendem  t dauernd 
ab;  ist  jedoch  und  bezeichne  ich  die  beiden  Werte  von  t, 

die  Kt  zum  Verschwinden  bringen  mit  (, tt («,  <[  t,  t,  > t),  so  ist: 


für:  t — 0 Kt  — — oo  ; — neg.  aber  nicht  — oo 
dü 

» 0 < t < «,  Ä,  neg. ; neg. 


dü 

Kt  = 0,  - = 0 
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für:  (j  < t < i,  Aj  pos. ; 


dU 

ST  P08- 


»> 


A j = 0 


dU 

dt 


0 


„ t > tt  A j neg. ; 


dU 

ar ncg- 


Ausserdem  folgt  durch  Differeutiation  der  Gl.  24),  welche  iu  Beziehung 
zwischen  y0  und  t ausdrllckt: 


1 dyn  1 e'-l-e-  ‘ e1  — e~‘ 

b'  dt  = — l1  ' tl1  2< 


und  dieser  Ausdruck  ist  stets  negativ,  was  sich  (ähnlich  wio  bei  A',) 
zeigen  lässt,  indem  man  ihn  mit  t*  multiplicirt:  y0  nimmt  also  dau- 
ernd ab,  während  t wächst.  Bezeichnen  wir  also  den  Wert  von  t für 
y0  = Ü mit  i0,  welcher  nach  dem  eben  Gesagten  noch  grösser  als  t, 
sein  muss,  und  die  Werte  vou  y,  für  ( =>  (,  und  t — t,,  nämlich, 

wie  24)  zeigt,  - und  7 bex.  mit  y0(ä) , y0(1>,  so  erhalten  wir,  wenn 
y0  von  0 bis  h wächst,  folgende  vergleicheude  Zusammenstellung ; 

, dU  dU 

y0  — 0,  t — <,  As  und  ^ neg. ; pos. ; U zunehmend 

y0  «=  y0<2) , t *=■'/,  A'o  und  null ; ^ null  ; Max.  von  U 

(U  ily q 


, €lU  Clü 

y0(3>  < Vo  < yo(l),  h > ‘ > h,  Kt  und  ^ pos.;  neg.;  U ab- 
nehmend 

y0  — Jo(1))  * — h Aj  und  null;--  null;  Min.  von  U 


dU  dU 

»o(1)<yo<A-ii>«>OA's  und  — neg.;  pos.;  tr  zunehmend 

„ rfü  dü  ^ „ 

y„  = A,  < = 0 A's  und  -77  neg.;  y-  pos.;  Lndwcrt  von  U. 
f“  ily 0 

Wir  können  daher  als  Ergcbniss  aussprechen: 


1)  Wenn  y < 1,50888  ist,  wächst  U,  also  der  Inhalt  der  Rota- 

tionsoberflächo  dauernd,  während  y0  (von  0 bis  h)  zunimmt;  hier 
giebt  also  die  Differentialgleichung  ebenso  wenig  ein  Minimum  (unter 
allen  Kettonlinien)  wie  die  Variationsrechnung  (unter  allen  Curven 
überhaupt). 
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2)  Wenn  * > 1,50888  ist,  nimmt  U anfänglich  zu,  wenn  ya  von 

0 an  wächst,  erreicht  ein  Maximum  für  das  y0  das  dem  t = «j  ent- 
spricht, nimmt  wieder  ab,  erreicht  ein  Miuimum  für  dasjenige  y3, 
welches  dem  t — f,  entspricht  und  nimmt  von  da  an  wieder  zu  bis 
y0  den  Grenzwert  h erreicht.  Wir  sehen  also  jetzt:  Für  die  Punkte 
<?,£>,  (Fig.  3)  bedeutet  die  Kettenlinio  C,  M N Dx  das  Maximum  von 
fj,  dagegen  die  Kettenlinie  (ä/,)  <7,  /),  (A’,)  das  Minimum  von  U;  und 
wir  erkennen  somit  direct  warum  die  Variationsrechnung  für  ihr 
Minimum  die  höher  gelegene  Curve  (das  grössere  ya  d.  i.  c)  fordern 
mnss. 


3)  Wenn  ^ =■  1,50888  ist,  so  fliessen  Max.  und  Min.  zu- 
sammen, d.  h.  Wachstum  von  U findet  an  dieser  Stelle  sehr  langsam 
statt. 

Die  weiteren  Untersuchungen  knüpfen  sich  zunächst  an  den 
2tcn  Fall.  Denkt  man  sich  y0  als  Abscisse  und  das  zugehörige  U 

als  Ordinate  aufgetrageu  ^d.  h.  eigentlich  ^°,bzhw.  so  entsteht 

eine  Curve  nach  Art  der  (Fig.  4),  Darin  ist  Al)  — (J0 , 1SC  der 
Maximalwert  und  CF  der  Minimalwert  von  U.  Ist  cs  nun  möglich, 
dass,  wie  in  der  Zeichnung  angenommen,  der  Punkt  D tiefer  liegt 
als  F ? Oder,  was  dasselbe  ist,  giebt  es  einen  Punkt  zwischen  D und 
K,  der  ebenso  hoch  wio  F liegt?  Wir  wollen  diese  Frage  folgender- 
massen  präcisiren,  wobei  wir  zur  Bequemlichkeit  4 = 1 setzen. 

Aufgabe.  Es  soll  h so  bestimmt  werden,  dass  für  ein  be- 
stimmtes yo-.y»  = g (etwa  y0  = 0,  1 b,  d.  i.  *=  0,  1)  das  zugehörige 
(ans  den  Gl.  24)  und  25)  zu  berechnende)  U gleich  dem  Minimal- 
wert von  U für  dieses  h wird. 


Auflösung.  Bezeichnen  wir  den  Minimalwcrt  von  U mit  Um 
und  das  zugehörige  < mit  9,  behalten  aber  für  das  gegebene  y0  = g, 
die  Bezeichnungen  t und  U,  jedoch  im  Siune  von  constanten  unbe- 
kannten Grössen  bei,  so  zerfällt  für  das  Min.  von  U die  Gl  24)  in 
die  beiden: 


30) 


e»+e~» 

h ~ 23 

1 

Vo  D 


und  setzen  wir  diesen  Wert  von  h in  die  Gleichung  25)  ein,  so  wird 
sie  • 


Digitized  by  Google 


142 


Saalschutz:  üeber  die  Curve , deren  Rotation 


31) 


„ 1 , <«*  - •-»)  («•  -«-<)  1 e*  _ 

r*-  29t  — 4 t* 


Setzen  wir  hierin  9 statt  t,  so  erhalten  wir  Um: 


32) 


Um 


1 e29  — c~2l> 

9'*"  " 49* 


Die  Gleichsctznng  der  Werte  L und  Um  liefert  eine  Gleichung 
zwischen  ( und  8-,  die  andere  erhalten  wir,  wenn  wir  in  der  Glei- 
chung 24)  =■  g und  für  h den  Wert  aus  30)  setzen.  Wir  haben 

somit  folgende  beiden  Gleichungen: 


33) 


/ e9  - f-«~8  1 e1  — er- 1 

i 9 29  t 2t 

) 1 (e>—  e-l)(e9+e~9)  _ 1 e2*  — e29 

l t ■*  . 2(9  _ 4 (*  — 8'  49* 


Setzen  wir  nun: 
34) 


«*  + «-',  e9-\-e~9 

■>'  *= *•  29  ” t 


und  fahren  die  Ililfswinkel  p und  <p  durch  die  Gleichungen 

35)  tgp  ■=  e-‘,  tgep  — e-9 

ein,  so  werden  obige  Gleichnngen,  etwas  anders  geordnet: 


36) 


{_  3-| -g  — - 


37)  <X> 


2 esc  (fiep)  cot  (2p)  esc  (2p)  cot(2p)  esc]  (2 q>)  cot  (2<p) 


Nimmt  man  nun  t beliebig  an,  so  folgt  aus  34)  z,  aus  36)  £ uud  so- 
dann mittelst  Näherung  oder  der  nachfolgenden  Tabelle  aus  der 
zweiten  34)  9.  Setzt  man  diese  und  die  aus  35)  sich  ergebenden 
Werte  von  p und  <p  in  37)  ein,  so  muss  ihre  linke  Seite,  die  wir 
mit  <2>  bezeichnen , gleich  0 werden ; ist  dies  nicht  der  Fall , so  ist 
t solange  zu  verändern,  bis  es  geschieht.  Zunächst  folge  hier  nun 
eine  kleine  Tabelle  für  z,  welche  fUr  unsern  Zweck  eben  ausreicht, 
aber  auf  Exactheit  in  der  letzten  Stelle  keinen  Anspruch  erhebt 
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Tafel  für  * = 


L 

z. 

t. 

■. 

t. 

•. 

t. 

z. 

0 fl 

00 

1,0 

1,543 

2,0 

1,881 

3,0 

3,347 

0,1 

10,051 

1,1 

1,517 

2,1 

1,972 

3,5 

4,311 

0,2 

5,100 

1,2 

1,509 

2,2 

2,076 

4,0 

6,823 

0,3 

3,485 

1,3 

1,516 

2,3 

2,187 

4,5 

10,02 

0,4 

2,703 

1,4 

1,536 

2,4 

2,312 

5,0 

14,86 

0,5 

2,255 

1,5 

1,568 

2,5 

2,449 

6,0 

33,65 

0,6 

1,975 

1,6 

1,611 

2,6 

2,602 

7,0 

78,34 

0,7 

1,793 

1,7 

1,663 

2,7 

2,764 

8,0 

186,2 

0,8 

1,671 

1,8 

1,727 

2,8 

2,944 

9,0 

449,8 

0,9 

1,592 

1,9 

1,799 

2,9 

3,143 

10,0  1102,0 

Sei  nun  g = 0,1 ; nehmen  wir  t «•  2,  so  ist  z = 1,881,  also 
f ■=>  1,481;  för  diesen  Wert,  der  iu  obiger  Tafel  unter  z gesncht 
werden  mnss,  giebt  es  aber,  da  er  sich  gar  nicht  findet,  kein  t d.  i. 
kein  &.  Nehmen  wir  t — 2,1,  so  folgt  £ = 1,596;  jetzt  ist  für  & 
der  kleinere  Wert  ans  der  Tabelle  za  nehmen,  weil  das  Min.  von 
U bei  dem  grösseren  y„  eintritt,  also  ist  0 nahezu  — 0,9;  da  es  zu- 
nächst nur  auf  ungefähre  Bestimmung  der  Grenzen  ankommt,  behal- 
ten wir  für  O diesen  Wert  bei;  so  folgt  nach  der  angegebenen  Art 
0 = — 0,132.  — Rechnen  wir  jetzt  mit  t ■=  2,2,  so  kommt  <P=-|-0,013) 
also  giebt  es  einen  Wert  von  t,  der  der  Aufgabe  genügt,  und  zwar 
liegt  er  zwischen  2,1  und  2,2.  Jetzt  folgt  durch  genanere  Rechnung1) 
(wobei  die  obige  Tafel  zur  Richtschnur  dienen  kann): 

t — 2,195 ; f - 1,716;  & = 0,759 ; 0 = 0,000. 

Also  folgt  aus  30)  (im  Vergleich  mit  34)) 

A = f - 1,716  y„  - $ - 1,317 
und  aas  32)  Um  = 3,203.  Damit  ist  die  Aufgabe  gelöst. 

Um  nun  eine  vollständige  Uebersicht  über  die  Aenderung  von  U 
zu  gewinnen,  habe  ich  für  den  obigen  Wert  A 1,716  (d.  i.  A = 1,716A) 
und  einige  Werte  von  y,  (indem  ich  von  t ausgieng)  mit  Benutzung 
der  Formeln  24)  und  25)  das  zugehörige  U berechnet,  wobei  der 

I)  Verfasser  benntite  dabei  eine  von  ihm  bei  anderer  Gelegenheit  ent- 
worfene kleine  4>tellige  Tafel,  wclcho  aus  dem  log»,  l direct  logtr  (e— 0 finden 
laset. 
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durch  35)  definirte  Hilfswinkel  p die  Zahlenrechnung  erleichtert  und 
gewinne  dabei  folgendo  Resultate: 


( 

U:  4* 

2,25 

0,029 

3,156 

2,2 

0,095 

3,201 

2,195 

0,100 

3,203 

2,1 

0,220 

3,272 

2,0 

0,335 

3,313 

1,8 

0,545 

3,343  Max 

1,7 

0,641 

3,340 

1,5 

0,815 

3,311 

1,0 

1,173 

3,220 

0,759  - » 

1,317 

3,203  Min 

0,5 

1,461 

3,228 

0,0 

1,716 

3,432 

Wir  haben  also  bei  y0  = 0,545  ein  Max.  von  U,  für  y0  — 1,317 
ein  Minimum,  doch  geben  die  Werte  y0  — 0,095  und  0,029  noch 
kleinere  Werte  von  U und  y0  = 0 würde  einen  noch  etwas  kleineren 
Wert  liefern.  Man  erkennt  also  deutlich,  dass  das  Min.  der  Variations- 
rechnung, welches  mit  diesem  hier  (für  y0  = 1,317)  identisch,  kein 
absolutes,  sonderu  nur  ein  relatives  ist,  da  es  andere  Cur- 
ven  giebt,  die  noch  kleinere  Werte  von  U hervorbringen. 

Wenn  nun  aber  der  obige  Fall  1.  eintritt,  in  welchem  die 
Variationsrechnung  ebenso  wenig  wie  die  Differentialrechnung  eine 
Kettenlinie  als  Minimums-Curve  liefert,  so  liegt  die  Frage  nabe,  ob 
nicht  der  Differentialgleichung  der  Variationsrechnung  partieulär  durch 
eine  andere  Curve  genügt  werden  kanu.  Dass  dies  geschehen  kann, 
tritt  besonders  deutlich  hervor,  wenn  wir  die  Coordiuaten  vertauschen. 
Bezeichnen  wir  (s.  Fig.  5)  die  Coordiuaten  eines  beliebigen  Punktes 
P der  zu  suchenden  Curve:  BQ  mit  |,  PQ  mit  und  diejenigeu  des 
tiefsten  Punktes  H : BF  mit  S0(=  c),  1IF  mit  i,  so  ist : 

38)  u-fl.  |/l+(*)* 

Io 

wobei  l0  zunächst  unbekannt,  die  zugehörige  Ordinate  aber  bekannt 
ist.  Dann  liefert  die  Methode  der  Variationsrechnung  dio  Gleichung: 
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Integrirt  man  diese  Gleichung  und  bestimmt  die  Constanten  C,  i0 

,/£ 

und  die  neu  hinzutretende  so.  dass  sie  £ — = 0 und  y = 4, 

fflr  | ==  A aber  y =»  0 wird,  so  erhält  man  die  bekannte  Kettenliuio. 
Setzen  wir  aber  particulär  C — 0,  so  folgt:  entweder  1 = 0,  wobei 

gleichzeitig  = ao  gesetzt  werden  darf,  weil  der  Bruch 


dy 


hiemit  den  endlichen  Wert  1 annimmt,  oder  ^ = 0,  y — const;  und 

zwar  folgt  die  Constante  — 4.  Nehmen  wir  die  andere  congruouto 
Hälfte  hinzu,  so  erhalten  wir  das  Resultat,  dass  auch  durch  Rotation 
der  gebrochenen  Linie  CABO  um  AB  ein  Minimum1)  entsteht.  Der 
Wert  desselben  werde  mit:  2n.  t/OT  bezeichnet,  so  ist: 


40)  - h*. 

Im  Vergleich  mit  der  Kettenlinie,  welche  durch  die  Punkte  C 
ui.d  r>  geht  und  AB  berührt,  ist  wie  die  Gleichung  27)  zeigt, 


41)  Uoo  ^oi 

in  dem  Falle  also,  dass  alle  andern  Kettcnlinien  Werte  für  U liefern, 
die  mit  y„  zunehmen  (Fall  1)  S.  140),  ist  Uw  kleiner  als  alle  diese 
Werte.  Es  ist  daun  aber  überhaupt  ein  absolutes  Minimum  wie 
folgende  einfache  Betrachtung  zeigt.  Von  allen  durch  C und  D 


1)  Nicht  etwa  ein  Maximum,  da  ^ 


di 7 , 

wenn  ■ mit  v 
dt 


bezeichnet  wird 


ird^ 


8 ( £.y’  \ £ 

8y'\y l + y'1/  “(1  + v',ji 

positiv  ist. 


Arth.  d«r  Math.  u.  Phjfl.  2.  Roihe,  T.  V. 
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gehenden  Curven,  welche  in  ihrem  ganzen  Verlaufe  oberhalb  AB 
liegen  — und  solche  können  der  Natur  der  Aufgabo  gemäss  allein 
in  Betracht  kommen  - ist  der  Liuicnzug  CARD  ein  Grenzfall,  der 
andero  ist  die  gerade  Linie  CD.  Die  letztere  ist  als  Specialfall 
einer  Ketteuliuie  anzusehen  und  liefert  somit  U > li0  > Würde 

nun  irgend  eine  Curve  ein  V liefern,  welches  kleiner  als  wäre 
und  licsso  mau  diese  Curve  durch  beliebig  kleine  Aenderuugen  der 
Form  einmal  allmählich  in  CD,  das  andere  mal  in  CARD  übergehen, 
so  müsste  entweder  das  U der  gedachten  Curve  selbst  kleiner  als 
diejenigen  der  beiderseits  benachbarten  sein,  oder  cs  müsste  dies  bei 
irgend  einer  der  Uebergangscurven  statttiuden.  Das  Eine  oder  das 
Andere  müssto  aber  durch  die  Variationsrechnung  angezeigt  werden. 
Da  dies  nun  nicht  geschieht,  ist  dio  Voraussetzung  irrig,  d.  h.  UM 
das  absolute  Minimum. 

Anders  verhält  es  sich,  wenn  das  relative  Minimum  U„  der 
Variationsrechnung  vorhanden,  wenn  also  h ">  1,50888  b ist.  In  die- 
sem Falle  könnte  U00  Um  sein.  Auf  U U„  beziehen  sich  die 
Gleichungen  30)  32)  34),  nämlich  wenn  ich  t statt  z statt  J setze 
(und  wieder  h =»  1 aunehmo): 

e‘  + e-f  1 

“ ~W~’  y°  = t ' 

1 , «»*  — e~2<  1 , e1  — e.~ 1 

P 4t»  ” P W~  z 


42) 


h = 


| Un,  : 


und  cs  ist  die  Differenz,  dio  ich  mit  D bczeichuo,  zu  untersuchen: 


i et  _ e-t  i / 

7)  "=>  Um  U0 o ~ H Qi  • z “ t z 

d.  i.  vereinfacht: 

43)  D = * (!-*.«-<) 


2t  ) 


Iu  dem  Ausdrucke  z.c~‘ 


1 + e-2' 
2t 


nimmt,  während  t von  0 


bis  to  geht,  der  Zähler  von  2 bis  1 ab,  und  wächst  gleichzeitig  der 
Nenner  von  0 bis  oo;  der  Bruch  nimmt  also  stetig  von  co  bis  0 ab 
und  wird  daher  einmal  auch  den  Wert  1 annehmen  müssen.  Sei 
t,  der  betreffende  Wert  von  t,  so  ist 


für  t < t,,  se~l  > 1,  D negativ 
für  t > t„  se_<  <(  1,  D positiv. 


1)  Dies  ergiebt  sieb  auch  clircct,  da  h — 1,56,  und  daher  2jr62  <47r6A  ist 


Digitized  by  Google 


die  kleinste  Oberfläche  erzeugt 


147 


Der  Wert  von  <,  lässt  sich  mit  Hilfe  der  kleinen  Tafel  für  2 (S.  143) 
näherungsweise  leicht  bestimmen;  es  findet  sich; 

für  t =■  0,6  2 . e~‘  = 1,084 
t — 0,7  2 . e~‘  = 0,890 

so  dass,  wenn  ich  die  dem  (,  entsprechenden  2 und  h mit  2,  und  A, 
bezeichne, 

0,6  < <,  < 0,7;  1,975  > 2,  = A,  > 1,793 
ist  Die  genaueren  Werte  sind: 

44)  t,  = 0,639,  A,  = 1,895 

Ist  nun  A gegeben,  so  folgt  f aus  dem  oberen  Teile  der  Tafel 
für  »,  weil  von  den  beiden  möglichen  Werten  für  y0  der  grössere, 
also  für  t der  kleinere  zu  wählen  ist;  ist  also  A > A,,  so  ist  t < <„ 
und  daher  D negativ,  Um  < UM.  Dann  ist  Um  das  wirkliche  Mini- 
mum, wie  durch  eine  der  obigen  Betrachtung  nachgebildete  zu  er- 
sehen ; ist  hingegen  A < A, , so  ist  UM  das  wirkliche  Minimum. 
So  ist  z.  B.: 

für  h = 1,716;  < = 0,759;  U„  — 3,203;  UM  = 2,944 ; UM  < Um 
- A = 2,255;  < = 0,5;  G.  = 4,352;  Uw  - 5,087;  Um  < Uw 

Wir  erhalten  also  in  jedem  Falle  eine  Auflösung  der  Aufgabe: 
Durch  zwei  von  einer  geraden  Linie  gleich  weit  gelegene  Punkte 
eine  Curve  zu  legen,  so  dass  durch  ihre  Rotation  um  jene  Linie 
die  kleinste  Oberfläche  entsteht.  Nenne  ich  die  Enfernung  der  beiden 
Punkte  von  einander  2 b,  und  ist  die  Entfernung  jedes  derselben  von 
der  Rotationsaxe  < 1,895 A,  so  besteht  die  Verbindung  der  beiden 
Punkte  aus  drei  zusammenstossenden  geraden  Linien,  und  die  Ober- 
fläche zerfällt  in  zwei  von  einander  getrennte  Kreisflächen;  ist  die 
genannte  Entfernung  > 1,895A,  so  sind  die  Punkte  durch  eine  Ketten- 
linie  besonderer  Art  zu  verbinden,  und  die  Oberfläche  bildet  ein 
Continaum. 

Schlussbemerkung.  Wenn  die  beiden  Punkte  C und  D 
nicht  gleich  weit  von  der  Rotationsaxe  liegen,  so  werden  zweifellos 
analoge  Resultate  erhalten  werden;  doch  mag  ihre  spccielle  Auf- 
suchung, der  analytischen  Complication  wegen,  und  weil  sie  keine 
wesentlich  neuen  Gesichtspunkte  herzubringen  können,  unterbleiben. 
Uebrigens  liefert  der  folgende  Abschnitt  II.  Formeln,  die  zu  genann- 
tem Zwecke  verwendbar  wären. 


10* 


Digilized  by  Google 


148 


Saalschutz:  Urb  fr  die  Curve,  deren  Rotation 


n. 

Wir  wenden  uns  nunmehr  zu  der  andern  Aufgabe,  die  sich  an 
das  berührte  Problem  der  Variationsrechnung  knüpft.  Wir  fragen 
nämlich:  Innerhalb  welchen  Gebietes  muss,  falls  das  Minimum  der 
Variationsrechnung  l'm  existiren  soll,  der  zweite  der  beiden  Punkto 
C und  1)  Hegen,  wenn  der  erste,  etwa  V,  in  seiner  Lage  zur  Rotations- 
axe  beliebig,  aber  fest,  gegeben  ist  ? Zur  Beantwortung  dieser  Frage 
können  wir  durch  folgende  Betrachtung  gelangen:  Die  Kettcnliuien, 
die  hier  in  Betracht  kommen,  haben  für  die  Rotationsaxe  als  Ab- 
scissenaxc  und  für  eine  durch  den  tiefsten  Punkt  gehende,  zu  ersterer 
senkrechter  Linie  als  Ordiuatenaxe  die  Gleichung  7): 

sie  hangen  also  nur  von  dem  einen  Parameter  c ab,  sind  daher 

sämtlich  unter  einander  geometrisch  ähnlich  und  zur  Abscissenaxc 

ähnlich  gelegen.  Denken  wir  uns  nun  eine  solche  Curve  in  Fig.  6a) 

construirt,  wobei  dio  Tangenten  OM  und  Ö.Y  mit  der  Abscissenaxc 

den  Winkel  n — 56°28'  (1.  Gl.  19))  bilden,  und  neunen  wir  diese 

Curve  der  Kürze  wegen  die  Mustercurve.  Nehmen  wir  auf  dieser 

irgend  einen  Punkt  /'als  dem  Punkto  C entsprechend  an,  so  kann 

der  dem  Punkte  D entsprechende  Q nur  auf  einem  begrenzten  Stück 

dieser  Curve  angenommen  werden,  und  zwar  erhält  man  den  Greuz- 

punkt  Q,  (der  eigentlich  bereits  auszuschliessen  ist)  wenn  man  in  P 

eine  Tangente  zieht,  welche  die  Abscissenaxe  in  H schneidet,  und  von 

R aus  die  zweite  Tangente  RQt  au  dio  Curve  legt.  Ist  nun  (Fig.  6 1>) 

der  Punkt  C in  seiner  Lage  zur  Abscissenaxc  gegeben,  so  kann  man 

eine  Curve  CK  zeichnen,  welche  dem  Stück  PQt  der  Mustercurve 

ähnlich  ist,  und  zwar  in  dem  Aehnlichkeitsverhältniss  CA : PS,  so  dass 

, , liE  TQ,  . HA  TS  . 

also  auch  ~ö  - -gp  und  ^ ^ ist. 

Der  Punkt  />  darf  dann  irgendwo  auf  diesem  Curvenstück  an- 
genommen werden.  Nehmen  wir  nun  auf  der  Mustercurve  statt  PQX 
ein  anderes  ebenfalls  brauchbares  Stück  an  und  übertragen  dasselbe 
in  analoger  Wciso  nach  dem  Punkto  C,  so  erhalten  wir  daselbst  ein 
zweites  Curvenstück  mit  einem  zweiten  Grenzpunkte  E'.  Denken 
wir  uns  nun  den  Punkt  P die  ganze  Mustercurve  durchlaufend,  für 
jede  Lago  den  Punkt  Qt  aufgesucht  und  das  jedesmalige  Stück  /’<7, 
in  obiger  Art  in  C nachgezeichnet,  so  werden  alle  diese  Curven  ein 
bestimmtes  Gebiet  der  Ebene  erfüllen  und  die  continuirliche  Folge 
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der  Punkto  E seine  Begrenzung  bilden1).  Innerhalb  dieses  Gebietes 
darf  denn  der  Punkt  D irgendwo  liegen,  weil  er  dann  stets  auf  irgend 
einer  der  Curven  CE  zu  liegen  kommt. 


Gehen  wir  nun  von  der  besonderen  Lago  des  Punktes  P aus, 
dass  er  mit  M zusammenfällt!  Dann  wird  Ql  identisch  mit  X.  Zeich- 
nen wir  demgemäss  CF  parallel  mit  MO,  FG  gleich  und  parallel  ON, 
so  fällt  E in  G hinein.  Rückt  P höher  hinauf,  so  rückt  Q,  und 
ihm  folgend  E tiefer  hinab  und  während  P in  die  Unendlichkeit  ge- 
langt, kommt  Q,  zur  tiefsten  (horizontalen)  Stelle  der  Curvo.  In 
Q.T 


diesem  Falle  ist 


PS 


0 und  auch: 


7S_x]  _ 2 x 

PS  ~ y\i  — „ “ c ' x _ x 

«*+«  ~c 

folglich  muss  der  Punkt  E dann  mit  A zusammenfallcn.  — Rückt 
amgekehrt  der  Punkt  P von  M aus  herab,  so  rücken  Q,  und  E von 
X bzhw.  G aus  hinauf  und  gelangen  in  die  Unendlichkeit,  wenn  P im 
tiefsten  Punkte  der  Kettcnlinio  angekommen  ist.  Auf  diese  Weise 
wird  ein  Teil  der  Begreuzungscurvo  hergestollt.  Lässt  man  P 
noch  weiter  nach  rechts  rücken,  oder  was  dasselbe  ist,  betrachtet 
man  C als  den  rechts  gelegenen  von  den  beiden  Punkten  C und  D, 
so  erhält  man  den  andern  Teil  derselben;  dieser  steigt  von  A nach 
links  hin  auf,  ist  dem  ersten  Teile  congruent  und  liegt  bezüglich  C 
mit  ihm  symmetrisch.  Der  Punkt  D darf  also  irgendwo  innerhalb 
dieses  unendlichen  Gebietes,  aber  nicht  ausserhalb,  auch  nicht  auf 
der  Begrenzung  selbst  liegen. 

Wir  haben  nun  denselben  eben  geschilderten  Weg  zur  Auffindung 
der  Bcgrenzungscurve  analytisch  zu  verfolgen.  Nehmen  wir  (Fig  6a 
und  b)  für  diese  Curvo  A als  Coordinatenursprung , bezeichnen  die 
Coordinaten  von  E,AB  mit  £,  EB  mit  ij,  das  gegebene  Stück  CA 
mit  <j,  nennen  ferner  OT  und  QtT  bzhw.  x und  y,  endlich  den  abso- 
luten Wert  von  OSx,  und  PS yl  so  gelten  der  vorangehenden  Dar- 
stellung gemäss  die  Beziehungen : 

...  4®  *1  H 9ll  a : « ■+«».  V V 

AC  ” SP’  CA  ■"  PS  “•  *•  g “ yt  ' y]' 

Nun  lautet  die  Gleichung  der  Mustercurve  (s.  Gl.  7): 


1)  Cm  diese  Begrenzung,  auf  die  cs  schliesslich  doch  nur  ankommt,  zu 
Süden,  genügt  schon  die  Nachbildung  der  geradlinigen  Figur  PSTQ,  ohne 
das  Carvenstück  PQ,. 
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46) 


VU  -Ju 


and  zwar  ist  nach  den  Bezeichnungen  der  Figur  2.  und  gemäss  18) : 
e=  OH  — A„F  — A,„0  cos ß,  also  wenn  wir  AmO  — OBm  = 1 setzen: 

47)  c ■=  cos  ß 

und  daher  dio  Gleichung  der  Curve  auch 


48) 

woraus: 

49) 


i«*ßle'™ß+e-XM0ß) 


dy  xSCCß  — xsect 
“ — — i(e  — e 


dx 


Nun  ist  (Fig.  6a):  ItT  = - also: 


xsec/J  — xsecß 

RT-  cos^. „ 

r xsec  p — xsecp 
e — « 


50) 

Ebenso  wird 

,,s  i o.x,sec0.  — *.secÄ 

51)  y, i COS /S (e  -\-e  ) 


52) 

53) 


dyi  , . x,  sec  ß — x,  sec  ß 
, *■“  3 («  — ® ) 

1 


</x 


J?S  — cos  ß 


x,  sec0  . --Xjsecß 
e + e 

^x,  sec/S — x,  sec  ß 


Dio  Addition  dor  Gl.  50)  und  53)  giebt,  da  Är+ÄS-=S7=-x-j-x, 
ist: 


xsecß  . — xsecß  x.sccß  , — x, sec 
« +e . e r-fe 

xsecß  — xsecß  ' x,  sec ß — x} sccß 
e — e e — e 

oder  zusammengezogen: 


(x-f-  x ,)  sec  ß «=> 


54) 


(x-j-x,)aec(3  — 


2(« 


(x-f-x,)secjS 


^ xsecß ^ — xsec/! 


_e—(x+xJ)sccß) 

Ix,  secß  — x,  sec/S 
)(e  — e ) 


Diese  Gleichung  liefert  eine  Beziehung  zwischen  x und  x,.  Die  Di- 
vision der  Gleichungen  54)  und  51)  und  48)  durch  51)  führt  dann 
zu  den  Gleichungen  der  Begrenzungscurve : 
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M) 


| 4(e(*+*i)soc/S_e— (z+*,)sec^ 

g , xsecß  — xsecß,  2x,sccß  — 2x,8ecö, 

(e  —e  )(«  — « r) 

s- sec  fl  . — xsecß 

V e + « 


3 x,  sec/3_^ — x,  sec  ß 


Um  die  Formeln  54)  nnd  55)  geschmeidiger  zu  machen,  führen 
»ir  die  Hülfswinkel  g>  nnd  cp  durch  die  Gleichungen: 


56) 


— xBecß  . cp  — x,secß  w 

e “tg^i  e '-tgj 


57) 


eis;  ihre  Substitution  in  die  Gleichungen  49)  und  52)  giebt: 

% -i(cot|-t«f)  = cottf/ 

g = i(cotf-tgf)=cot9 

Es  sind  also  ip  und  qp  die  Winkel,  welche  die  Tangenten  Q,  R nnd 
PR  mit  der  Verticalen  bilden.  Führt  man  sie  in  die  Gleichung  54) 
ein,  so  erhält  man: 

/ , *\  „ (cotfcotl-tgftgf) 

-log  (tg2  • tg2 ) “ 2.  j—j v - — 

V ’ (cotf-tgfXcetf-tgf) 

cos^cos^  -sin»2  sin^j 
(cos*  | - sin8 ^cos8 1 — sin8 


cos  qp+oosü' 
cosqpcosi^ 


„-W-M 

also: 

cos  cp . COS  Cp 

58) 

— log 

(igf  = secqp  + secip 

oder  auch: 

59) 

© 

*2 

. cp  — (sec  ip-j- sec  cp) 

tg  2 = e 

Diese  Gleichungen  geben  die  Beziehung  an,  die  zwischen  cp  und 
9 besteht,  und  zwar  kommen  diese  Grössen  darin  symmetrisch  vor, 
lassen  sich  also  mit  einander  vertauschen.  Formt  man  endlich  die 
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Gleichung  55)  mittelst  der  Winkel  <p  und  tp  um,  so  erhält  man  nach 
ähnlicher  Reduction  wie  oben: 


sin  cp  (sec  tp  -f-  sec  ip) 

sing) 
sinip 

Donkt  man  sich  aus  den  drei  Gleichungen  GO)  nnd  59)  (oder  58)) 
<p  und  t}>  eliminirt,  so  entsteht  die  Gleichung  der  Begrenzuugscurve. 
Bevor  wir  aber  in  die  nähere  Untersuchung  ihrer  geometrischen 
Eigenschaften  cintreten,  wollen  wir  die  gewonnenen  Resultate  (d.  h. 
dio  Gleichungen  58)  59)  60))  noch  auf  einem  ganz  andern  Wege  ab- 
lciten. 

Sei  der  Punkt  P (Fig.  7)  in  seiner  Lage  zur  Rotations-  und 
zugleich  Abscissenaxo  gegeben,  das  Lot  PJ  — A„  und  J der  Anfangs- 
punkt des  Coordiuatcnsjstems.  Lege  ich  uun  durch  P allo  die 
Kettenlinieu , dio  dem  Problem  genügen,  d.  h.  deren  Gleichung  die 
Form  der  Gl.  1), 

x — lc  x-^-lc 

61)  y = (e  0 -J-c  2 ^ 


hat,  nehme  jedoch  die  Horizontalprojection  der  Spannweite  JK  als 
gegeben  = f an,  so  dass  der  audero  Endpunkt  Q in  der  durch  K 
gehenden  Verticalen  liegt,  so  wird  boi  einer  bestimmten  von  diesen 
Curven  Q dem  Punkt  K am  nächsten  liegen,  bei  allen  anderen  weiter 
hinauf.  Ist  die  erstgenannte  gefunden,  und  bezeichne  ich  für  sie  QK 
mit  (A,),  für  eine  beliebige  mit  /»,,  so  weiss  ich,  dass  Aj  > (A,)  sein 


muss,  wobei  aber  das  Verhältuiss  ^ J von  A0  abhängig  ist;  und  ich 

kann  dann  auch  leicht  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Begrenzungs- 
curve  angeben,  indem  ich 


62) 


5 -ft) 

K 9 w 


nehme  und  die  Grösse  A0  aus  diesen  Gleichungen  climinire.  Wenden 
wir  die  Gleichung  61)  auf  dio  Punkte  J =■  (0^)  und  K = (f,  A,) 
an,  so  werden  sie: 


1)  Kflrxer  statt: 


. <*i) 
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63) 


(■ 


Setzen  wir  aber: 


f—k 


+ e 


f-k 

° ) 


_ i _ (f_z±\ 

64)  j '=tgji  « ' c ' 

so  nehmen  sie  die  einfachere  Gestalt  an: 


tp 

•»? 


«) 

66) 


singp 
A,  sin  tp 
A0  ™ sini/> 


A,  = — — 
1 sini/> 


and  es  sollen  also  c,  k,  tp  nnd  tp  so  bestimmt  werden,  dass  -~ 

' sinik 

ein  Minimum  wird,  während  die  Gleichungen  64)  und  die  erste  65) 
gelten,  worin  A0  als  bekannt  anzunchmen  ist.  Etwas  leichter  wird 
die  Rechnung,  wenn  wir  statt  c und  k die  Grössen  u und  v durch 
die  Gleichungen: 

* f 

- = »,  - 

. sin  tp 

einftthron,  so  dass  g— - oin  Minimum  werden  soll  unter  gleichzeitiger 
Existenz  der  Beziehungen: 


67) 


68)  tg^  — e “■ 


u—o 

0,  tg2— « 


0,  v sin  tp  - 


Wir  haben  folglich  nach  der  bekannten  Methode  von  Lagrange 

69) 

F “ itrl  + * ( tg  I~ “)  + f'  ('«  f-«“-")  + v(«sinv-Q 

Indem  wir  die  Differentialquotienten  nach  tp,  tp,  «,  v verschwin- 
den lassen,  erhalten  wir  die  Gleichungon: 


70) 


(IV 

cos  tp  , A , 

dtp 

2cos‘f 

dV 

sinq>cosd<  , 

dtp  = 

sin*^ 

dV 

1 

s 

tf 

1 

du 

Ke  — fie 

dV 

u — v . 

dv  “ 

fic  + v sin  <p 

f-  vv  cos  tp  — 0 
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Die  2tc,  3to  und  4te  dieser  Gleichungen  liefern  Dacheinander: 


sm  <p  cos  ig  , 2 u — c u.e 

u = — > A «=  u.  c , v — . — 

„ . r sing) 

2 sm*  £ 

UDd  ihre  Substitution  in  dio  erste,  mit  sin  ig  multiplicirte  Gleichung 
giebt: 

2 u — ti  » — » 

ig  . /«  e.«  cosg>\ 

cos  g>+ cot  2 Sin  <pcos*( sj— ) - 0 


oder  wegen  68) 
daher: 

71) 

Nun  folgt  aus  68): 


'2cos*2~ 


cos  qp-f-  COS  lg — 0 COS  tp . cos  lg  — 0 
v *=  sec  <p  -(-  sec  ig 


— U-lOgtgj 


<P 


daher: 


und  somit  aus  71): 


ig 

u—v  — log  tg  g 
— e — logtg|  + logtg2 


(m  ifA 

tg2  tgg-)  “ socgi  + sectg 

Die  Elimination  von  v aus  der  dritten  68)  und  71)  führt  zu  der 
Gleichung 

73)  — sin  tp  (soc  tp  + sec  tg) 

"0 

Ersetzen  wir  nun  in  73)  und  66)  die  linken  Seiten  durch  ihro  Werte 
aus  62)  und  schreiben  noch  die  Gleichung  72)  vor,  so  erhalten  wir: 


— log^tg^  • tg|^)  = secg>-f-sectg 

t 

— sin  tp  (sec  tp + sec  ig) 


9 

rj  sing: 
g ~ sin  tp 
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Diese  Gleichuugon  sind  aber  identisch  mit  den  Gleichungen  58)  und 
GO),  und  zwar  sind  auch  die  Hilfswinkel  hier  und  dort  dieselben1). 


Än 

I)  Sind  die  Verhältnisse  - und 

f 


H>«) 


gegeben,  und  sollen  für 


die  betreffende  Kettenlinie  die  Parameter  k und  c berechnet  werden,  so  dienen 
dazu  am  besten  die  Gleichungen  68)  und  66).  Man  nehme  u willkürlich  an, 


cp  — u 

bestimme,  mittelst  der  Gleichung  tg  =r  e ,9  sodann  durch 
Z 


-,  endlich 


y durch  die  Gleichung:  tg  — 1 


A08in  (p 

e ^ V Setzt  man  dann  die  Werte  von 


f und  9 in  66)  ein , so  muss  diese  erfüllt  werden,  und  es  ist  u so  lange  zu 
mindern,  bis  dies  geschieht.  Man  erhält  stets  zwei  Auflösungen ; von  diesen 
ist  der  kleinere  Wert  für  u zu  wählen.  Schliesslich  folgen  c und  k aus  67). 


Beispiel.  Wir  wollen  zuerst  dio  Ordinate  rj  des  Punktes  I der  Be- 
grenzungscurvc  in  Fig.  6b  bestimmen,  welcher  vertical  über  F liegt;  sodann 

h<\  CA 

wollen  wir  die  Parameter  einer  Kettenlinie  bestimmen , für  welche  — <=» 

f AF 

h. 

ist,  während  y willkürlich,  jedoch  innerhalb  der  Grenzen  der  Möglichkeit  an- 
genommen werden  soll. 

Um  die  erste  Frage  zu  beantworten,  müssen  wir  die  Winkel  9 und  9 aus 
der  Gleichung  59)  und  der  ersten  der  Gleichungen  60)  bestimmen.  Da  nun 
; = AF  den  Wert  g tg  /?  hat,  so  heissen  sie,  unter  Einführung  der  Be- 
ziehung Zi 

tg/3 

»)  BGCrp  = -r- sectp 


S1D  cp 

-(sec  9 +sect/>) 


cot 


9 


«*2=1 


Nehme  ich  9 = 14°  an,  so  folgt  aus  a):  9=  54°  81  und  damit  aus  b): 
0,0 135  ; für  9 = 13°  30'  folgt  9 = 56°  29',  und  IZ=.  9,9647  = —0,0353. 
Dem  Werte  9 = 13°  54*  entsprechen  9=  54°  38'  und  IZ  = 0,0029  was  als 
i^nögende  Annäherung  an  IZ  = 0 gelten  mag.  Hiermit  folgt  aus  der  andern 
Gleichung  60): 

c)  rj  = 0,2945  <7 


Bezüglich  der  Beantwortung  der  zweiten  Frage  ist  y = cot/?  und 


nehme  ich  nun  A,  = Jä0  (oder  y = }cot/?)  an,  so  muss  die  Aufgabe  mög- 


lich sein,  da 


Versuchen  wir  nun  mit  u = 1,8  so  folgt  9 = 18°  46#,  v = 2,060,  somit 
r — u = 0,260  und  dann  9 = 75®  16#;  setzen  wir  diese  Werte  in  die  aus  66) 
hergeleitct«  Gleichung: 
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Um  nun  dio  Begrenzungscurvc  selbst  näher  kennen  zu  lernen, 
setzen  wir  zuerst  <p  ■=  0;  dann  folgt  ans  58): 

— 1(0)  = l + scctg 


also 


je 


Folglich  wird  - — 0 und  auch  ^ — 0,  indem  ich  für 


sec9>-|- sec tf»  den  Wert  (aus  derselben  58)  boi  kleinem  <p):  —log 
setzo.  Auch  wird: 


74) 


V _ 1 

5 siu  ig(sceg>-f-  scctp) 


V 

also  für  den  Anfangswert  von  cp  und  cp:  ~ = 0,  sodass  die  Curve  dio 

Abscisscnaxo  in  A tangirt. 

Für  <p  — cp  orgiebt  sich  aus: 

cp  — sec  cp 
tg2-  =•« 

also  ist  daun,  wie  Gleichung  19)»  zeigt:  cp  = cp  = ß und  daher 
! = 2</  tg  ß,  t]  — g. 

Ist  endlich  cp  — so  folgt  aus  58)  oder  59)  cp  ■=■  0 und  daher 
| •=■00,  tj  = oc,  aber  nach  74: 


Die  Curve  steigt  schliesslich  also  steil  in  die  Höhe  und  gewinnt, 
wenn  wir  noch  den  links  liegenden  congruenten  Teil  hinzufügen  im 
allgemeinen  die  in  Fig.  8)  dargestellte  Gestalt.  Nunmehr  können 
wir  die  Frage:  „Lässt  sich  durch  zwei  in  bestimmter  Lage  zur 
Uotatiousaxe  gegebene  Punkte  eine  Kettenliuie,  welche  eiuc  Minimal- 
Obcrtiäehü  erzeugt,  logen?“  präciso  beantworten.  Nennen  wir  näm- 
lich einen  beliebigen  der  beiden  Punkto  C,,  den  andern  /),,  fällen 
die  Lote  zur  Rotationsaxo,  CtAt,  DtJ f,  und  vergrössern  oder  ver- 
kleinern die  Figur  ClA1B1D1,  sodass  C\  A,  in  das  CA  der  Bc- 


d) 


sin  tg 
sin  cp 


1 


so  ergiebt  sich  IY ~ 0,0009  statt  0,  was  genügen  mag.  — Der  andere  Wert 
von  u ist  nabe  an  2,37,  also  als  der  grossere  nicht  r.n  brauchen.  Die  Glei- 
chung 61)  der  Kettenlinie  heisst  somit: 
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grenzungseurvo  Obergeht  (Fig.  8),  zeichnen  sie  dann  an  CA  heran 5 
sodass  die  Figur  CABD  cv>  (7,  A,B,D1  entsteht,  — so  lautet  die 
Antwort  bejahend,  falls  D innerhalb  der  Begrenzungscurve  liegt, 
verneinend,  falls  D ausserhalb  oder  auf  der  Begrenzungscurve  sich 
befindet. 

Aus  der  ersten  Eutstchungsweise  derselben  entspringt  noch  eine 
interessante  Beziehnng  zwischen  den  Ordinaten  jo  zweier  mit  C auf 
gerader  Linie  liegenden  Punkte.  Denken  wir  uns  nämlich  in  Fig.  Ga) 
den  Punkt  P nach  p,  symmetrisch  zu  Q,  hcrnnterrttckend,  so  gelangt 
Q,  in  die  Lage  von  q , symmetrisch  zu  Sind  dann  in  Fig.  8.  CB 
nnd  CF  die  in  den  Verbindungslinien  PQ, , pqx  entsprechenden  und 
daher  letzteren  parallelen,  so  bilden  sie  mit  der  Horizontalen  gleiche 
Winkel ; es  ist  aber  auch,  wenn  ich  Bl  und  FK  fälle,  die  ganze  Figur 
CA  IE  oo  PSTQ1  nnd  ebenso  CAKF  co  pttqt  (wenn  ich  die  betreffenden 
Linien  in  Fig.  Ga)  gezogen  denke).  Da  dio  letzteren  Figuren  aber 
congrncnt  sind,  so  ist  auch:  CAIB  cv>  FKAC  oder  wenn  ich  BC  bis 
£,  verlängere  und  BiIl  fälle.  CAIB  cv>  Et  /,  AC\  folglich  findet  die 
Proportion  statt: 

BI:  CA  = CA : Bt  /, 

oder  weun  ich  die  Ordinaten  der  mit  C auf  gerader  Linie  liegenden 
Paukte  B und  Bx  mit  ij  und  ij,  bezeichne: 

VVi  — ff 2 

Dies  wollen  wir  auch  analytisch  nachweisen.  Bezeichne  ich  (in  Fig.  8) 
die  Coordinatcu  vou  B mitl  nnd  q,  von  F mit  f,  und  tj,  (da  FK  ■=  A',7, 
ist)  so  ist,  wenn  ich  durch  C eine  Horizontale  ziehe,  dio  vou  den 
Loten  aus  B und  F in  (1  und  getroffen  wird,  Wkl.  ECU  =*  Wkl.  FCII 
und  daher 

ff-v  Vi  -ff 
I ” fl 

folglich  weun  ich  für  q nnd  J die  Werte  von  cp  und  f aus  60)  und 
für  ij,  und  f,  die  entsprechenden  in  < p,  und  ip,  einsetze: 


75) 


sinip — sinqp  sinqp, — sin  lp, 

sin  q> , sin  <p,  (sec  <p,  -f-  sec  tp,) 


sinqp  sin  tp(secqp-j-sec  <p) 
dabei  gilt  ausser  59)  noch  dio  Gleichung 


76) 


qp  tp 

*6  2 2 


- (sec  <p,  -f-  scc  ip,) 


Nun  wird  75)  identisch  erfüllt,  und  7G)  geht  in  dio  richtige 
Gleichung  59)  über,  wenn  wir: 

77)  9>i  = V,  spj  ■=  qp 

setzen-,  dann  wird  aber: 
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78)  = 

g sm  qp 

und  somit  ryt],  — g1. 

Zu  wichtigeren  Resultaten  führt  jedoch  die  Betrachtung  des 
Differcntialquotienten.  Um  ~ aus/. »drücken,  betrachte  icli  qp  als  die 

unabhängige  Variable  und  habe  also  zuerst  ^ zu  bestimmen.  Durch 
Differentiation  der  Qieichung  58)  nach  qp  folgt : 


woraus  leicht: 
79) 


L 1 

siu  qp  sin  tp  dtp 


sin  <p  sin  tp  d tp 
cos*«?"'  cos4^  'dg> 


dtp  sin  tp  cos*  tp 

dtp  sinq>cos2q> 


Daraus  lässt  sich  ableiten,  was  wir  indessen  nicht  direct  brauchen, 

dtp  t/tp  71  *) 

— — oo  für  qp  =*  0,  -=  0 für  qp  = Differentiirt  man  jetzt 

dtp  dtp  2 

die  Gleichungen  60)  nach  <p,  so  erhält  man: 


dtp 

, , sm  ig  cos  qp  — sin  qs  cos  -r- 

1 f/»;  r ^ _ dtp 

g dtp  sin*  tp 

1 dl  . ( sinqp  siutg  dtp\ 

- , = coscp(sec(pd-secig)-^-siuqp(  — 4-  „ , , I 

g dtp  1 ‘ T\.COSsqp  ' COS'gK/qp/ 

d.  i.  mittelst  79)  und  nach  geringen  Reductionen : 


( 1 

COS5  qp  -f-  cos3  tp 

1 9 dtp 

sin  tg  cos*  qp 

80) 

< 

/ 1 'li 

cos3  qp  -j-  cos3  tp 

' gdtp 

cos  ig  cos2  q; 

und  daher: 

81) 

dt] 

= cot  tp 

1)  Denkt  inan  sich  überhaupt  tp 

gehörige  als  Ordinate  aufgetragen,  so  crhftlt  man 
treffende  Vorstellung  der  entstehenden  Curve,  wenn 
den  positiven  Coordinatcn-IIalbaxen  gelegenen  Teil 


^von  0 bis 


als  Abscissc  und  das  zu> 

eine  im  allgemeinen  zu- 
man  sieh  den  zwischen 
der  sternförmigen  Curve : 


vergegenwärtigt. 
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i h.  die  Tangente  in  dem  Punkte  (5,  tj)  der  Begrenzungscurve  bildet 
mit  der  Verticalen  den  Winkel  y>. 

Gehen  wir  aber  nochmals  anf  die  Figuren  6a  und  b zurück  und 
betrachten  den  willkürlichen  Punkt  E als  (f,  tj),  so  ist  das  Curven- 
stöck  CE  ähnlich  dem  Curvenstüch  PQV  Die  Tangenten  des  letz- 
teren bilden  aber  gemäss  der  Deutung  der  Gleichungen  57)  mit  den 
Verticalen  auch  die  Winkel  y>  in  Q,,  q>  in  P\  dasselbe  ist  also  auch 
bezüglich  der  Tangenten  an  die  Kettenlinie  CE  und  zwar  zunächst 
in  E der  Fall,  also  folgt:  die  Kettenlinie  und  die  Bogrenzungs- 
enrve  berühren  einander.  Ebenso  ist,  wenn  ich  (in  Fig.  8) 
wie  schon  früher  AIX  mit  E,  /,  mit  tj,  bezeichne: 

d.  i.  wegen  77): 

«2) 

Ziehen  wir  also  in  £,  eine  Tangente  und  in  C eine  Parallele 
dazu,  so  erkennen  wir  mit  Hülfe  der  Vorstellung,  dass  die  ganze 
Figur  6b  (in  richtig  verändertem  Maassstab)  an  das  CA  der  Fig.  8 
angefügt  sei,  (sodass  E und  E etc.  zusammenfallen),  dass  diese  Linie 
zur  Tangente  an  die  ia  Rede  stehende  Kettenlinie  wird,  und  dass  sie 
mit  der  an  Kettenlinio  und  Begrenzungscurve  gelegten  gemeinsamen 
Tangente  sich  anf  der  Linie  AI  schneidet.  Ebenso  kann  man  durch 
Cnnd  £,  eine  Kettenlinie  legen,  deren  in  C gezogene  Tangente  mit 
der  in  £ parallel  läuft,  deren  in  £,  gezogene  zugleich  eine  solche  an 
die  Begrenzungscurve  ist,  uud  wobei  diese  beiden  Tangenten  sich 
auf  Ajt  schneiden. 

Von  diesen  Ergebnissen  ist  das  zuerst  gewonnene  das  wichtigste. 
Denn  es  zeigt,  dass  die  Begrenzungscurve  die  Enveloppe  aller  durch 
C gehenden  und  dem  Problem  genügenden  Kettenlinien  ist,  uud  wir 
erhalten  somit  ein  schönes  Beispiel  zu  dem  Aussprucho  Jacobi’s  (im 
loten  Bande  des  Crelle’schcn  Journals),  dass  man  auf  einer  Einzel- 
curve  derjenigen  Curvenschaar , die  einem  bestimmten  Problem  der 
Variationsrechnung  genügt  und  durch  einen  gegebenen  Punkt  hindurch- 
geht, den  anderen  Grenzpunkt  nur  bis  dahin  hinausschieben  darf, 
wo  die  Curve  von  der  benachbarten  oder,  was  dasselbe  ist,  von  der 
Enveloppe  aller  getroffen  wird. 

Königsberg,  den  24.  Juni  1885. 


ein, 

— = cot*, 


dv  | 

~=cot* 
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VI. 

Die  sphärische  Schleifenlinie. 


Von 

Franz  Schiffner. 


Wenn  ein  Punkt  A um  die  feste  Gerade  G rotirt,  so  beschreibt 
er  eineu  Kreis  vom  Radius  AO  = r;  dreht  sich  aber  die  Gerade  G 
gleichzeitig  in  demselben  Masse  wie  A um  die  Gerade  (?,,  welche 
in  O auf  der  Ebene  (A,  G)  seukrecht  stellt,  so  erzeugt  der  Punkt 
A eine  Raumcurve  C,  die  hier  näher  untersucht  werden  soll. 

Um  die  Linie  C leicht  darstellen  zu  können,  nehmen  wir  die 
Gerade  G als  Projectionsachse  A’Jf„  den  Punkt  A n der  horizontalen 
Hildebeue  an;  die  Gerade  G,  liegt  dann  in  der  verticalen  Bildebene. 
Die  Projectionen  eines  Punktes  P der  C linden  wir  nun,  wenn  wir 
erst  die  eine  und  dann  die  andere  Drehung  verfolgen.  Dreht  sich 
G um  den  Winkel  a nach  rechts,  so  tut  dies  auch  AO  und  kommt 
nach  pO  oder  A nach  p\  von  hier  hat  A um  G eine  dem  Winkel  o 
entsprehendo  Drehung  nach  aufwärts  bis  nach  P zu  machen,  so  dass 
Wkl.  pOP  — • AOp  = o wird.  Denken  wir  uns  den  Wkl.  pOP  um 
pO  nach  links  umgelegt,  so  deckt  er  sich  mit  dem  Winkel  AOp , und 
P fällt  auf  A.  Die  Normale  ans  A zu  Op  trifft  Op  in  P',  und  AP' 
gibt  den  Abstand  des  Punktes  P von  der  horizontalen  Bildebene  an. 
Wie  der  Figur  zu  entnehmen  ist,  sind  die  Punkte  P'  die  Scheitel 
der  über  AO  möglichen  rechten  Winkel  und  bilden  somit  den  Kreis, 
welcher  AO  — r zum  Durchmesser  hat.  Mit  anderen  Worten:  Der 
Grundriss  C‘  der  Raumcurve  C ist  der  Kreis  über  dem  Durchmesser 
AO,  oder  C liegt  auf  einem  Rotatiouscrlinder  C\  mit  zu  Gt  paral- 
lelen Erzeugenden  und  dem  Querschnitte  C'. 
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Alle  die  Kreise,  welche  der  erzeugende  Punkt  bei  jedesmaliger 
vollständiger  Rotation  um  G für  alle  Lagen  dieser  Geraden  be- 
sehreibt, bilden  eine  Kugel  K,  deren  Centrum  0 und  deren  Halb- 
messer AO  ■=■  r ist  Auf  dieser  Kugel  muss  C auch  liegen.  So  er- 
scheint denn  C als  die  Schnittlinie  des  Rotationscylinders  C,  und 
der  Kogel  K.  Als  solche  muss  sie  eine  Raumcurve  4.  Ordnung  sein. 
Sie  projicirt  sich  auf  die  horizontale  Bildebene  nur  deshalb  als  Linie 
der  2.  Ordnung,  weil  diese  Ebene  eine  Symmetrieebene  von  C,  und 
A'  ist.  Da  die  Normalebene  zu  G durch  O ebenfalls  eine  Sym- 
metrieebene beider  Flächen  ist,  so  wird  auch  die  Kreuzrissprojection 
C"  von  C eine  Kegelscbnittslinie  sein.  Sie  gibt  sich  als  Parabel  zu 
erkennen;  denn  construirt  man  C"'  so,  dass  man  mit  A"  beginnt, 
dann  lassen  sich  fernere  Punkte  P m linden,  indem  man  A'L  — AmLi 
snd  A'P'  = L,  P"  macht,  was  einer  bekannten  Parabel-Coustruction 
entspricht.  Die  Parabel  C"  hat  eine  horizoutalo  Achse,  A"  ist  ihr 
Scheitel,  r ihr  Parameter.  C liegt  also  auch  auf  einem  zweiten  Cy- 
lisdcr  C, , dessen  Erzeugenden  zu  G parallel  sind,  und  dessen  Quer- 
schnitt eine  Parabel  ist. 

Die  drei  Flächen  A",  C, , C'f  berühren  sich  im  Punkto  A ; ihre 
Schnittlinie  C muss  aus  diesem  Grunde  in  A einen  Doppelpunkt 
haben.  Jede  durch  A gelegte  Ebene  kann  dann  C nur  noch  in  zwei 
Punkten  schneiden:  die  Verbindungsgeraden  von  A mit  allen  Curven- 
punkten  erfüllen  somit  einen  Kegel  der  zweiten  Ordnung  A',.  Der- 
selbe wird  von  der  verticalen  Bildebeuo  in  einer  Hyperbel  ll  ge- 
schnitten , weil  er  zwei  zu  dieser  Ebene  parallele  Erzeugende  ent- 
hält. (Die  Tangenten  der  C in  A projiciren  sich  nämlich  horizontal 
als  Parallele  zur  Projectionsachse). 

In  anderer  Auffassung  heisst  das:  Für  das  Projoctionscentrum 
A ist  die  stereographische  Projection  der  Rauincurve|  C die  Hyper- 
bel H. 

Der  Kegel  A',  liegt  wie  C zur  ersten  und  dritten  Projections- 
ebene  symmetrisch , daher  hat  die  Hyperbel  //  die  Geraden  G und 
Cr,  za  Achsen,  in  O den  Mittelpunkt  und  in  B einen  Scheitel.  Um 
über  die  Aymptoten  näheren  Aufschluss  zu  bekommen,  betrachte  man 
die  Erzengenden  AP  des  Kegels  A,.  Sie  sind,  da  nach  der  oben 
angeführten  Construction  von  P stets  AP‘  = P'P  ist,  alle  zur  hori- 
zontalen Bildebene  unter  Winkeln  von  45°  geneigt  — diejenigen, 
welche  A mit  seinen  beiderseitigen  Nachbarpunkten  verbinden,  wer- 
den hiervon  keine  Ausnahme  machen.  Das  sind  aber  jene  Erzeu- 
gende von  A’,,  welche  zur  verticalen  Bildebene  parallel  sind  und  die 
Asymptotenrichtung  der  Hyperbel  H angeben.  Sie  stehen  auf  ein- 
ander senkrecht,  also  ist  H eine  gleichseitige  Hyperbel. 

in*.  4.  Math.  «.  Pkjrik.  2.  Reihe.  T,  V.  11 
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Der  Umstand,  dass  die  Geraden  AP  eine  gleiche  Neigung  von 
45°  zur  horizontalen  Bildebene  haben,  deutet  uns  an,  dass  der  Kegel 
A",  eigentlich  ein  Rotationskegel  ist,  dessen  Erzeugenden  mit  seiner 
verticalen  Achse  Winkel  von  45°  bilden.  Er  wird  in  der  Höhe  r 
nach  dem  horizontalen  Kreise  vom  Halbmesser  r geschnitten. 

Die  Raumcurvc  C liegt  sonach  auf  den  vier  Flächen  der  zweiten 
Ordnuug:  K,  Kt , C, . C,  und  kann  als  Schnitt  von  je  zweien  nach 
bekannten  Methoden  dargestellt  werden.  So  wird  man  die  Aufriss- 
projection  C",  welcho  eine  Linie  der  vierten  Ordnung  ist,  mit  Be- 
nutzung der  Kugel  K und  des  Cylinders  C,  suchen,  indem  man 
horizontale  Ililfsebenen  e legt.  Solche  schneiden  K und  t\  nach 
Kreisen,  deren  gemeinschaftliche  Punkte  in  C liegen. 

Auch  die  Tangenten  T der  Raumcurve  C,  welche  in  ihrer  Ge- 
samtheit die  abwickelbare  Fläche  F bilden,  sind  nun  bestimmt. 
Mau  erhält  sic  als  die  Schnittgeraden  von  Beräbrungsebenen  der 
Flächen  K,  Kl , C\ , Ct  in  ihren  gemeinschaftlichen  Pnnktcn.  So 
wurde  in  der  Figur  für  den  Punkt  die  Tangente  'J\  an  C als 
Schuitt  der  den  Cylindcr  C\  längst  Pt'Pt  berührenden  Ebene  mit 
der  Ebene,  welche  den  Kegel  A',  längst  APX  tangirt,  dargestellt. 
Weil  C die  Ebcuon  (A,  G)  und  (A,  6-’,)  zu  Symmetricebenon  hat,  bo 
sind  sie  es  auch  für  die  developpable  Fläche  F,  und  diese  wird  des- 
halb in  der  ersten  und  dritten  Projectionscbene  Doppelcurven  2X 
und  23  haben.  Einzelne  Punkte  derselben  ergeben  sich  als  die  be- 
treffenden Spurpunkto  S,  oder  S3  der  Tangente  7 ; davon  fallen,  wie 
die  Figur  zeigt,  für  2X  die  Spurpunkto  der  Tangenten  in  den  zwei 
Punkten  li,  für  2a  die  Spurpunkto  der  Tangenten  in  den  vier 
Punkten  ifj  ins  Unendliche.  Der  Symmetrie  halber  hat  2X  nur  die 
eine  im  Abstande  -f -2r  zu  G Parallele,  2,  die  zwei  Spuren  ©s  der 
in  den  Punkten  1)3  osculirenden  Ebenen  (von  denon  später  die  Rede 
sein  wird)  zu  Asymptoten. 

Die  Rechnung  bestätigt  nicht  allein  das  Gesagte,  sondern  liefert 
auch  noch  nähero  Details. 

Nehmen  wir  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  so  an,  dass 
G die  Achse  der  *,  OA  die  Achse  der  y und  Gx  die  Achse  der  * 
wird,  dann  ergeben  sich  für  den  Punkt  P die  Coordinaten: 

X ■=  r sin u cos  o,  y =-  rC08’cr,  z = rsin<r. 

Diese  Werte  lassen  erkennen,  dass  alle  Punkte  P oder  die  Curve 
C auf  der  Kugel 

K ...  x*-j-ys-J-z*  ■=  r* 
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liegen  (oder  C eine  Bphärische  Curve  ist),  dass  y nie  negativ  werden 
kann  (oder  C ganz  auf  der  vorderen  Kugelhälfte  verläuft),  und  dass 
jedem  Werte  von  y zwei  entgegengesetzt  gleiche  Werte  von  * und  * 
entsprechen  (oder  C zu  der  yz-Ebene  und  der  xy- Ebene  symmetrisch 
liegt).  Wir  können  uns  deshalb  bei  den  folgenden  Untersuchungen 
anf  den  ersten  Raum  mit  positiven  Coordinaten  beschränken.  Für 
ein  zunehmendes  a wächst  in  diesem  x von  null  bis  zum  Maximum 

im  Punkte  ^ = 6,  wenn  ° nimmt  daun  aber  ab  bis 

null ; y durchläuft  die  Werte  von  r bis  null;  z wächst  von  null  bis 
r.  Der  die  Curve  C erzeugende  Punkt  erhebt  sich  sonach  von  A 
aus  auf  der  Kugel  K nnd  nähert  sich  fortwährend  der  Ebene  XOZ, 
während  er  sich  anfangs  von  der  Ebene  YOZ  entfernt,  sich  ihr  aber 
ton  iß  an  nähert,  bis  er  sio  in  B trifft 

Die  übrigen  Teile  von  C sind  diesem  symmetrisch ; es  sieht  also 
C wie  eine  auf  der  Kugel  A'  beschriebene  8 aus  und  verdient  des- 
halb den  Namen  sphärische  Schleifenlinie. 

Ans  obigen  drei  Gleichungen  für  C findet  man  als  Gleichung 
für  den  Grundriss 

C‘  ...  ®*4-y4  -ry  = 0 

C ist  daher  richtig  ein  Kreis  mit  dem  Durchmesser  r ■=■  AO.  Als 
Gleichung  für  den  Kreuzriss  C"  ergibt  sich 

a*-j-ry  — r*  = 0 

C*  ist  somit  wirklich  eine  Parabel  mit  der  Achse  AO,  dem  Scheitel 
d und  dem  Parameter  r,  und  es  bestätigt  sich,  dass  C auf  den  zwei 
früher  erwähnten  Cylindern  C,  und  C,  liegt. 

Um  in  der  Parabel  Cm  jenen  Punkt  P"  zn  finden,  welcher  dem 
«entspricht,  zeichne  man  über  A"'0  einen  Kreis,  mache  Wkl.A"Of,=o 
und  — L,P"\  oder  coustruire  Wkl.  A"Ola  — o,  parall.  AmO, 
i \,Pa  parall.  Olp,  m^P0  «=  und  P0 Pm  senkr.  auf  („m^.  Beide- 
mal bat  man 

OL,  = r . C08*a  = y und  L,  P"  = r sin  a = z. 

In  der  Ebene  XOZ  ist  die  Projection  von  C eine  krumme  Linie 
C"  mit  der  Gleichung 

««  — rV-f  r***  - 0. 

Wie  C'  und  C" , so  lässt  sich  auch  der  Aufriss  C"  direct  con- 
strairen.  Es  ist  nämlich 

11* 
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r.x  *=>  z . Vr*  — s* 
oder  es  besteht  die  Proportion 

p : Yr*  - **  — *:*, 

woraus  die  Construction  folgt:  Ziehe  OH  beliebig,  BJ  parall.  OX, 
MQ  scnkr.  auf  OX,  qp"  parall.  OX,  und  P"  ist  ein  Punkt  der  Linie 
C".  Man  kann  P"  auch  so  finden,  dass  man  BN  beliebig,  NQ 
senkr.  auf  OX,  QU  parall.  OX,  UH  parall.  BN  und  HP"  senkr.  auf 
OX  zeichnet. 


In  beiden  Constructionen  erscheint  P"  als  der  Schnittpunkt  der 
vierten  Seiten  zweier  flachengleichen  Rechtecke  OHSB  und  ONQU, 
welche  den  Winkel  O gemein  haben,  und  von  denen  das  eine  die 
Breite  r,  das  andere  die  Diagonale  r hat 

Aus  den  Gleichungen  für 

C"  ...  (x  — r sinn  cos  a,  * -=  rsino) 

folgt 

Z * 

sinn  = -,  cosn  = - 


was  uns  bequem  Punkte  constrniren  lehrt,  die  gegebenen  Winkeln  a 
entsprechen.  Zeichnet  manWkl.  XOQ  = a,  so  ist  QN  — z;  macht 
man  OD  -=  z,  DR  senkr.  auf  OX,  so  ist  OH  ■=  *,  und  die  zu  OX 
Parallele  QP"  schneidet  HD  in  P".  Aber  selbst  das  lässt  sich  noch 
vereinfachen.  Weil  A OBD  A OQN,  so  muss  bei  D ein  rechter 
Winkel  sein,  und  alle  Punkte  D liegen  in  dem  Kreise  mit  dem  Durch- 
messer OB.  Man  braucht  deshalb  nur  diesen  Kreis,  den  Winkel  o 
dann  QP"  parall.  OX  und  DP"  senkr.  auf  O.Y  zu  zeichnen. 


Alle  Punkte  P"  geben  dann  die  Curve  P"  in  der  Form  einer  8 
eine  ebene  Linie  der  vierten  Ordnung,  welche  in  0 einen  Doppel- 
punkt hat. 

Die  Grenzwerte  von  * sind  ±r; 


hat,  da 


x = 


± jj  yr«-** 


dx 

th 


rs  — 2z»_ 
rVr* — V 


für  * 


null  wird, 


die  Grenzwerte 


Alle  lassen  sich  leicht  constrniren. 
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Wendepunkte  besitzt  C"  nur  in  O,  denn  es  wird 

d*x  2*3  — 3rs*  , . „ . . ,/3 

- r(r»_  ,i)|  wo1  fttr  * 0 und  * “ i r g 


gleich  null,  aber  für  letzteren  Wert  ist  x imaginär,  während  für  erste- 
ren  inch  x «=»  0 wird. 


Die  Tangenten  in  den  nach  0 fallenden  Wondepnnkten  müssen 

dx 

mit  beiden  Achsen  Winkel  von  45°  bilden,  weil  ^ für  (x—O,  *=0) 

die  Werte  ± 1 annimmt.  Da  sie  zugleich  die  Asymptoten  jener 
Hyperbel  U sein  müssen,  nach  welcher  der  früher  erwähnte  Kegel 
A’i  die  verticale  Bildebene  schneidet,  bo  folgt,  dass  H eine  gleich- 
seitige Hyperbel  ist 


Auch  die  Gleichung  des  Kegels  A",  liefert  uns  dieses  Resultat. 
Gerade,  welche  durch  den  Punkt 

A ...  (x  = 0,  y = *,  u — 0) 
und  einen  Curvenpunkt  P gehen,  haben  die  Gleichungen  . . . 

I — rsinocoBa  » — rcos*o 

— - 1 — . . — . r >om  n 


und  bilden  einen  Kegel,  welcher  von  der  Ebene  ...  £ — r nach  dem 
Kreise  ...  (|  — rcos«,  t)  = r — rsino)  oder  ...  £*+(>7 -r)*  = rs 
geschnitten  wird  und  mit  der  Ebene  ...  y = 0 eine  Linie  gemein 
hat,  deren  Gleichung  ... 


= oder ...  — rs 

V smo’  * sin  aj 

wf  eine  gleichseitige  Hyperbel  deutet. 

Die  Strecke  zwischen  A und  einem  Punkte  P der  Linie  hat 
die  Länge 

AP  = *.y2  = rsin<»y2j 
zwischen  A und  dem  Schnittpunkte  n 

(|  - 4^-,  £ • 

\5  sina 

des  Strahles  AP  mit  der  Ebene  XOZ  liegt  die  Strecko 


4-) 

sin  aj 


es  ist  also  immer 
eine  constante  Grösse. 


An  — - — V 2 
sina  ' 


AP  X An  — 2r3 
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Nach  dem  Principe  der  reciproken  Radien  könnte  deshalb  C in 
die  Hyperbel  H nnd  umgekehrt  transformirt  werden,  oder  auch : Für 
das  Inrersionscentrum  A nnd  die  Inveraionspotenz  2r*  entspricht  der 
Linie  C invers  die  Hyperbel  H.  Die  Raumcurvc  C und  dio  Kegel- 
schnittslinie H sind  darum  in  ihren  kleinsten  einander  entsprechen- 
den Teilen  ähnlich. 

Wir  wollen  nun  den  Aufriss  C"  der  C weiter  verfolgen.  Seine 
Tangenten  haben  dio  Gleichung 

f(4^  — 2r*«)+2r»xl  = 2**, 

worin  x und  s die  Coordinaten  des  Berührungspunktes,  | und  J dio 
laufenden  Coordinaten  bedeuten.  Zur  constructiven  Bestimmung  von 
1"  eignet  sich  dio  Strecke  a,  welche  T"  auf  der  Achse  OX  ab- 
schneidet. Es  ist 

2z*  .«-*» 

° 2r*x  x 


und  lässt  sich  nach  der  Proportion 

a:(i-f-*)  — (» — x):x 
construiren,  indem  man 

OF=(i- f»),  OVj  = x,  0 W,  = (*  — *) 


und  Wt  W parall.  VtV  zieht;  WP"  ist  dann  T".  Mit  Benutzung 
von  a erhält  man  für  T*  die  Gleichung 

J(sin*n  — cos’ol-f-lcosn  «—  rsin’a 

und  für  die  Strecke  a den  Ausdruck 


r sin3« 
cos« 


rtgo  — x, 


nach  wolchem  a noch  leichter  gezeichnet  werden  kann:  es  ist 


a •=  nq  — x. 

Diese  Gleichung  für  T"  sagt  aber  auch,  dass 

tg(T",  OX)=-^£- 
^ ' ’ ' r COS  2a 

ist,  weshalb  T"  die  Richtung  OR,  haben  muss,  wenn 

OJV,  = r cos  2a  und  2V,  Jf,  = t>A  — r cos  a 
gemacht  wird. 


Digitized  by  Google 


Sc  hif/n  er:  Die  sphärische  Schleifenlinie. 


167 


Wir  können  somit  bei  jeder  der  drei  Projections-Curven  von  C 
nicht  nor  direct  Punkte,  sondern  auch  Tangenten  daselbst  construircn. 
Die  Gestalt  der  drei  Projcctionen  von  C bestärkt  das , was  wir  im 
Vergehenden  über  den  Verlauf  der  Curve  C im  Räume  gesagt  haben. 
Auch  die  Tangenten  2 von  C sind  nns  nun  mehr  als  hinreichend 
klar  gelegt,  weil  die  Projcctionen  T',  T",  T"'  bekannt  sind. 

So  müssen  z.  B.  im  Doppelpnnkto  A die  beiden  Tangenten  der 
C znr  Ebene  XOZ  parallel  sein  und  mit  den  Ebenen  XOY  und 
YOZ  Neigungswinkel  von  45°  haben,  weil  die  Taugento  T‘  in  A‘  an 
C‘  zn  O-V,  die  Tangente  T"  in  Am  an  C"  za  OZ  parallel  ist  und 
die  den  Winkel  der  Achsen  halbirendcn  Geraden  als  Tangenten  in 
A"  an  C"  gefunden  wurden.  Uebrigens  lassen  sich  auch  die  Spur- 
punkte S, , &, , »S3  der  Tangenten  T in  den  drei  Bildebenen  durch 
Rechnung  feststellen. 

Die  Tangenten  T haben  nämlich  die  Gleichungen  : 

J — r sin  o cos«  r\  — rcos*o  J — rsino 

cos*«  - sin1«  — 2 sin  a cos«"”  cos  a ’ 


woraus  für  den  Spurpunkt  Sl  die  Coordinaten  folgen: 


I 


sin3o 

r , 

cosa 


V 


r + rsin’o,  f = 0, 


welche  auch  in  der  Form: 

f—rtga  — x,  71  — 2 r — y,  f = 0 

geschrieben  werden  können,  in  welcher  sio  am  leichtesten  construir- 
bar  sind.  Wie  einleuchtet , muss  S mit  a Ubereinstimmen , ij  der 
Parabeltangentc  T"  entsprechen. 

Beides  ist  der  Fall,  donn  2 m erhält  man  bekanntlich  auch  durch 
Ucbertragen  von  A”  X,  nach  Aml  und  Verbinden  von  l mit  Pm\ 
dann  ist  ja 

Ol  — 7]  = 2r — y. 

Der  Spurpunkt  S,  hat  die  Coordinaten: 


_ rCOSO 

1 “ 2 sin  o’ 
Die  Gleichung 


V 


0,  : 


r 


2, sin  a 


r . 

2 sin  a. 


war  zu  erwarten,  weil  £ von  der  Tangente  2 ' an  den  Kreis  C auf 
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OX  abgeschnitten  werden  muss;  auch  die  Normalo  von  m,  auf  OP' 
tut  dies,  i ergibt  sich  als  Summe  von  } QN  und  Om,  wenn 

f 

Om,  — 5,  m,m  senkr.  auf  Om,  und  Wkl.  m = o ist. 

Die  Coordinaten  des  Spurpunktes  S,  sind: 

rcos’o  rsin5« 

“ ’ ^ “ oos*a  — siu V * cns*o  — sin’o 

odor  auch: 

y z z 

* ( ^ COS  2a’  ^ 2 2 cos  2a 

Die  Zeichnung  liefert  Or=ij,  wonn  Wkl.  LOr  =.  2a,  OL  — tj, 
Ijt  senkr.  auf  OL,  und  ut>  — — f,  wenn  Ow  — O»  «=>  ^,Wkl.»Oir=2a, 
teu  senkr.  auf  Ow  gemacht  wird. 


So  Hessen  sich  die  drei  Spurpunkto  direct  auffinden;  doch  wird 
man  zumeist  die  Tangenten  T'  und  ’l"  benutzen,  durch  deren  leichte 
und  präcise  Darstellung  sowol  T"  als  auch  S„  S,  und  .S,  einfach 
und  genau  erhalten  werden. 


In  ihrer  Gesamtheit  bilden  die  Punkte  -S',,  »S,,  Ä,  die  drei  Spur- 
enrven  X„  X„  X.  der  abwickelbaren  Tangentenflächo  unserer  Raum- 
enrve  C in  den  drei  Projcctionscbeuen.  Behalt  man  den  Wkl.  a als 
Veränderliche  bei,  dann  gelten  die  oben  angeführten  Ausdrücke  für 
die  Coordinaten  von  S„  S,,  S,  als  Glcichungon  der  Curven  X,  X„ 
X, ; eliminirt  man  aber  die  Grösse  a,  so  rcsultirt  als  Gleichung  für  X, 


für  X, 
für  X, 


£*(2r — tj)  — (»/ — *•)*  “ 0, 

^(4f»+r«)-4j‘({*+r,)-r*  - 0, 


Der  Widerspruch,  dass  X,  und  X,  Curven  der  dritten  Ordnung 
X,  cino  Curve  der  vierten  Ordnung  ist,  wird  behoben,  wenn  man 

bedenkt,  dass  S,  für  u und  + S3  für  a und  — aj  gleich- 
wertige Coordinaten  hat,  und  somit  X,  und  X,  Doppelcurven  der 
Fläche  Fsind,  während  X,  einfach  zu  zählen  ist  und  durch  dio 
Tangenten  der  C in  B und  dem  zu  B symmetrisch  gelegenen  Punkte 
(welche  beide  in  der  Ehone  XOZ  liegen  und  zum  Schnitte  von  F 
mit  XOZ  dazu  zu  zählen  sind)  zur  Curve  der  sechsten  Ordnung  er- 
gänzt wird. 
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Die  Schmiegnngsebene  oder  osculirende  Ebene  E in  einem  Punkte 
der  Raumcurvo  C,  welche  zugleich  die  Berührungsebene  längst  einer 
Erzeugenden  T der  Fläche  F ist , wird  man  entweder  durch  T und 
eine  Tangente  der  Spurcurven,  oder  durch  T und  die  parallele  Tan- 
gcntenebeno  des  Directionskegels  der  Fläche  F bestimmen. 

Die  Gleichung  der  Ebene  E ist 

2|  cos3o  — ?i  sin  a (1  — f-  2cos*o)  — 2f  ■=  r sin  o (sin*u  — 3) 

und  zeigt  uns,  dass]  die  Spur  Et  von  E in  der  zweiten  ßildebcno 
(zugleich  eine  Tangente  der  Et)  am  einfachsten  dargestellt  werden 
kann.  hat  nämlich  nebst  y = 0 die  Gleichung 


£ = cos3«  i — ^ sin  o (sin3«  — 3), 
welche  verlangt,  dass 

tg  (E„  OX)  — cos*«. 

Für  die  Construction  wird  man  diesem  Werte  entweder  die  Form 

r.  cos3«  , y.cosa  , ,.r  „ , . 

oder  — - — geben.  Wenn  On  — r und  cos3a=-ycos« 

ist,  so  gibt  Oi  die  Richtung  der  Geraden  Es  an,  welche  Et  in  S, 
berührt.  Die  osculirende  Ebene  E für  den  Punkt  P goht  durch  T 
und  Et. 

Die  Erzeugenden  t des  Directionskegels  k aus  dem  Punkte  B 
(x  = 0,  y — 0,  * — r) 

haben  als  zu  T parallele  Gerade  dio  Gleichungen 

> _ V ^ £ — r 

cos3«  — sin*o  — 2 sin  a cos  « =’  cos  a 


aus  denen  sich  für  dio  Coordinaten  des  Schnittpunktes  * einer  Er- 
zeugenden mii  der  Ebene  XOY  dio  Wcrto  ergeben: 


r(sin3a  — cos3«) 


, y — 2r  sino,  £■ 


Alle  Spnrpuukte  s bilden  die  Spnrcnrvo  « dos  Directionskegels  k in 
der  horizontalen  Bildebene.  Dieselbe  bat  einfache  Polarcoordinaten. 
Für  den  Radiusvector  g — V*Vj-zj3  erhält  man  nach  einfacher  Um- 
formung : 

£ - + — . 

— cos« 


und  da 
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sin  («',  OX)  = - — sin  2a 

e 

ist,  für  den  Polarwiukcl  zwischen  p und  OX  oder  /'  und  OX : 

u = 2a. 


Die  Gleichuug  von  a in  Polarcoordinateu  lautet  deshalb , weuu  wir 
vom  Zeichon  absehcn: 

r.  V2 

Q ca  — — - 

Vl-j-COSu 

Ob  für  a der  positive  oder  negative  Wert  von  p zu  nehmen  ist, 
zeigen  dio  obigen  Werte  von  | und  *j  an.  | ist  für  0 < a < - 
. n 3;t 

negativ,  für  j < a < positiv  etc.  Die  Ausdrücko  « — 2a  und 

p = — - eignen  sich  besonders  zur  Bestimmung  von  » durch  die 
Zeichnung.  Man  zieht  i'  durch  O so,  dass  mit  OX  derWkl.  2a  ge- 
bildet wird,  und  überträgt  Oq  = nach  Os , wobei  die  Qualität 
von  S nnd  ij  gebührende  Beachtung  finden  muss. 

Die  Tangente  c an  n bildet  mit  p einen  Winkel  <p,  welcher  im 
allgemeinen  bekanntlich  der  Bedingung 


tg  w - e - 


<i„ 


genügt.  Hier  ist 


du 

tg  <p  = 2 COtg  a 

oder  für  dio  Construction  passender: 

. 2 r 

psin  a 

Zioht  man  Amql  senkr.  auf  OX,  so  ist 

= Pi  <h  — psin« 
PiQi  = 2r 
Wkl.  pjgjQi  = <P 


und  da 
ist,  so  muss 


sein.  Nach  der  Figur  ist  p,  7,  eine  Normalo  von  t',  cs  wird  des- 
halb t auf  qt  Q,  senkrecht  stehen  müssen. 


Die  durch  t und  t gelegto  Ebene  berührt  den  Dircctionskegel  k 
längst  der  Erzeugenden  t.  Man  kann  nun  die  Scbmiegungsebene 


Digitized  by  Google 


Schifjner : Die  sphärische  Schlei fenlinie. 


171 


für  den  Punkt  P der  C auch  construiren , indem  man  die  in  P be- 
rührende Tangente  2 sucht,  die  zu  2 parallele  Erzeugende  t des 
Kegels  k samt  deren  Berührungsebene  bestimmt  und  zu  letzterer 
eine  parallele  Ebene  durch  T legt. 

Ausser  den  Osculationsebenen,  welche  zwei  unmittelbar  auf  ein- 
ander folgende  Tangenten  der  Raumcurve  enthalten,  gibt  es  noch 
Tangentialebenen  der  C , die  zwei  Tangenten  enthalten,  deren  Be- 
rührungspunkte nicht  auf  einander  folgende  Punkto  der  Raumcurvo 
C sind.  Derartige  Ebenen  berühren  C in  zwei  verschiedenen  Punkten 
und  umballen  die  sogenannte  doppeltumschriebene  Dcveloppable  der 
Raumcurvo  C.  In  unserem  Falle  erkennt  man  sofort,  dass  die  Tan- 
genteuebenen  der  Cylinder  C,  und  C,  in  zwei  symmetrisch  gelegenen 
Curvenpunkten  berühren,  daBS  also  die  beiden  Cylinder  C\  und  C, 
die  doppelt  umschiebeno  Doveloppablc  Fläche  der  Raumcurve  C 
bilden. 

Pola,  im  November  1884. 


t 
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VII. 

Ueber  Construetion  von  Hyperbeln. 

Von 

Herrn  Dr.  Heinrich  Sei  pp, 

Ingenieur  in  F.ckernfürdc 


Eino  oiufacho  Lösung  der  Aufgabe: 

Eine  Hyperbel  zn  constrniren,  wenn  ein  Punkt  derselben 
und  die  Asymptoten  gegeben  sind  — 

beruht  bekanntlich  auf  der  Gloicbheit  der  zwischen  der  Hyperbel 
und  den  Aymptoten  liegenden  Abschnitte  einer  beliebigen  Geraden. 
Ein  anderes  Verfahren  gründet  sich  darauf,  dass  das  Parallelogramm 
aus  den  zn  den  Asymptoten  parallelen  Coordinateu  eines  beliebigen 
Hyperbelpnnktes  constant  ist. 

Eino  dritte  Lösung  der  Aufgabe  ist  in  Folgenden  enthalten: 

„Man  verbinde  den  gegebenen  Hypcrbelpunkt  P mit  dem  Schnitt- 
punkt A der  Asymptoten  und  verlängere  die  Streck«,  PA  um  sich 
selbst  bis  0.  Durch  den  Endpunkt  O lege  man  Parallelen  I und  11  zu 
beiden  Asymptoten.  Werden  hierauf  durch  P Strahlen  gezogen,  und 
deren  von  jenen  Parallelen  begrenzto  Strecke  haloirt,  so  ist  der  geo- 
metrische Ort  der  Halbirnngspnnkte  die  geforderte  Hyperbel.“ 

Dieselbe  geht  dnreh  Punkt  O und  — wie  verlangt  — durch 
Punkt  P. 

An  merk.  Die  in  O halbirto  Strecke  hat  die  Länge  —0;  der 
in  P halbirte  Strahl  ist  die  Ilyperbeltangcnte  in  P. 
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Wird  Punkt  O als  Ursprung  eines  rechtwinkligen  Coordinaten- 
Systems  gewählt , dessen  X-Axo  mit  den  Geraden  I und  II  bzhw. 
die  Winkel  arctgm  und  arctg»  bildet,  so  lauten  die  Gleichungen 
der  letzteren: 

. , I y-B.j  bzhw. 

X y =n.x 

Die  Coordinaten  von  P seien  o und  ß. 

Eine  beliebige  durch  P gelegte  gerade  Linie  wird  dargestellt 
durch : 

(2)  y—  ß — !(*  — n). 

Dio  Coordinaten  ihrer  Schnittpunkte  mit  den  beiden  Geraden  I und 
II  sind  bzhw. 


, ß-Xa  , 

1 XI  — — T- 

| 

) ^ | 

i nnd 

1 m(ß—Xa) 

I 

\ m — A / 

1 

[yi1  n—  1 ) 

Die  Halbirungspunkte  der  zwischen  den  letzteren  gelegenen 
Strecken  der  schneidenden  Gemden : Gl.  (2),  haben  die  Coordinaten- 
werte: 

/ Xt+z*  _ (ß-l«)  [n-fm-21] 

\ 4 2 — 2(m — 1)  (n — 1) 

(4)  1 nnd 

) yi+y«  (j? — lo>  [2mn— ml — nl] 

* n “ 2 ” 2(m  — l)(n  — 1) 

Durch  Elimiuation  des  variabelen  1 aus  diesen  Ausdrücken  wird 
die  verlangte  Ortsgleichung  erhalten. 

Man  findet  zunächst  durch  Division  beider: 


also 

und  damit 


und 


1}  2m  n — ml  — nl 

4 = (m—  l)+(n— 1)’ 

, (m  + n)»; — 2mn£ 

” 2,-(m  + n){ 

l _ (”>  — w)(i;  — m4) 

m 2ij  — (m+»){* 

_ i — (m  — n)(iy  — n|) 

n 2,-(m+«)| 
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O , o(m  + n)]+{[2«tm»  — (Sfm  + n)] 

Die  Substitution  dieser  Werte  in  einen  der  Ausdrücko  liefert: 

(5)  2(m-^-ii)xy — 2 mni1 — 2ys 

+ [2omn  — j?(m4-n)]*+[2/J— «(»n  + n)]y  — 0, 
die  Gleichung  einer  Hyperbel  |(m-f-»)s — 2.2mn  > 0|  , welcher  in 
der  Tat  die  Coordinatenwerto 

\ y _ fi>  80W1°  \ y - o gPnÜgen' 

Um  die  Gleichung  der  Asymptoten  dieser  Hyperbel  zu  erhalten, 
substituire  man  in  ihre  Gleichung  y — k.x  und  bestimme  den  Grenz- 
wert von  k für  ein  nnendlich  wachsendes  x. 


Man  findet: 


also 


— (m  -|-  n)  k -f-  m n =0, 


Wird  jetzt  y -»  m.x-f-2  in  Gl.  (5)  eingeführt,  so  folgt  für  ein 
unendlich  zunobmendes  x: 


d.  h. 


22  — /S  a «•  = 0, 

. ft  — «*» 

2 • 


Analog  ist  für  die  zu  k = n gehörige  Asymptote: 

; ft — cn 

1 ” 2 ' 


Die  Uyperhelasymptoten  besitzen  folglich  die  Gleichungen: 

I ß — am  ß ( a\ 

ly  = mz-) g—  oder  y — ö/ 

(6)  < und 

j ß—an  ß ( a\ 

( y = H 2 — oder  y — 2~*n\x~  2/ 

Ihre  ßichtungstangenten  stimmen  mit  denen  der  Geraden  I und 
U überein;  ihr  Schnittpunkt  hat  die  Coordinatcn: 

a 

x~  2' 
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in  Debercinstimmug  auch  mit  den  aus  ihrer  Gleichung  sich  berech- 
nenden Centrumscoordinaten  der  Hyperbel.  Derselbe  halbirt  also 
die  Strecke  PO,  und  die  Richtigkeit  des  angegebenen  Verfahrens 
zur  Construction  der  Hyperbel  durch  einen  gegebenen  Punkt  bei  ge- 
gebenen Asymptoten  ist  analytisch  dargetan. 

Wählt  man  zu  Coordinaten-Axen  speciell  dio  Halbirungslinien 
des  AVinkelo  0 der  jbeiden  Geraden  I nnd  II  bzhw.  seines  Neben- 
winkels, so  ist  in  der  vorigen  Entwicklung 

™-  fcj-* 


zu  setzen.  Die  Hyperbelgleichung  vereinfacht  sich  dann  zu 
tg*f  *s— »*  -otg *£X  + ßy  — 0 
und  geht  durch  Transformation  mittelst  der  Formeln 


Ober  in 


(8) 


* " 2 + *'’ 

"ß 

y-r,  + y‘ 


R fl  «’Mn’s-  — 0,c°8,2 

x*8in*2 y’cos1 2 = 4 


j/r’*  sin*  ~ — (3*  cos*  V / j/o*  sin*  ^ — j3*  cos’  ~ 


oder 

1=1. 


2sin|  / 

Da  die  Asymptotengleichung 


„ 0 
2cos  g 


A’  + ß’ 

**  + »*  = — -4 

ist  (wobei  A und  ß die  Axenabschnitte  bedeuten),  so  nimmt  sie  hier 
die  Form  an: 


(9) 


xy 


a * sin’~  — /3’cos*^ 
~~B  0 

16  sin’ ^ cos*  g 
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Die  Bedingung  dafür , dass  die  Hyperbel  Gl.  (5)  in  ein  Linien- 
paar degencrirt,  nämlich  das  Verschwinden  der  Discriminante . 


2 mn 
m-f-n 

iO  mn  — 0(m-|-n)] 


m-}-n  1[2otoii  — j}(m-f-n)] 

— 2 i[ßß  — o (rn  -j-  n)3 

j[20 — o(m-|-n)]  0 


liefert  die  Bedingnngsgleichnngen : 

am  — 0 = 0 und  an  — 0 = 0. 

Obige  Construction  ergibt  also  statt  einer  eigentlichen  Hyperbel 
ein  Linienpaar,  nämlich  die  Asymptoten  selbst,  wenn  entweder 


a 


ßt 

a 


d.  h.  wenn  der  gegebene  Cnrvenpunkt  P auf  einer  der  beiden 
Asymptoten  liegt,  wio  ohnedies  evidont 

Im  ersteren  Fall  zerfällt  Gl.  (5)  in  die  linearen  Factoren: 


, 0 

1 y — -x  *=>  0 und 

) 


im  anderen  Falle  in: 

0 

y x = 0 und 

y 0. 

Eino  dritte  Bedingung  für  das  Zerfallen  der  Hyperbel  ist:  m = n 
oder:  Asymptoton-Winkel  =0. 

Da  das  Asymptotenpaar  als  eine  degenerirte  Hyperbel  aufge- 
fasst werden  kann,  so  stellt  sich  die  betrachtete  Hyp'erbol-Con- 
struction  als  specieller  Fall  eines  allgemeineren,  von  einer  gegebenen 
Hyperbel  oder  überhaupt  von  einem  beliebigen  Kegelschnitt  aus- 
gehenden Verfahrens  dar. 

Unter  Zugrundelegung  der  Gleichung 

= o*4* 

der  Ellipse  resp.  Hyperbel , bezogen  auf  das  Coordinaten-System  der 
Axen,  gelangt  man  leicht  durch  eine  der  obigen  analoge  Bechnnng 
anf  die  Gleichung  des  Mittelpunktsorts  der  durch  den  gegebenen 
Curvenpnnkt  gezogenen  Sehnenschaar,  in  folgender  Form: 
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(10a)  für  EU.  o» ,»  + »*{*- (ß o^-fo f*|)  = 0 

(10b)  für  Hyp.  a*v*— A»J»— (/Ja*,  — «A*J)  — 0 

An  die  Stelle  des  obigen  Linienpaars  (f,  II)  ist  hier  nur  die  EU. 
bzhw.  Hyp.  getreten. 

Für  a — b stellt  61.  (10a)  einen  Kreis  dar. 

Die  so  erhaltenen  Kegelschnitte  sind  mit  den  gegebenen  gleich- 
artig und  gehen  durch  den  Coordinaten-Anfangspunkt  0 and  den  ge- 
gebenen Punkt  P. 

Auf  die  Parabel: 

y*=px 

das  in  Rede  stehende  Princip  anwendend,  erhält  man  wiederum  eine 
Parabel 

(11)  if-ffl-J  f+«f-o, 

welche  jedoch  nicht  durch  den  Coordinaten-Ursprung  geht 


Aitk.  t.  Math.  u.  Pkjatk.  % Eolhe,  T,  T. 


11 
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VUL 

Einige  Sätze  über  Massenmittelpunkte. 

Von 

Heinrich  Seipp. 


i. 

Befinden  sich  in  den  Eckpunkten 


eines  beliebigen  räumlichen  (oder  ebenen)  n-Ecks  gleichgrosse  Massen, 
dann  besitzt  der  Mittelpunkt  E derselben  oder  der  Schwerpunkt  des 
materiellen  Punktsystems  die  Coordiuaten: 

*1  + **  + ••■  + *» 

Xf  — » 

n 

y,  ~ 

und 

= *»  ■•  + *» 

n 

Das  dem  Folgenden  zu  Grunde  gclegto  Coordinatensystem  möge 
ein  rechtwinkliges  sein. 

Teilt  man  nun  die  Verbindungslinie  eines  beliebigen  Eckpunktes, 
z.  B.  n,  mit  dem  Massenmittelpunkt  n'  der  übrigen  n — 1 Punkte  in 
n Teile,  so  berechuen  sich  die  l'oordinateuwerte  des  dem  Punkt  n' 
zunächst  gelegenen  Teilpunktes: 
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* ü^l  + «)*" n — i }* 

___  +-|y, *— i )■ 

z,  , 1 ( »l  + »»  + ---+-«-l  ) 

n — 1 ' n \ n — 1 ) ' 

Diese  Werte  sind  aber  mit  den  obigen  identisch.  Vorfährt  man 
in  gleicher  Weise  hinsichtlich  der  übrigen  Eckpunkte  1,  2,  3 . . . 
» — 1 des  gegebenen  n-Ecks  nnd  bezeichnet  die  Massenmittelpunkte 
der  betreffenden  (n— 1)-Ecke  mit  1',  2',  3',  ...  (»  — 1)',  so  be- 
rechnen sich  die  Coordinaten  der  den  letzteren  zunächst  liegenden 
Tedpunkte  der  Verbindungslinien  11',  22’,  33',  . . . (n  — l)(»i  — 1)' 
der  Beihe  nach,  wie  folgt: 

xt+xa-f---+x»  , 1 f xt+xa  + ---+x») 
n — 1 +»|X'  ‘ «-1  ) ’ 

x»+x4~i~  l M X8+X4~K"  -4- x»  xi ) 

n — 1 "^n  \ 1 n — 1 ) ’ 

I4  + *5-f--"  + !r«+2i  + x8  i M x4  + x5+---  + x«+xl +xs) 

»-1  n — 1 )’ 


« — 1 

i lf  x«-l+xit+xi4-x8  + "-+x«-3\ 

+ n\X'-i "j* 

x»4~xi~l~3;i~f~---  + xi«-2  ■ f 1 xm~Fxi~I ~x»~F  - ~t~x"-a^ 

n — 1 +»r-1  n — 1 )' 

Ganz  entsprechend  die  y and  *. 

Diese  3 mal  n—  1 Werte  ergeben  sich  einfach  ans  den  vorigen, 
indem  man  die  Indices  snccessive  um  1 zuuehmeu  lässt.  Sie  stimmen 
mit  den  Coordinatcnwerten  xt,  yf,  >,  gleichfalls  überein  and  cs  gilt 
der  Satz : 

„In  jedem  (räumlichen  oder  ebenen)  n-Eck  von  gleich- 
schweren Ecken  schneiden  sich  die  n Verbindungslinien  der 
Eckpunkte  mit  den  bezüglichen  Massenmittelpunkten  der 
übrigen  n — 1 Eckpunkte  in  einem  und  demselben  Punkt, 
dem  Massenmittelpunkt  des  ganzen  n-Ecks  und  werden  in 
ihm  im  Verhältniss  von  l:n  — 1 geteilt“. 

12» 


Digitized  by  Google 


180 


Seip p : Einige  Sätze  über  Massenmittelpunkte. 


Die  kleinere  Teilstrecke,  welche  sich  znr  ganzen  Verbindungs- 
linie (Schwerpunktstransversale)  wie  1 :»  verhalt,  liegt  stets  an  dem 
der  betr.  Ecke  ferneren  Endo  der  Verbindungslinie.  Liegen  die  n 
Masseupuukte  in  derselben  Ebene,  daun  kommen  die  * in  Wegfall. 

Der  bekannte  Satz  von  den  Medianen  (Scbwerpunktstransversalen) 
des  Dreiecks  ist  ein  specicller  Fall  des  vorstehenden.  Die  (n — 1)- 
Ecke  sind  die  Dreiecksseiten,  ihre  Massenmittelpunkte  1'2'3'  die 
Mitten  der  letzteren.  Beim  Dreieck  fällt  der  Massenmittelpunkt  der 
homogenen  Fläche  mit  demjenigen  der  gleichschweren  Eckpunkte 
zusammen. 

Die  Punkte  1'2'3'. . . n‘  bilden  ein  dem  gegebenen  ähnliches, 
bzhw.  symmetrisch-ähnliches  n-Eck,  dessen  Umfang  bzhw.  Kanten- 
summe, Flächeninhalt  bzhw.  Oberdäche  und  Rauminhalt  sich  zu  den 
gleichseitigen  Grössen  des  gegebenen  n-Ecks  verhalten  wie  1:»  — 1, 
bzhw.  1 : (n  — 1)*  und  1 : (n — l)s.  Der  Schwerpunkt  des  zweiten 
n-Ecks  (bei  gleichschweren  Ecken)  ist  gleichfalls  der  Punkt  t. 

Beim  Vieleck  von  gerader  Seitenzahl  (2m-Eck)  erhält  man  den 
Punkt  t auch  als  Massenmittelpunkt  eines  Vielecks  von  der  halben 
Seitenzahl  (eines  m-Ecks),  dessen  Ecken  die  Halbiruugspunkte  der 
Verbindungslinien  der  Mitten  jo  zweier  solchen  Gegenseiten  *)  siud, 
deren  Anfangs-  oder  Eckpunkte  sich  im  Index  um  m von  einander 
unterscheiden.  Beispielsweise  sind  beim  vollständigen  6-Eck:  23  und 
66  (oder  auch  26  und  36  sowie  25  und  36),  ferner  34  und  61  (auch 
13  und  46,  14  und  36)  etc.  solche  Gegenseitenpaare. 

Die  Eckpunkte  jenes  Vielecks  von  der  balbeu  Seitenzahl  sind 
nämlich  nichts  anderes,  als  die  Massenmittelpunkte  der  durch  die 
genannten  Gegenseitenpaare  bestimmten  m vollständigen  4-Ecke. 
Die  Coordinaten  dieser  m Eckpunkte  berechnen  sich: 

2\  2 + 2 r 

1 («>+*»  ■ «*f +g»+»l  . 

2 ( 2 2 ) 

1 f *s  + *4  , + . 

2 \ -~r~+ — 2 — r 


1)  Dm  vollständige  n-Eck  besitzt  ^ Gegenseiten- 

8 

paare. 
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Xm~ 

2 

1 2 

Xm-1 -\-Ztn 

, rsm-i  + asm)  . 

[ 2 

' 2 j ’ 

i r»  + *«.+l 

l 0 

Entsprechend  die  y and  «. 

Ganz  dieselben  Werte  hätten  sich  offenbar  auch  bei  Benutzung 
der  beiden  anderen  Gegeuseitenpaare  (darunter  das  Diagonalenpaar) 
der  genannten  m vollständigen  4-Ecke  ergeben. 

Da  die  in  den  vorstehenden  Ausdrücken  vorkommenden  x,  paar- 
weise auftreten  und  sich  also  verdoppeln,  so  ergiebt  sich  für  den 
Massenmittelpunkt  des  m-Ecks,  dessen  Ecken  ebenfalls  mit  beliebigen, 
aber  gleichen  Massen  erfüllt  zu  denken  sind: 

x im{  *!+*»+•■• + x«-l+a:m+a:m+1+ •••+ar2m| 


und  ganz  entsprechend 

9—  i\  yi+»s+-”+y2-”  )• 

L{  *.+*!+•••+**»}• 

Der  in  Rede  stehende  Massenmittelpunkt  ist  also  zugleich  der 
des  gegebenen  2m-Ecks. 

Beim  4-Eek,  vro  das  Vieleck  von  der  halben  Seitenzahl  ein 
2-Eck,  (also  eine  begrenzte  gerade  Linie)  sein  müsste,  erhält  man 
statt  der  2 Eckpunkte  nur  einen,  nämlich  den  Massenmittelpunkt 

11  . *s  + g«\ 1 /'»»+»!  i x4  + zl\ 

x'“2\,2  • 2 )~  2^  2 ■*  2 ) 

1 /*,  -f  Xs  X1 + »»+*»+ *4 

=’2V-T-'1"  2 / 4 

+y»+ys+y« 

y*  — 4 

des  4-Ecks.  Dies  hat  seinen  Grund  darin,  dass  die  durch  die  be- 
treffenden Gegenseiten  bestimmten  vollständigen  4-Ecke,  hier  2 an 
der  Zahl,  beim  4-Eck  zusammenfallen.  Der  bekannte  Satz,  dass  die 
3 Geraden,  welche  die  Mitten  je  zweier  Gegenseiten  des  vollständigen 
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4-Eck8  verbinden,  sich  in  demselben  Punkt  treffen  und  hier  bal- 
biren,  ist  also  ein  besonderer  Fall  des  vorstehenden  allgemeineren 
Satzes,  Desgleichen  der  allgemeinere  Satz  vom  Raura-4-Eck  der 
Tetraeder,  wonach  die  Verbindungslinien  der  Mitten  Je  zweier  Gegen- 
kanten sieh  in  demselben  Punkt  schneiden  und  hier  halblren.  Er- 
wähnt sei  noch,  dass,  wenn  das  ‘2m-Eck  ein  8-Eck,  das  m-Eck 
ein  Parallelogramm  ist 


II. 


- Das  Quadrat  der  Distanz  zwischen  Punkt  E und  irgend  einem 
Eckpunkt  i des  n-Ecks  berechnet  sich: 

TT*  fgl + **  + ••  •+*■  + •••+*«  1* 


Hieraus  folgt: 

n*.Ei*  — [<Xj— x<)-f  (xs— x<)-Hxs— x<)  + ...+(x.-i— x,H-(x,fi— x,) 
+ •••  + (*»—  Xi)]* 

+ [(yi  — y<) + (ys —y<)  + (y3— yO  +■••+  y»  — y»)]* 

4"  [(*1 — *i)  4"  (~t — *i)  + (*s —*i')+  •••  + 13« — *i)]* 

oder: 


_j_  r«, +»«+...+*»+• ..+«» 


nt. El?  = ,la+.-22  -(-  i3*  + ...+ ü-ls +»+ 1*+ ...  + in* 

+2  [(x,—  x,)(x2— x,)-}-(x,— x,)(x3— x<)-{-...+(x,_i— xi)(x,>i— 

4-  (x,— x<)(xa— x.)  + (x2— x,)(x4— -x,)  +...+  (x,_i— x,)(x,pi  — x<)+... 

+ 

+ (x,—  x,)(x,_l—  X.)  + (ij— x,)(x,+l  — X()+  . . . + 

+ (x,— x.)(x,pi— X.)  -f- -f  (x,_l-x<)(x,— xi) 

+1 +(x,— x,)(x„  -Xi) 

+ (X|  — x, •)(*»— Xi) 


. . . +(x*-a—  x,)(x„_l— x,)  + (x»_l— x,)(x»— Xi) 

. . . +(x»_2— X,)(xM— x,)]-f 

den  entsprechenden  Productensummen  für  die  y und  für  die  i. 
Ferner: 
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»».S*  = 20c* 

+ 2|  [(*,*2+ *1*3+ *1*4+  • +*x*.-l+*i*i+l+  -. + *j*») 

+ (J¥ä+1A+Vs+  - + *s*<-l-f*sx'+»+  - + V») 

+ (*s*4+*a*4+  + Vi-l+*>*i+i  + - + *s*«) 

+ 

-)-(xil-2X»— 2X«) 

+ [ — (*•  -2)x,*i  — (*— 3)*,a v — (n -4)«sx,  — . ..  — (n— 0*1-1  *<— . . . 
— 1 x,xy  — 2xsxy — ...  — (« — 2)  x,_j  n — ... 

. . . — 2x*_ 2Xi — 1 *»-i*<  1 

.. . — (n  — 4)*«-2*i— («  — 3)*«-l*<  J 
-fxj*[(n  — 2)  + (»~  3)  + (n_ 4)  + ...  + 2 + l]|+ 

den  entsprechenden  Ausdrücken  für  die  y und  z 

oder 


2**+  2 { E1xai  — (n— 2)[x1x,+Xj^i  + xsx,+...+*»_2a!, 


+ *,_!*.•] -f 


(n  — 2)(n  — 1) 
1.2 


den  entsprechenden  Ausdrücken  für  die  y und  s. 


Legt  man  in  dieser  Formel  dem  Index  i alle  Werte  von  1 bis  » 
bei  und  addirt  die  so  erhaltenen  Gleichungen,  so  folgt: 


»* . [S* +£2*  + £3’ + • • • + ^r:l,+^s] 

- 2[i2,+13,+14*+. . .+L«J 
+ 23* -f 24»+  25»+ . . .+  2^» 
+ 34,  + 35,  + -.-  + 3«' 

+ 


4-n  — 2,  n— l*+n  — 2,  ns 

-f- n — 1,  ns] — 2 (n  — 2) fox, +x1x3+...x1xn 
+x&i+xixl-\-...xJxn 
-|-*sx<4-x3x6+...*3*» 


+ • 


+ *»-!*»] + 2 


(n — 2)(n  — 1) 
1.2 


(!Cl2+Zs2+äC!l8  + . 
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— 2 (n  — 2)  -£y.y*+(n  — 2)(n  — 1) 

— 2(n  — 2)  £ zi Mk -{-  (n  — 2)(n  — 1)  £nt*. 

Da  nämlich  in  den  Summanden  des  Gliedes  alle  Indices, 

mit  Ansnabme  von  » Vorkommen,  so  lallen,  wenn  i — 1 gesetzt  wird, 
alle  den  Zeiger  1 anfweisenden  Posten  aus.  Ist »'  = 2,  so  verschwin- 
alle,  die  den  Index  2 enthalten  n.  s.  f.  Während  nun  bei  der  vor- 
gedachten Summation  jedes  der  Producte  xrx,  in  Folge  der  Variation 
von  »'  in  der  Paranthese  [x,  x<-f-x,x,4- . ..]  zweimal  auflritt,  sich 
also  verdoppelt,  so  kommt  es  nach  dem  Vorigen  in  dem  Summen- 
glied £xix*  bei  der  gedachten  Summation  zweimal  in  Wegfall  (näm- 
für  i — r sowol  als  für  f — «).  Es  erscheint  mithin  im  Resultat 
nur  noch  — 2(»  — 2)-}-(n— 2)  = — (n— 2)  mal  und  das  Glied 

L +irtirs+-'J 

erhält  also  in  der  Tat  den  Factor  — 2(n~2). 

Die  Glieder  — 2(n  — 2)  — 2)(n — 1)  £x,a  lassen  sich 

nur  vereinigen  und  umformen  wie  folgt: 

Man  stelle  ihre  Summanden  zu  je  3 zusammen  und  zwar  so, 
dass  zu  jedem  der  2 (n  — 2)  fachen,  negativen  Producte  x,«  diejeni- 
gen beiden  Quadrate  zu  stehen  kommen,  aus  deren  Wurzeln  die 
ersteren  gebildet  sind.  Man  erhält  so  (» — 1)  vollständige  Quadrate: 
(*,  — (x,  — ij)*  etc.,  sämtlich  multiplicirt  mit  n — 2-,  ebenso 

» — 2 vollständige  Quadrate:  (x,  — xj)*,  (x,  — xt)*  u.  s.  f.,  im  Ganzen 


■*"*  vollständige  Quadrate: 

-j-(n — 2)xj* 

-f(n— 2)x1* 

+(»— 2)xj* 

4-(n-2)x,* 

+(«-2)^» 

— 2 (n — 2}xjXt 

— 2(n-2)xjxa 

— 2(n — 2)x,x4 — . 

2(n— 2)x,x*_i 
— 2(n— 2)xjX» 

+(n-2)x,‘ 

+("-2)V 

+(n— 2)x4* 

-)-(»— 2)x«_i* 
“Hn — 2)x»* 

+(»-2)x,* 

"Kb — 2)xj* 

+(»-2)x,» 

+(n— 2)x,* 

— 2(n— 2)x^cs 

— 2(n— 2)xjX4 

— 2(n— 2)x,x6—  . 

2(n— 2)x^r» 

+(n-2)x„* 

+("-2)x4» 

-f-(n— 2)x5* 

-j-(n— 2)x»’ 

+(»-2)xs* 

-H"-2>r,* 

+(n-2)xa* 

— 2(n-2)xax< 

— 2(n-2)xjx5— . 

2(»~  2)x,x» 

+(»-2)*1* 

2jx611 

■^-(n  2]x„* 
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+(»-2)*4*  -f(n-2)xt* 

— 2(»— 2)i4xj — — 2(n— 2)*4x» 

44»-2)xs*  +(»-2)x.» 


44»—  2)t»_2!  -f  (n— 2)x,_2! 

— 2(s-2)x,,_2rK_i  -2(n— 2)x«-2x» 

+(n-2)x._i*  +(n-2)x„s 

+(»-2)x,-i> 

— 2(»-2)x,_ixb 

44»— 2)x»* 

Es  sind  nämlich  n— 1 Prodncte  vorhanden,  welche  den  Index  1 
aufweisen , so  dass  znr  beabsichtigten  Zusammenstellung  das  Glied 
»,*  n — 1 mal  erforderlich  ist;  da  es  aber  Oberhaupt  (n  — 2)(n-l)mal 
Torkommt,  so  kann  jedes  der  Glieder  x,*  in  der  ersten  Horizontal- 
spalte den  Factor  n — 2 erhalten.  Prodncte  mit  dem  Index  2 sind 
1-H»— 2)  — n -1,  mit  dem  Index  3:  2 + (n  — 3)  — n— 1 und  mit 
dem  Zeiger  n:  (n  — 1)4- (*»—«)  = » — 1 vorhanden.  Mithin  können 
die  (n  — 2)(n  —1)  Quadrate  in  der  Tat  so  auf  die  negativen,  doppel- 
ten, mit  dem  Factor  n — 2 behafteten  Prodncte  verteilt  werden , wie 
es  in  vorstehender  Tabelle  geschehen  ist  Man  erhält  sonach: 

- 2(»  — 2)  £nx t -f-(n  — 2)(n — 1)  Ext* 

- (»— 2)  [(*i  — x,)*  + (x,  — *»)*-f (*i  — “s)1  + • • • + (*i  — *»)* 

+.(*s  '**)’+(**  — *«)*+•••  + (*»  “ *»)* 

4* 

+ (x„— 2 - X»_l)*  + (x,_2  — X»)* 

+ (x«_l—  X«)»] 

+ (« — 2)  [ 2($r,  — ya  )’ + •£  (y, — sts)*  + ■£  (y8  — y4)* + . - ■] 

+(«  - 2)  [£(*,  -*,)’+£(*-  «,)»+  - *s)s+  • • •] 

d.  L 

- (»— 2)  [12*4- 13*4-  ü*4-  Tö*-)-. . •+  i»* 

4- 23*  4- 24»  4- 25*  4- . . . 4- 2n» 

4- 34* 35*  4-...  4- 3n* 

+ 

-f-n — 2,  n — l*-f-  n — 2,  »* 

4"  " — l,n*]. 

Hiermit  ergiebt  sich  endlich: 
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n.(M*+fS*  + E3*+...+  Ä^*)  - i2*+13*+ll*  + ...  + ü* 

+ 23*  + 24*+25,  + ...  + 2^* 

+ 34*  + 35*+...  + 3n* 

+ 

+ n — l,n* 

oder  in  symbolischer  Schreibweise: 

n.  £ Ei*  ~ Ei,  k 

d.  b.  „In  jedem  räumlichen  oder  ebenen  n-Eck  ist  die  n-faehe 
Quadraten- Summe  der  von  dem  Punkt  E nach  den  Eck- 
punkten gezogenen  Geraden  gleich  der  Summe  der  Quadrate 
sämtlicher  Seiten  des  vollständigen  n-Ecks“. 

Als  Spccialsätzo  erhält  man 

für  das  2-Eck,  d.  h.  eine  begrenzte  gerade  Linie  12:  die  Identität 
für  das  Dreieck: 

3(iiI*+E2*  + E3*)  = 12*+13’+23*; 

für  das  Viereck: 

4(Ei*+E2‘-f^*+£4«)  — 12*+i3,  + i4* 
+23*+24*+ 

+34* 
u.  s.  f. 

Für  das  gleichseitige  Dreieck  ergiebt  sich,  wenn  der  Radius  des 
umschriebenen  Kreises  mit  r und  die  Seite  mit  * bezeichnet  wird: 

* = rV3» 

für  das  Quadrat  — bei  gleicher  Bezeichnung  — 

*-rV2; 

für  das  reguläre  Fünfeck 

,i  = 5r*  — iP 

(wobei  noch  d die  Länge  der  Diagonalen  darstellt) 

n.  s.  f. 

Der  im  Vorigen  direct  bewiesene  Satz  kann  übrigens  einfacher 
durch  Specialisirnng  aus  dem  Steiner’schcn  Satz , der  jedoch  in  fol- 
gender Form  zn  schreiben  ist: 
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2 m,-.  oi * — p*  2m  -)-  2m<mk . ik * 

erhalten  werden. 

Darin  bedenten  m nnd  m*  die  Massen  irgend  zweier  Systempunktc, 
ik  ihre  Entfernung, 

2m  die  Gesamtmasse  des  Punktsystems,  oi 
die  Entfernung  des  beliebigen  Punktes  o von  irgend  einem  der 
Massenpnnkte. 

Endlich  ist  r = Eo. 

Lasst  man  o mit  E zusammenfallen , setzt  also  in  dieser  für 
ganz  beliebige  Massen  gütigen  Formel  r = 0,  oi=  Ei,  und  nimmt 
ferner  die  n Massen  unter  sich  gleich  (=  m)  an,  so  folgt: 

m 2 Ei * *=  — • m3.  2 ik 
nm 

oder 

n . 2 Ei  = 2äk*. 


III. 

Alle  diejenigen  Dreiecke  in  einem  beliebigen  ebonen  n-Eck, 
welche  von  einer  seiner  Seiten  und  je  2 der  nach  seinen  Eckpunkten 
von  E ausgezogenen  Geraden  begrenzt  sind,  sollen  Nachbardreiecke 
heissen,  sobald  sie  eine  dieser  Geraden  als  Seite  gemein  haben. 
Im  n-Eck  giebt  es  n — 1 solcher  Dreiecke  fllr  jede  der  Geraden  Ei. 
Wir  betrachten  beispielsweise  diejenigen,  welche  an  £2  liegen. 
Man  findet: 

±2J(E21)  - *1  + »+":  + » .( X,-Xt) 

n 


oder: 

±2n&  (£21)  — (n  -2)(yjX,—  *tyi)  + (*syi— *iya)  + (»***  ~y**s) 

+ (x*yi  ~xiVi) + y&i— k»*«) 

+ (*6?!— + tos*» —y&t.) 

+ 

+ (a-.-iy,— 

+ (*"#1 — y») + (y»*« — y«*»). 


( ri+ ?»+ ■■•+ 


— *ü) 
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Hieraus  leiten  sich  durch  successives  Wachsenlassen  des  variabelen 
Index  die  folgenden  Ausdrücke  ab: 

±2n.z/(£23)  = (n— 2)(srfc5— *sy,)-Kyi*f— yrt) 

+(^s -a'ai'4>+(y*x2— »t1«) 
+(^3— IsS'i)+(y63-«  -y«*6) 

+ 

+(xn-iys— *sy*-i)-|-(y*-i®»— yi*»-i) 
+(*«y3-;rsy»M-(y»*j  — y»*«) ; 

± 2»  • 4 (E24) — (n— 2)(yj*4— *1y1)-f-(j,y1 — *4yiH_(yj*'i  -y**,) 

+(awr4-*«ys)+  (ya»»— v#i) 
+(*6y<— *4y6)+(ysxJ  — y»*») 

+ 

+(x»-iy«  -x4y»-i)+(y»-i*t-y«x«-i) 
+(*"y«— x«y»)+(y«xs  -y»*»); 

± 2n . zf  ( £ 25)  — (n  - 2)  (yj*5— *,s>5) +(a-,y5-  )-f(yi*»  - Uft ) 

+(xsy5— x4y3)+(y3®j— yrt) 
+(x*y5— ^J+fyt^j  y*3-») 

+ • • * 

+(*«-iy$— xay«-i)-f-(yit— iaj— yj*»-i) 
+(x«y6— xsy»)+(y»xI— yj*») 
n.  s.  f. 

±2n.4  (£2n)  = (n— 2)(y,?n— x,yn)+(»tht— *«yj)+(yixJ— yj*i) 

+(*-ay*— x«ya)4  (ysxJ— y^s) 
+(*«y«— x«y4>+\y«xj— y*®*) 

+ 

+(x»-2y«-*»iyn-2)-Hy»-2xi  -yj®»-2) 

Da  in  diesen  Ausdrücken  jedes  der  mit  dem  Factor  n — 2 be- 
hafteten Glieder  ausserdem  noch  n — 2 mal , aber  mit  entgegengesetz- 
tem Vorzeichen  vorkommt  und  da  ferner  jedes  der  übrigen,  in  der 
ersten  Vcrtiealspalte  stehenden  Glieder  ausserdem  noch  einmal  und 
zwar  mit  entgegengesetztem  Vorzoichen  vorhanden  ist,  so  geben  diose 
n — 1 Ausdrücke  zusammen  die  Summe  null: 

2n24(E2i)  — 0 

oder: 

2J(E2i)  — 0 
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wobei  »'  für  die  einzelnen  Summenglieder  der  Reihe  nach  die  Werte 
Ton  1 bis  n,  mit  Ausnahme  von  2 anzunehmen  hat. 

In  dieser  Summe  sind  die  Vorzeichen  der  Glieder  teils  positiv, 
teils  negativ,  wie  es  der  geometrische  Sinn  der  Summe  und  die  je- 
weilige Beschaffenheit  der  Figur  fordern. 

Die  Flächeninhalte  der  auf  der  einen  Seite  der  Geraden  E2  ge- 
legenen Nachbardreieckc  sind  mit  dem  -f-,  die  auf  die  andere  Seite 
fallenden  mit  dem  — Zeichen  zu  versehen. 

Beim  Dreieck  rcducirt  sich  die  Zahl  der  Nacbbardreiecko  für  Ei 
anf  2,  welche  stets  zu  verschiedenen  Seiten  jener  Geraden  liegen- 
Man  hat  also  hier  den  specielleren , bekannten  Satz:  „Durch  seine 
3 Medianen  (Schwerpunktstransversalen)  wird  das  Dreieck  in  3 Teil- 
dreiecke von  gleichem  Flächeninhalt  zerlegt“. 

Da  die  obige  Forme)  sich  für  jede  der  Geraden  Ei  anschreiben 
lässt,  so  gilt  der  Satz: 

„Im  ebenen  n-Eck  ist  die  algebraische  Summe  der 
Flächeninhalte  aller  derjenigen  Dreiecke  gleich  null,  welche 
eine  der  Verbindungslinien  des  Punktes  E mit  den  Ecken 
als  Seito  gemein  haben  und  deren  dritter  Eckpunkt  einer 
der  übrigen  Polygonpunkte  ist“. 

Auf  den  Raum  übertragen,  würde  der  Satz  als  Specialfall  den 
bekannten  Satz  liefern,  wonach  das  Tetraeder  durch  die  Verbindungs- 
linien seines  Schwerpunkts  mit  den  Ecken  in  4 inhaltsgleiche  Tetra- 
eder zerlegt  wird. 
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Herme»:  Beweis  des  quadratischen 


ix. 

Beweis  des  quadratischen  Reciprocitätsgesetzes 
durch  Umkehrung. 

Von 

J.  Hermes. 


Im  Anschlüsse  an  die  Jacobi’scbe  Verallgemeinerung  des  qua- 
dratischen Reciprocitätsgosetzes  wird  gezeigt,  dass  diejenigen  Zahlen 


für  welche  in  Rücksicht  anf  eine  gegebene  e das  Symbol 


+ h 


0,  oder  — 1 ist,  in  bestimmten  Linearformen,  also  in  arithmetischen 
Reihen  ersten  Grades  mit  der  Differenz  «,  2s,  4#  enthalten  sind, 
(vgl.  Dirichlet:  Zahlentheorie  3.  Aufl.  § 52.  u.  Disqu.  arithm.  art.  147.) 


Man  könnte  nun  aber  auch  umgekehrt,  indem  man  diese 
hierin  ausgesprochene  Periodieität  mit  der  ursprünglich  durch  die 
jedesmalige  Congrueuz  (=modt)  vorhandenen  verbindet,  von  einer 
solchen  doppelten  Periodieität  ausgehen  und  aus  dieser  Vor- 
aussetzung den  Reciprocitätssatz  folgern. 


Man  erhält  hiedurch  einen  Beweis,  der  durch  eine  erhebliche 
Menge  an  sich  freilich  recht  leichter  Schlüsse,  ziemlich  umständlich  *) 
wird,  jedoch,  wie  mir  scheint,  eine  diesem  Gegenstände  naturgemässe 


1)  Durch  besondere  Kürze  zeichnet  sich  z.  B.  der  Eiscnstein’sche  aus. 
Crelle  29.  pag.  177  Applications  de  l’Algdbre  h l’Arithradtique  transccndantc. 
Es  ist  hier  aber  ausser  dem  trigonometrischen  Apparat 
sin  (pp)  _ Q Sin  (ge)  _ Q 
sin  v ’ sin  v 

etc.  noch  der  Beweis  von  der  Zerlegbarkeit  einer  g.  rat.  Fnnction  in  Factoren 
vorausgesetzt. 
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Form  der  Behandlung  darbietet,  kein  fremdes1)  Element  in  die 
Betrachtung  zieht  und  so  der  von  Kronecker  *)  gegebenen  Formel, 
inhaltlich  dem  ersten  Beweis  von  Gauss  in  der  Dirichlet’schen s) 
Fassung  am  nächsten  steht  und  die  Jacobi’sche  Verallgemeinerung 
ebenfalls  in  sich  begreift. 

Bedenten  *,  m,  « beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahlen, 
i zunächst  eine  ungerade  nicht  zugleich  mit  * negative  ganze  Zahl 
und  deuken  wir  uns  durch 


(* : 3)  = 0 j ausser  (1:1)  =»  + 1 j 

und  durch 

I)  («  : t)  = (*  -f-  tm  : t) 

II)  (s  : ()  = (» : i t -j-  sti),  e = 0 mod  4, 

«=  (* : i < "I“  2«i),  s = 1 mod  4, 

— ( — l)"(*:±«-j-2sn),  « = J mod4, 


1)  Ganse  Beweise  ans  der  Krcisteilnng.  Vgl.  Summatio  qn.  scr.  sing.  33, 
Disq.  Arithm.  Sect.  IV.  Art.  133  sequ.  und  Ganss’  Werke  II.  pag.  4 JCommcnt. 
loc.  r.  s.  Gott.  Vol.  XVI.  pag.  70).  — Sed  omnes  haa  demonstrationes  ctiamsi 
respeetn  rigoris  nihil  desiderandum  relinqncre  vidcantur,  e principiis  nimis 
beterogeneis  deriratac  snnt,  prima  forsan  excepta,  ...  — 


2)  Vgl.  Kronecker:  Monatsberichte  der  Berliner  Akademie  1876  pag.  331, 


wo 


als  das  Voraeichen  von 


h = 


k = 


1,2,... 


1—1 


2 


Dir  ungerade  u und  l deflnirt  wird.  Es  ist  leicht  an  sehen , in  wie  weit  dies 
für  Primzahlen  p und  q auf  den  dritten  Beweis  von  Ganss  zurückführbar  ist. 
P~ 1 g~ 1 
2 * 2 

*'VTM  _ 


Da  es  sich  nämlich  um  die 

M- 
denen  2» 


Differenzen  hp  — kg  handelt,  von 


ood 


^1TAp]  _ 
i L « J 

0 


2V  Differenzen  ^ 0 sind,  so  wird  das  Symbol 

g— i p— i 


(9 


5 — 1 p — 1 


(-D 


■N 


— M 


.(-1) 


M 


(-1) 


N 


•o  if  — £ 1.  Dass  .1/4-  N = t— — — ist,  wird  dort  (Gauss’ 

1 LpJ  ^ ^ 

Werke  II.  pag.  7)  eben  nachgewiesen  (leicht  durch  Gitterpunkte  ; siehe  A n m.). 

3)  G.  Lejeune  Dirichlet:  Crelle  47  pag.  139.  Ueber  den  ersten  der  von 
G&ou  geg.  Beweise  des  Reciprocitätsgesetzes  in  der  Theorie  der  qu.  Reste. 
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Hermes:  Beweis  des  quadratische # 


alle  Werte  für  (*:t)  successive  als  — |— 1,  oder  — 1 in  der  Art  er- 
mittelt, dass  I)  zuerst  für  t — 1,  « variabel  daun  II)  für  * — 1 und 
für  * — 2 in  Bezug  auf  alle  ungeraden  t angewandt  wird , dann , in- 
dem ja  nun  (1:3),  (2:3),  (3:3)  bekannt,  nämlich  — J—  1,  — 1,  0 sind, 
wieder  I)  für  < = 3 in  Bezug  auf  alle  «,  II)  für  * <■=■  3 und  * = 4, 
I)  für  t <—  5,  II)  für  t — 5 und  t — 6 und  so  fort  . . . j indem  also 
immer  zwei  Colonnen  abwechselnd  mit  einer  dem  ungeraden  t 
entsprechenden  Reihe  ausgefüllt  werden },  so  ist  der  Reprocitätssatz 
bewiesen,  sobald  III)  gezeigt  worden  kann,  dass  in  einer  mit  einer 
Quadratzahl  t — o*  oder  t — t*  bezifferten  Colonne  oder  Reihe  nie 
ein  Minus  auftritt,  jedoch  iu  jeder  anderen  vorkommt,  was  darauf 
hinausläuft,  dass  bei  einer  Primzahl  p die  erforderliche  Anzahl  der 


Minus,  nämlich 


erhalten  wird,  und  somit  die  übrigen 


Plus  auf  quadratische  Reste  hinweisen. 


Dass  die  durch  I)  und  II)  in  doppelter  Richtung  gesetzte  Pe- 
riodicität  keinen  Widerspruch  in  sich  birgt,  ist  ersichtlich  durch  die 
eindeutige  Art,  wie  die  Werte  1,0,  —1  ermittelt  werden;  * giebt 
an,  die  wievielte  Colonue,  und  t,  die  wievielte  Reihe  sich  in  einem 
beliebigen  Felde  («:<)  schneiden,  wenn  man  der  Vorstellung  durch 
eine  Tafel  zu  Hilfe  kommen  will.1) 


1)  Ist  q eine  ungerade  positivo  Zahl,  so  folgt,  indem  Formel  II) 
für  » — q — v und  < — q angewendot  wird,  (was  durch  die  beigefügte 
11  angedeutet  werden  mag)  und  indem  },  3,  ...  Factoren  + 1 oder 
— 1 bedeuten,  als  -j-1  aber  unterdrückt  werden, 

(q  — v : q)  ■=  3 (fl  — e:  — 9 + 2(fl— »));/  =■  j(»  :q  — 2v)i  — jj,  (v:q)u 

Hiebei  tritt  j,  nur  bei  e = |mod4  auf,  also  wird  33,  = + 1,  bei 
q — » = fmod4,  mithin  bei  5 = 1 mod  4,  im  andern  Falle  — — 1. 


1)  Zieht  man  auch  negative  s und  t in  Betracht,  so  enthalt  die  ganze 
Tafel  drei  Quadranten.  Bei  wirklicher  Ausführung  eines  Quadranten  wird 
man  zweck  massig  zuerst  nur  ungerade,  positive  s und  t berücksichtigen.  Es 
lassen  sich  dann  die  Gesetze  der  Construction  für  eine  Periode  kurz  als  a) 
einfache  oder  b)  doppelte  Spiegelung  c)  ohne  oder  d)  mit  Zeichen- 
umkehrung bei  der  ersten  Spiegelung  aassprechen  ; 


bei  Horizontalen; 
bei  Verticalen: 


t = l mod  4 ; a,  c 
t = 1 mod  4 ; a,  d 
s ==  1 mod  4 auch  a,  c 
j = 1 mod  4 6,  d 


[vgl.  die  Zeichen  der  Function  cosinus]. 


Digitized  by  Google 


Reciprociätsgactsex  durch  Umkehrung. 


193 


Dies  kann,  da  (q — v : q)  = (—  v:q)i  ist,  in  die  Formel 

g— 1 

IV*  (— ®:g)=(—  1)  2 ( v.q ) 

znsammengefasst  werden. 

2)  Es  gelte  bereits  für  alle  nngeraden  nnd  positiven  Zahlen  u 
und  t beide  < q die  Beziehung : 


« — 1 t — 1 

T)  („:()  = (-1)  2 ' 2 (t: «), 

so  kann  man  q «—  + u-j-2(n  setzen,  und  es  folgt,  wie  auch  t ange- 
nommen werde1), 

u— 1 t - 1 

(„:()  = = j(-|l)  2 ' 2 (t:u)r 

u — 1 t — 1 q — 1 t — 1 

= Mi(-l)  2 2 (<:T«  + 2«»)  = (-l)  2 ’ 2 (Cg), 

denn  bei  t = 1 mod4  sind  überhaupt  alle  Vorzeichen  positiv,  und  bei 
t = 3mod4  treten  $ und  },  nur  dann  gleichzeitig  auf,  wenn 
für  q — — u+2n«  die  Zahl  n ungerade,  also 

q — 1 u — 1 , » — 1 

— 2~  ” -~2 -+«*  — « = 2~  mod2 

ist,  oder  gleichzeitig  nicht  auf,  wenn  für  q — + «+2«<  die 

Zahl  n gerade,  also  mod  2 ist  etc.*)  Mithin  ist  V für 

alle  ungeraden  und  positiven  Zahlen  giltig.  {Eine  der  beiden  kann 
noch  negativ  sein.) 

3)  Es  möge  für  die  ungerade  Zahl  t schon 

t*-l 

(2e:t)  — ( — 1)  8 (v:t) 

gelten,  so  folgt  für  ungerades  q > t 


1)  lat  C »um  Beispiel  — 7 — 2,  so  wird  für  n = 1 der  numerische  Wert 
ron  ff  «)  = 1 — * »l»o  ^ q- 

2)  Die  gegenteilige  Annahme  Ober  j und  },  lasst  den  Schluss  offenbar 
nagelnden. 

ireh.  1«  Math.  u.  Phjs.  % Keihe,  T.  Y.  18 
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(2»:g)  — ± (g  — 2t>:g)/y  — j(g:g  -2»)f  — j (2» :g—  2 v)i 
t1-  1 

“i(— 1)  8 (t>:g— 2o[— (])r/ 

is— 1 gs  — X 

-äJi(-l)  8 (•:«)«-(- 1)  8 (® : 9>> 

denn  j tritt  nnr  auf,  wenn  g=  3 mod  4 und  zugleich  t = q — 2» — 1 mod  4, 
also  2»  = 2 mod  4,  mithin  v = J mod  4 ist,  nnd  j,  tritt  nur  auf,  wenn 
» = Jmod4;  es  treten  also  j und  j,  gleichzeitig  auf,  wenn 
g = 3 nnd  v = 3 mod  4,  also  g = ? und  2»  = 6 mod  8,  mithin 
q = +t mod 8 ist,  denn  t war  =}  mod  8,  oder  j und  j,  treten 
gleichzeitig  nicht  anf,  wenn 

A)  g = 3 mod  4,  v = 0 mod  4,  2o  = 0 mod  8, 

B)  g = 1 mod  4,  t>  = J mod  4,  2t>  = J mod  8, 

also  ebenfalls  g = ±tmod8  wird,  etc.  Mithin  ist  VI  für  jedes 
ungerade  f giltig. 

4)  Findet  bereits  für  ungerades  t die  Beziehung 
VII)  (v:t)(u>:t)  -=  (vw:l) 


, ,rx  , V — 1 , w- 

statt,  woraus  nach  \ ),  da  —5 — f-  — j 


»w — 1 


mod  2 und  auch 


t>*  — 1 . «•*  — 1 vhc*  — 1 

— g — |-  g--  = — g — mod  2 ist,  für  ungerade  0 und  tc 


VIII) 


(t : v)(t : 10)  — {t : vrr) 


zugleich  mit 

IX)  (±2«:o)(±2^:u>)  - (±2H-.vu,) 


folgt,  so  lässt  sich  auch  ( v:q)(w:q ) =■'(««; :g)  für  ungerades  q > t 
und  beliebige  v und  w nachweisen. 

Man  kann  zunächst,  ohne  der  Allgemeinheit  Eintrag  zu  tun, 

v und  10  ungerade  und  < beim  Beweise  voraussetzen,  ja  es 

möge  sogar  v zuerst  eine  Primzahl  r sein,  die  keinen  der  Prira- 
factoren  von  w = r'r"  ...  an  Grösse  übertrifft 


Denkt  man  sich  nun  ein  ungerades  Vielfache  von  g so  bestimmt, 
dass  1 = gx  ri o eine  mindestens  durch  4 teilbare  Zahl  — ± 2 »t 
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wird,  and  das  t und  * beide  < g und  relativ  prim  ’)  zu  einander 
sind,  so  ist: 

(j:r)(g:«c)(x:r)(*:w)  = (qx:r)(qx:w)rn  — (t:r)(r:«’); 

= (t: rw)jx  — (r:qx)n  (T:g)(r:x)/jc  — C^f  rw : q)(^f  nc : x) i 
— J(g:nc)(x:ru?)/v  unä  r. 

wobei  j = -(- 1,  denn  ist  x nicht  = g mod  4,  so  ist  auch 

rw  — — 1 mod4 
etc.  Wird  beiderseits  durch 

(x:r)(x:w)  -=  (x:rw)nw 

dividirt,  so  folgt: 

(g:r)(g:w)  = (g:rw). 

Ist  nun  v zusammengesetzt  ■=■  rr m ...  so  auch  nach  dem  eben 
bewiesenen 

(g:r)(g:r"). . . = (g:»), 

ebenso  für 

w = r'r" . . . (q:r‘)(q:r")  . . . = (g:w) 

um: 

(g:r)(g:r')(g:r")(g:r")  . : . = (g:t>)(g:w). 

•>  ->  ■>  d 

Ist  hierin  . . . r"'  r"  r'  T,  r,  SO  gilt 

(9 : r*)  (g : r® . . .)  -’<g : r'V»  . . .) 

dann  wieder 

(g:r')(g:r'V®...)  = (g:rVV®...), 

endlich 

(g:r)(g:r'rV . . .)  — (q:rr'r"r”  . . .)  = (g:»w), 

also  anch 

TD)  (q : »)(g : u>)  = (g : rw) 

und 

(e:g)(u>:g)  = (vw:q), 

wobei  nun,  wenn  I)  und  VI)  angewondet  werden , v und  w auch  be- 
liebige Zahlen  sein  können. 


I)  Ist  q im  Product«  rto  keinmal  enthalten,  so  wird  für  das  obere  oder 
sntere  Zeichen  und  für  * = 1 die  Zahl  x — qx  ^ rw  durch  4 teilbar;  ist  aber 
q in  rto  eine  gerade  Anzahl  #'  ^ 0 male  enthalten,  wobei  der  Reet  x'  ^ q sei, 
•o  kann,  um  x = 0 mod  4 zu  machen,  im  ungünstigsten  Falle  ein  x = [«' — 3] 
xu  wihlen  sein,  doch  wird  auch  dann  [r]  = (V;fc3g]  ^ 4g,  mithin  t ^ q. 
Da  w ^ g,  so  ist  x'  umsomehr  x ^ r und,  weil  r eine  Primzahl,  auch  relativ 

prim  zu  r,  somit  auch  zu  ir,  dessen  Primfactoren  ^ r sind,  endlich  auch  zu 

f,  denn  sonst  könnte  ^ rto  = x — qx  nicht  relativ  prim  zu  x sein,  wie  eben 
gezeigt  wurde. 

13* 
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5)  Ist  ( s-.p ) =.  — 1 *),  worin  p eine  Primzahl,  so  muss  auch  für 
A — • 1,  2,  . . . p — 1 und  A,  = sh  mod  p 

die  Relation 

— ( h:p ) — (*:p)(A:p)  — (»Ä:p)r//  — ih'-p)' 

für  A,  — 1,  2,  . . . p — 1 statthaben,  und  es  werden  die  Zeichen  inner- 
halb einer  Periode  der  pten  Reiho  ihren  entgegengesetzten  in  andrer 

Orduung  wiederum  gleich,  also  sind  — Minus  vorhanden.  {Be- 
zeichnet daher  t eine  primitive  Wurzel,  so  muss  (£:p)=  — 1 sein, 
ein  Satz,  der  bekanntlich  nur  für  solche  Primzahlen  umgekehrt  wer- 
den darf,  bei  denen  <?(<?(?))  ~ 1 2~  ist  l 

Würde  nun  (o2:t)  =*  — 1 sein,  so  stünde  dies  im  Widerspruch 
Widerspruch  mit  VII),  mithin  gilt 

III)  (os  :()=  + ! 

{auch  («:  t2)  und  es  sind,  falls  (*:t)  — — 1,  die  « quadra- 

tische Nichtreste  zu  t,  denn  «-{-n»£  = o2  würde  ja  auf 

— 1 =.  (s:t)  ==  (« -{- mt : t)/  — (°*  = 0 — + 1 

nach  III)  führen.  Hieraus  ist  jedoch  nur  für  eine  Primzahl  p zu 


1)  Dass  (s  :/>)  = — 1 existirt,  ist  für  p = — 1 mod  4 und  p = t mod  8 
nach  dem  Obigen  (IV  und  VI)  klar,  bedarf  aber  für  p = 4 > m°d  8 insofern 
eines  Nachweises , als  die  Quadratxahlcn  o*  auch  = 1 mod  8 sind.  Nach 
Gauss  schliesst  man  dann  folgcndcrmassen  indirect : Ware  (p:  0 = + 1 für  jedes 
,,  so  auch  nach  III),  für  p‘  <P  schon  gütig,  so  wäre  p ==  x’  mod  / = 1 . S ... 
[p  — 2)  und  daher  (vgl.  Sect.  IV.  art  1 29) : 

sfp-i^p-n.-^-fy3)) 

= x(*2  — 12)(*2-22)  ...  (*2  - (~^)  )-  mod«. 


Nun  geht  t als  Product  der  (p-  2)  ernten  Zahlen  in  die  rechte  Seite  auf,  die 
ia  auch  ein  Product  von  (p  — 2)  aufeinanderfolgenden  Zahlen  ist,  links  kann 

J IV  I 1 \ 


t aber  nicht  aufgehn,  da  t = 2(p  — 2).3.(p- 


-S) 


2 J 


relativ  prim  zu  x 


und  > (p-  !’).(/>  - 24)  • • • (p-  (^“2  "fl  !,t-  Da' 


her  giebt  cs  Werte  s,  wofür  (p:s)  also  auch  (* :p)v  — — 1 wird, und  müssen 
schliesslich  auch  in  jeder  Reihe  (,:t)  (»  variabel),  oder  Colonne  (l  variabel) 
Minus  Vorkommen,  wenu  weder  » noch  t Quadratzahlen  sind.  [Umkehrung 
von  III.] 
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n J 

schliessen,  dass  die  übrigen  £g>(p)  — Plus  zu  quadratischen 

Resten  gehören,  d.  h.  ist  (s:p)  — + 1,  so  muss  «-{-mp  =*  ol  für  ein 
passendes  m stattfinden. 

Ist  aber  für  beliebiges 

f-p'p"...  <*:*)=  + 1 

so  wird  = os  nur  dann,  wenn 

(*:/>')  — + 1,  (>-p")  “•  + 1 • • . 

gleichzeitig  gelten,  durch 

0=0,  mod  p' 

= a2  mod  p" 


auflösbar,  und  so  ist  denn  («:<)  mit  dem  Legendre’schcn  und  Jacobi’- 
schen  Zeichen  identisch,  und  gelten  daher  für  dieses  die 
Sätze  I)  bis  IX). 

7)  Es  können  jetzt  auch  die  gerade  bezifferten  Uorizontalreihen 
nach  der  Formel 

X)  (*:2^«)=  (*:2)(«:t) 

ausgefüllt  worden,  und  ist  hierin  (a:2)  = 0 für  alle  geraden  «,  für 
ungerade  dagegen  =-j-  1,  so  dass  also  (« : 2"t)  mit  (*:i)  übercinstimmt, 
nur  dass  alle  an  gerader  Stelle  befindlichen  Felder  null  werden, 
muss  ja  doch  überhaupt 

XI)  (*4:«A)  _ 0 

sein  nach  I)  und  II),  indem  (*:»)  = 0 die  Diagonale  bildete.1)  Für 


1)  Anm.  Wird  4 = 1,2,...  — -p— > 4 = 1,  2,  . . . — - gesetzt,  so 

bilden  die  Nullen  (uk : uA)  als  Gitterpunkte  aufgefasst,  und  andrerseits  ( th:tk ) 

zwei  Bechtecke  von  je  ^ Punkten.  Die  erste,  2te,  3te  . . . 

Verticale  des  einen  teilt  die  erste,  2te,  3tc  . . . Horizontale  des  andern  so,  dass 
die  Gesamtzahl  der  hiedurch  von  einander  gesonderten  Punkte  links  und  rechts 
y and  M beim  ersten  Rechtecke  A,  dagegen  M und  N beim  zweiten  B wird, 

überdies  M N — ------  * *-  <i  -~  ist.  Es  ist  also 

Z Z 

V')  M=N  mod  2 

wenn  beide  oder  auch  nur  eine  der  Bechtccksseiten  eine  gerade  Anzahl  Punkte 
hat,  U nicht  = Ai mod  2,  wenn  die  Punkteanzahl  jeder  Seite  eine  ungerade  ist. 
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gerades  t behalten  nur  die  Satze  I,  111  (aber  nicht  die  Umkehrung 
von  III)  Vll,  VIII,  ihre  Fassung  unverändert  bei. 

Znm  Schlüsse  sei  unter  mehreren  anderen  derartigen  Relationen 
nnr 

(v+fi:8v-f-l)  = (f»  + v:8fi  — 1) 

erwähnt,  d.  h.  also:  Zieht  man  aus  der  Tafel  alle  Reihen  von  der 
Form  8fi— 1 heraus,  so  werden  auch  sämtliche  zu  den  Zahlen  8v-j-l 
gehörigen  Zeichen  in  den  unter  45°  zur  Horizontalen  geneigten  Reihen 
anzutreffen  sein.  Eine  solche  Reihe  enthält  kein  Minus,  sobald  v 
eine  Triangularzahl. 


Es  sei  u , rz  u 4 2/)ß  and  m zunächst  = I , so  werden  auf  den  ersten  beiden 

Horizontalen  des  Rechtecks  A„  auf  jeder  ~—^—s  zusammen  also (I—  1)  Funkte, 

auf  der  3tcn  nnd  4ten  Horizontalen  zusammen  (<— 3)  Punkte,  ...  im  ganzen 
<*— 1 

(t — 1 -f  (t — 3)  . . . 4 -f-  2 = — — also  eine  gerade  Anzahl  zu  den  in 

gleicher  Anzahl  wie  vorhin  entstehenden  Punkten  M hinzutreten , mithin  wird, 

(auch  für  beliebige  m)  die  Congrucnz 

I')  M,  = J/mod  2 

gelten.  Aus  V)  V)  V)  und  I)  kann  man  denn  (u : t)  = ( — 1)*  folgern. 


Königsberg  i/P.,  den  4.  November  1886. 
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X. 

Einige  Anwendungen 

der  Methode  der  wiederholten  Substitutionen. 

Von 

W.  Laska  in  Prag. 


Die  Methode  der  wiederholten  Substitutionen  ist  eine  instiuctiv 
gegebene  Methode;  einige  Anwendungen  derselben  finden  sich  zer- 
streut in  verschiedenen  Schriften  (1.)  Sie  sind  jedoch  der  aller- 
einfachsten Art  nnd  auf  ihre  theoretische  Giltigkeit  kommt  es  eben 
nicht  an,  es  wird  nur  das  Resultat  gefordert,  welches  sie  auch  in 
allen  jenen  Fallen  liefern  muss. 

ln  diesem  Aufsätze  soll  die  Methode  der  wiederholten  Substi- 
tutionen auf  die  Berechnung  der  Wurzelwerte  der  numerischen  Glei- 
chungen, sowie  auf  jene  der  transcendcnten  angewendet  werden. 
Ehe  wir  auf  die  Einzelheiten  übergehen,  wollen  wir  eine  Gesamt- 
übersicht geben. 

Aus  der  gegebenen  Gleichung 

1)  F"(x)  E=  1 — f—  -4* ^ — j— ...  — |—  ^4»,  0 

wird  durch  die  Methode  der  wiederholten  Substitutionen  eino  neuo 
gebildet, 

i)  0(x)==a ■,”+»+ ß1tc*-'  + J3,x»-*+...  + Bn  - 0 

der  alle  Wurzeln  der  ersten  Gleichung  genügen.  Da  es  sich  hier 
um  die  Darlegung  des  Grundgedankens  handelt,  so  können  wir  so 
viele  Annahmen  machen,  als  uns  zu  diesem  Zwecke  nötig  erscheinen. 

Wir  wollen  annehmen,  die  Gleichung  1)  habe  lauter  verschiedene 
Wurzeln,  die  mit  Ausnahme  einer  einzigen  alle  grösser  als  1 sind. 
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Sodann  wird  gezeigt,  dass  die  Gleichung  2)  auch  nebst  dieser  einzigen 
Wurzel,  die  kleiner  als  1 ist,  nur  Wurzelwerte  besitzt,  die  grösser 
als  1 sind. 

Ist  aber  z,  •<  1,  so  wird 

lim  0 (z,)  = + =0 

liut  0 — ec 

Es  haben  sodann  die  Gleichungen 

F(x.)  = 0 lim0(z,)  = 0 

lim  s - 00 

die  Wurzel  z,  gemeinsam.  Wie  dieser  Umstand  zur  Berechnung  von 
z,  benutzt  werden  könno,  wird  im  Folgenden  gezeigt 

Auch  die  grösste  Wurzel  der  Gleichung  1)  kann  man  leicht 
finden,  wenn  man  bedenkt,  dass  alle  Wurzeln  der  Gleichung  1)  zu- 
gleich der  Gleichung  2)  genügen  müssen,  und  dass  für 

*i  > > *3  > • ■ . th 

lim  [*,»  + **'+••• *»"]  — *,*• 

hm  0 = 0 0 

Um  auch  die  Anwendung  auf  Berechnung  der  Wurzeln  transcen- 
dentor  Gleichungen  zu  berühren,  wollen  wir  bemerken,  dass  die  ge- 
gebene Gleichung  zunächst  in  eine  unendliche  Beihe  von  der  Form: 

o “ »i* + “»*'  + «ax3+-"  1*1  <1 

zu  briugen  ist.  Die  Methode  der  wiederholten  Substitutionen  liefert: 
A = Bz-fOc®-f  DzHi-J-...  *<i. 
also  A — lt*  für  lim  0 — oo 

A . , 

woraus  * •=  ^ folgt. 

Zur  Illustration  wurden  einige  Beispiele  angeführt;  endlich  wird 
diese  Methode  auf  die  Differentialgleichungen  angewendet. 

I. 

Es  sei  die  Gleichung 

1)  /■(*)  = xH-(-<j1x»-1-J-aJz»-2-|-...  a„  =»  0 

gegeben,  und  es  werde  vorausgesetzt,  man  habe  sich  von  dem  Vor- 
handensein einiger  reellen  Wurzeln  überzeugt.  So  können  zwei 
Fällo  eintreten:  entweder  liegt  nur  eine  einzige  oder  es  liegen  meh- 
rere Wurzelwerto  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Zahlen  a und 
a + 1. 
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Nehmen  wir  zunächst  an,  in  dem  Intcrv&llo  a und  o + l liege 
nur  eine  einzige  Wurzel.  Sodann  fahrt  die  Substitution 

x a-\-u  oder  x =.  a-|-l — u' 

zu  einer  neuen  Gleichung 

2)  ?>(u)  = A2u“-a+..  .Ah  — 0 

die  eine  reelle  Wurzel,  die  kleiner  ist  als  1,  besitzt  ausserdem  n — 1 
Wurzeln,  die  sämtlich  grösser  als  1 sind. 

Im  Falle,  dass  in  einem  solchen  Intervalle  mehrere  Wurzeln 
sich  vorfinden,  ist  diese  Methode,  wie  überhaupt  alle  Näherungs- 
methoden  nur  dann  anwendbar,  wenn  man  schon  ziemlich  nahe 
Näherungswerte  besitzt. 

Wir  nehmen  also  an,  die  Gleichung 

f(x)  = ai1"-1  + °ir"~2  + • ••  o„  = 0 

besitze  eine  reelle  Wurzel,  die  kleiner  ist  als  1,  und  nur  eine  solche. 
Alle  Coefficienten  mit  Ausnahme  des  letzten  a„  sind  dann  notwendiger 
Weise  ganze  Zahlen,  gleichviel  ob  positiv  oder  negativ. 

Wir  bezeichnen  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  mit 

*!**■■■  xn- 

Bilden  wir  nun 

xf(x)  = + + + •=  0 

und  setzen  aus  1) 

x*  = — o,  r"~ 1 — oj  x"_a  — ...  — aH 

10  folgt 

xf(x)  “ x“+l-{-(a,  — a1ai)x"-»-f-(d3  — ajajl)x»-2-|-.  ..  — Ojfl»  = 0 
und  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind 


xi>  xs  • • • *»,  <*l 

slso  die  neue  Gleichung  besitzt  wieder  nur  eine  Wurzel,  die  kleiner 
ist  als  1.  Wir  setzen 

xf(x)  — ®»+l+A„1z"-1  + A„sa:»-a+...4-Ai,»  = 0 
und  bilden  auf  gleiche  Weise, 

x»+*  + Aj,,  a"-1  + z— a + . . . Ai,»  = 0 

und  allgemein 

(n  -j-O)  = = 0 

wsbei  für  die  Coefficienten  die  Recursionsformel: 
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gilt,  wobei  die  neu  hiuzukomraende  Wurzel  durch  den  Quotienten 

Aa+i,  n 

Aj,  n 

gegeben  ist.  Da  aber  stets  ^9+1.«  > A»,H,  so  ist  diese  Wurzel 
auch  grösser  als  1.  Auf  diese  Weise  bilde  man  sich  die  Gleichungen  : 

3)  (»+*).  (n+^  + l),  •••  (2»  + »-l) 

Ist  nun  * <[  1 und  lim  ff  = ao , so  wird 

limx*+tf  — 0 

wir  können  daher  näherungsweiso  für  hinreichend  grosses  & an  die 
Stelle  der  Gleichungen  3)  folgende  setzen: 

A9,1Xä_i-(-As,2X*— A»,n  — 0 

A»+i,ix“-1-)-A9|i,2x"-2  + ...As+i,«  — 0 

4)  

A9^n-l,lxH-1  + A9-f»-l,2XB-2+...A»fi»-l,»  — 0 

aus  welchen  sich  * linear  eliminiren  lässt.  Bei  den  wirklichen  An- 
wendungen muss  man  darauf  sehen,  dass  die  Coeffieienton  A nicht 
allzu  gross  werden,  weil  sonst  ihr  Product  mit  dem  zu  vernachlässi- 
genden Gliedo  eine  nicht  zu  vernachlässigende  Zahl  gibt. 

Die  Anwendung  der  vorstehenden  Betrachtungen  wollen  wir  an 
der  Gleichung: 

x3— 2x-5  — 0 

erproben.  Die  eine  Wurzel  dieser  Gleichung  liegt  zwischen  2 und  3. 
Wir  setzen: 

x = u-j-2 

und  erhalten  die  Reducirto 

u3+6u»+10u— 1 -=0 

für  dio  Darstellung  der  Gleichungen  4)  benutzen  wir  dio  oben  ge- 
gebene Reductionsformel,  mit  ihrer  Hilfe  lässt  sich  die  ganze  Rech- 
nung bedeutend  vereinfachen. 

Wir  schreiben  zunächst  die  Coeffieienton  der  gegebenen  Gleichung, 
den  ersten  ausgenommen,  in  eine  Reihe;  also 
6 10  -1 

nnd  multipliciren  diese  mit  dem  entgegengesetzt  genommenen  ersten 
Gliede.  Dies  gibt 

-36  -60  +6 
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and  setzen  diese  Reihe  unter  die  erste  so,  dass  das  erste  Glied  der 
letzteren  unter  das  zweite  der  ersteren  zu  stehen  kommt  Die  über- 
einander stehenden  Zahlen  werden  hierauf  addirt  und  geben  die 
Coeffidenten  der  transformirten  Gleichung 

u* — 26u*  — 61t»4-6  — 0. 

Die  wiederholte  Anwendung  dieser  Regel  gibt  der  ganzen  Rech- 
nung folgende  Gestalt: 

6 10  —1 

— 36  — 60  +6 

-26  —61  +6 

156  260  —26 


95  266  — 26 

—570  —950  495 


— 304  - 976  4-95 

Bleiben  wird  bei  den  letzteren  Zahlen  stehen,  so  wird 

u54  95us4-266u— 26  — 0 
— u« -f-304 us -f976 u— 95  - 0 

Hier  ist  u sicher  kleiner  als  0,5 , vernachlässigen  wir  also  us  und  u6, 
so  ergibt  sich: 

^iSS“0’0945513 

Um  sich  zu  überzeugen,  wie  genau  man  dio  Wurzel  erhalten 
hat,  climinire  man  u*  aus  den  letzten  beiden  Gleichungen. 

Dies  gibt: 

304us+95u«  1121 

11856  4 “ “ 11856 

setzt  man 

304u6+95u« 

9 ~ 11866 


so  wird  u sicher  kleiner  als  $ 


oder 

also 

sicher. 


1 2.304495 

9 < 2«  ' 11856 

g <0-001 

u - 0,094 
Daraus  folgt  aber,  dass 
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also 

demnach  ist 


e<  0,0000001 

« ■=  0,094551 


bis  auf  die  letzte  Decimale  genau. 

Wir  wollen  nun  zeigen,  dass  diese  Methode  zngloich  dio  grössto 
Wurzel  der  gegebenen  Gleichung  liofert.  Aus 


a:” 4-"^  — A^.i  x*-1  . . . As,n  “ 0 


folgt,  da  ij  . . . rn  dieser  Gleichung  genügen : 


2 £ ax"-1  -f-  As, 2 £ xK"  2,-f- . . . +nA#lM  = 0 

X — 1 x = l X=1 


Ist  nun 

*1  > *»  > *3  • • • *«-i  > *« 

so  wird 

x=n 

lim  2 — *i 

x=l 

für 

lim  fl  = oo 


und  daher  näherungsweiso  für  hinreichend  grosse  fl 


* + & / X — H 

xt  = Y—  1 { A#,i  £ *x"-1  +...+»  As,n 

\ X = 1 

Nun  ist  aber  bekanntlich: 


x=n 

Pi  =»  2 xx  — — % 
xsl 

Pi  — £ -rx*  — Oj* — 2aj 
X=1 


wir  haben  also 


H + £ 

x,  = V — 1 | As,  i p„-i  -j-  As,  2 p»-2-f- . . . + n As,  n J 
einen  Näherungswert  von 


Digitized  by  Google 


der  mederholten  Substitutionen. 


205 


Wir  wollen  die  vorstehende  Bemerkung  anwenden  auf  die 
Gleichung 

5)  xn  — ax-\-b 

erheben  wir  diese  Gleichung  zur  nten  Potenz,  so  folgt: 

(je*)2  «=»  x“*  -=*  -J-  ...  -j -bn 

oder  wenn  x“  = ax-f-i  gesetzt  wird 

x*'  a ( — j ■ -j-  aM  o. 


Da  nun 

£x 

so  wird 


0 Zx*  = 0 Hx*  = 0 . ..  2i»-*  =>  0 
2xh~ 1 = na 


x‘  = y a”  bn* 


ein  Näherungswert  der  grössten 
z.  B.  gegeben 

xb  ■= 


Wurzel  der  Gleichung  5)  sein. 

6x+10 


Ist 


(Schlöm.  alg.  Anal.  p.  389),  so  wird 

x'  = V6M0.25  = 1,784  ... 

Die  wahre  Wurzel  ist 

x = 1,8390125 

Wir  erhalten  also 

x-*'-  0,055 

Wir  erlauben  uns  an  dieser  Stelle  eino  nachträgliche  Bemerkung, 
betreffend  die  kubischen  Gleichuagen  hinzuzafägen. 


Um  alle  drei  Wurzeln  zu  erhalten,  setze  man 

x5-J-ax,-)-ix!+e  = (x-f-m)  (x*-(-nx-J-p) 

so  wird: 

m-\-  n = a 
p -|-i»n  ■=  b 
mp  = c 

wobei  n aus  der  Gleichung 

n* — 2ans+(a!  + b)n  — (ab — c)  = 0 

zu  bestimmen  ist  Löst  man  anstatt  der  gegebenen  Gleichung  diese 
nach  unserer  Methode  auf,  so  wird 
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*1  = — («— ») 


wodurch  man  alle  drei  Wurzeln  der  vorgelegtou  Gleichung  erhält 

Bei  Gleichungen,  deren  Grad  grösser  ist  als  3,  lässt  sich  dieser 
Kunstgriff  nicht  mehr  in  Anwendung  bringen. 


II. 

Wir  wollen  nun  die  Methode  der  fortgesetzten  Substitutionen 
auf  die  Gleichungen  I.  und  II.  Grades  anwenden. 

Was  die  Iinearo  Gleichung  anbetrifft,  so  kann  dieselbe  immer 
auf  die  Form: 

i<I 

gebracht  werden.  Aus  dieser  folgt 

x = a-f-ifa-f-ö1)  «= 

= «|l+*  + i‘+  ■•■) 

oder 

a 

r = r =*• 


Besitzt  die  quadratische  Gleichung 
xs  — 

eine  Wurzel  die  kleiner  als  1 ist,  nnd  ist 


so  wird 

x«+a  — p»  * + <z» 

x “ — lim  — 
p» 

lim  m = 00 

Nun  ist 

P»  ~~  p«-ipH-g»-i 

also 

q«  — p»-i  q 

9«  9 

demnach 

*•”  +Sür> 

r 1 pn- 1 

x ■—  — lim 

P+-^9 

jH-1* 
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Wir  können  zugleich  den  Fehler  bestimmen,  welchen  wir  be- 
gehen, wenn  wir  statt  der  unendlichen  Anzahl  der  Brüche  - im  letz- 
ten Kettenbruch,  nur  eine  endliche  nehmen. 


Es  ist  nämlich 


P»  (9  9 9 

— — i -»  » , 

9«  (P  « P 


(n-f-l)mal 


die  vollständige  Gleichung  lautet  aber 

. g«  a 

I"rp»  p« 

. *"+2  , 

nehmen  wir  also  «-j-1  glieder,  so  vernachlässigen  wir oder  wenn 

P” 

/«  \t*4*3  . , qnn 

x*+2  n&herungsweise  — { 1 gesetzt  wird,  das  Glied  — - M r.  ’ 

\JW  pn 

woraus  man  schon  entnehmen  kann,  dass  in  dem  Falle,  wo  die  obige 
Entwickelung  anwendbar  sein  soll,  q < p sein  muss. 


III. 


In  diesem  Abschnitt  soll  die  Anwendung  der  obigen  Methode 
zur  Herstellung  von  Näherungswerten  gezeigt  werden. 

Um  einen  Näherungswert  für  V*  zu  finden,  sei 


Setzt  man 
so  wird 
daraus 

es  ist  also: 


**  = a — a!  -f-  ß 
x ■=  a-f-u 
u*  — — 2au-\-ß 

«*  - - 4«{2a*  + /3)u+|3|4a=<-fjSj 

ß.  4tt>  + P 1 

m = 4«-2 a>+ß  4«(2a*-f|J) 


oder  näherungsweise: 


:=«  + 


ß 4a*  + ß 


‘ 4o  '2a*  + ß 

Man  findet  in  ungünstigstem  Falle,  d.  h.  für  o = 2,  a = 1,0=1 
V2  — 1,416  ... 

also  erst  in  der  3ten  Dccimale  abweichend. 

Wir  wollen  nun  einen  Näherungswert  der  Grösse  x in  der  Reihe 

8 — a1x-|-aJ^,-f-oSJ:3+  ...  x <C.  1 


und  die  Reihe  convergent,  berechnen, 
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Multiplicircn  wir  dio  Reihe  mit  atx,  so  kommt: 

«jSx  = a,a,jrs+a,«,  rJ  + a,o,x4  + ... 

Non  ist  aber 

(S—  fl,*)«,  — a,a,i*+a,as:r3+a1a4.r‘  + ... 
Demnach  ergibt  sich  durch  Subtraction 

*10,5+0,*!  — «,3-f(«sas  — 0,0,)  **+(0,0,  - o,  o,)*^  ... 
so  dass 


wird,  wo 
Es  ist  also 


ais  i * 

*“^S+7,i+°* 

o,o,— -o,o«  . o,o»  — °i°*  i 
e — 0,3+0,*  "T*  0,5  + 0,*  f •" 

o,  S 

x “ «Ts + v 


ein  Näherungswert. 

Auf  dieselbe  Art  kann  man  fortfahren. 


IV. 

Man  kann  mit  Ililfo  des  Princips  dor  fortgesetzten  Substitutio- 
nen auch  Differentialgleichungen  integriren  oder  mindestens  in  Reihen 
entwickeln,  welche  ihre  Integrale  darstellen;  was  wir  an  einfachen 
Beispielen  zeigen  wollen. 


Es  sei  gogeben 


so  wird 

demnach 
<iy 


dy 

dx  “ X» 
y =■  c+/ yxdx 


fix 


— x\c-\-  f yxdx] 

= a|c  + /zjc+/ayd*)<fa} 


dy 

fix 


1 *f  c + c / xdx-\-c  f xf  xdx-\-cf  xf  xf xdi+  ... 


dy  f . **.  sc4  , xe  x* 

,ix~'xc  \1+‘2  2.4.6"*'  2. 4.6.8'*' 

dy 


da  nun 
so  wird 


<lx 


xy  , 
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( x*  . X*  x®  } Xx% 

y “*(1  + 2 +25+2X6+  •••)  = *« 

was  auch  mit  der  directen  Integration  Qbereinstimmt.  Dm 


lim^  = y + a:«-l 


7-ü  integriren,  bilde  man: 


y — c+  — + /*<** 


so  wird 


...  X*1  ( xn  ) 

= *+*+—+/*(«+-  +yv*  j 

oder  nach  fortgesetzter  Anwendung  i}er  Methode 

S = it“',+<’{i+*+0  + i:Tl+  -• 


so  dass  man  wegen 


+ *+  *±L  + __£i* 4.  X 

^ nT^n(n  + l)'^n(7i4-l)(n  + 2) 'l'-") 


<h>  , . - ...  . . a"  . x*+l  . x"+2 

Ä ” y = I +C<  + » + »(„+1,  + ^Cn+lHn+T)  +- 

hat:  . xB  . xB+1  . x"+2 

^ CC*+  »+„(„_)_  i)  + n(«4- 1)(»+ Ü)  + 

Liegt  die  lineare  Differentialgleichung 

d*y  </y 

*?  + <,p&:+s'ö=0 

vor,  wo  <p  und  0 Functionen  von  x sind,  so  kann  dieselbe  unter  be- 
stimmten Voraussetzungen  auf  die  Form 

^+<P(x)y  = <y(x) 

gebracht  werden,  wo  4>(z)  um  <l>(x)  durch  Reihen  gegeben  sind. 

Um  dies  zu  zeigen,  multipliciren  wir  die  erstere  Gleichung  mit 
ilx  und  integriren,  dies  gibt: 


da  nun 

AkS.  i.  Math.  n.  Phynli.  2.  Reih«,  T,  V. 


; + / <p  % d*  + J' yO<ix  = c, 
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J'y0d*=yftl  -f<>i  %<* 

J*  f)ib-  = 0 


wobei 


gesetzt  wurde,  so  wird 

^ + J' (v  ~ öi)  £ ,lx  “ ci 

demnach 

j^.+yfl]  + f (<P  — ö|)  je,—  »fl,—  f — 
woraus,  wenn 

J (<p  — fl,)fl,rf.r  = 0, 

gesetzt  wird: 

2 + » {»i+ö*|  +Cl ,/* '<* -»Jte-f  fl,  J <1* 

J'  (<P  - fl])  '^<fa  = 

Setzt  mau  dieses  Verfahren  fort,  so  gelangt  man  zu  Ausdrücken, 
die  sich  immer  mehr  und  mehr  der  Grcuze 


dy 

dx 

nähern. 

Im  spccicllcn  Falle 


+y  ® (*)  + V(s)  — 0 


,liy  , <ly 

d^+x,U+xy  = 0 

ergibt  sich: 

dy.  (*-  , £*_  ir4  r6  \ 

dx~' y \2  * 2 .4  2.2.5  2. 2. 4.6'  " ) 

+ ci  j1  — + O — 075  + 2727576  - } ” 0 

Rieses  Verfahren  kann  mit  Vorteil  dann  angewandt  werden,  wo 
es  sich  um  Näherungswerte  der  Integrale  gegebener  Differentialglei- 
chungen handelt,  wie  dies  z.  B.  in  den  Naturwissenschaften  oft  der 
Fall  ist. 
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l. 

Lehrsatz  von  den  Kegelschnitten. 

Auf  der  Hauptaxe  einer  Cnrve  II.  0.  gibt  [es  im  allgemeinen 
zwei  Paare  von  Punkten  R . S und  R‘,  S'  von  der  ausgezeichneten 
Lage,  dass  für  einen  beliebigen  Curvenpunkt  P die  Gerade  J'S  (resp. 
PS')  senkrecht  steht  zn  derjenigen  Tangente,  welche  den  zweiten 
auf  der  Geraden  PR  (resp.  RR')  gelegenen  Cnrvenpnnkt  P,  (resp. 
P,')  zum  Bertthrnngspnnkt  hat 

Ist  Q der  Schnittpunkt  von  PS  mit  der  Tangente  in  P, , dann 
hat  das  Product  PS . SQ  einen  constanten  Wert. 

Die  Punkte  S,  R (und  ebenso  S',  R')  sind  durch  dio  Brenn- 
punkte der  Curve  harmonisch  getrennt 

Dieser  Satz  ergibt  sich  ziemlich  einfach,  wenn  man  eine  Curve 
II.  0.  im  Zusammenhang  mit  einem  sie  projicirenden  rechtwinkeligen 
Rotationskegcl  betrachtet.  Es  ist  bekannt,  dass  die  Mittelpunkte 
aller  eine  gegebene  Cnrve  II.  0.  x projicirenden  Rotationskegel  in 
der  durch  dio  Hauptaxe  der  Curve  gehenden  Normalebeno  v liegen 
und  zwar  hier  auf  einer  Cnrve  II.  0.  I,  der  Focalcnrve,  welche  die 
Brennpunkte  von  x zu  Scheitelpunkten  und  die  Scheitelpunkte  von  x 
zu  Brennpunkten  hat.  Unter  diesen  Rotationskegcln  gibt  es  vier 
recbtwinkelige.  Die  Mittelpunkte  derselben  bestimmen  sich  als  die 
Dnrchschnittspnnktc  der  Cnrve  1 mit  demjenigen  Kreise  in  der  Ebene 

14* 
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v,  welcher  das  zwischen  den  Scheitelpunkten  von  * gelegene  Stück 
der  grossen  Axe  zum  Durchmesser  hat  0 sei  einer  von  diesen  4 
Punkten,  und  die  grosse  Axe  von  x werde  von  der  Axe  des  Rota- 
tiouskegels  im  Punkte  R und  von  der  Normalen  aus  O auf  die  Ebene 
vou  A im  Punkte  S geschnitten. 

Bezeichnet  ferner  P einen  beliebigen  Punkt  von  x,  dann  berührt 
die  Ebene  r,  die  zum  Kegelschnitt  OP  im  Punkte  O normal  ist,  den 
Rotationskegel,  ihr  Schnittstrahl  t mit  der  Ebene  x ist  folglich  Tau- 
gente dieser  Curve.  Der  Berühruugsstrahl  von  t ist  der  zweite  in 
der  Ebene  POR  gelegene  Kegelstrahl,  also  der  Berührungspunkt  von 
t der  Schnittpunkt  1\  der  Geraden  PR  mit  t.  Weil  aber  diese  Tau- 
geute  t sich  als  Schnittstrahl  der  Ebene  t mit  der  Ebene  von  x 
darstellt,  so  ist  sic  normal  zu  der  Ebene  POS,  welche  die  Normal- 
strahlen OP  und  OS  jener  beiden  Ebenen  verbindet,  mithin  ist  auch 
die  Tangente  t normal  zu  der  Geraden  PS. 

Wir  haben  hiermit  auf  der  Hauptaxc  der  Curve  II.  0.  eins  von 
dcu  Punktpaaren,  R,  S nachgewieseu,  cs  ist  aber  leicht  einzusehen, 
dass  noch  ein  zweites  mit  erstereni  bezüglich  des  Mittelpunktes  sym- 
metrisch gelegenes  Punktepaar  R\  S‘  vorhanden  ist.  Die  Annahme 
von  mehr  als  zwei  dieser  Puuktopaare  führt  zu  Widersprüchen. 

Nennen  wir  R den  Sclmittpuukt  vou  t mit  PS,  so  ist  PS . SQ 
*=*  S0!,  also  coustaut.  Damit  ist  auch  der  zweite  Teil  des  Satzes 
bewiesen. 

Um  die  Richtigkeit  des  dritten  Teiles  cinzusehcn,  müssen  wir 
beachten,  dass  die  Rotatiousaxo  OR  Tangente  der  Cutvc  A ist,  und 
dass  die  Tangenten  einer  Curve  II.  0.  von  der  durch  ihren  Be- 
rührungspunkt nach  einer  Axe  gehenden  Normalen  harmonisch  ge- 
trennt ist  durch  die  beiden  Scheitelpunkte  der  Curve  auf  dieser  Axe. 

Es  erübrigt  uns  nun  noch  die  einzelnen  Kegelschnitte  mit  Rück- 
sicht auf  jeno  beiden  Punktepaare  zu  unterscheiden. 

1.  Die  Ellipse. 

Wenn 


die  Gleichung  der  Ellipse  ist,  dann  ergibt  sich  als  Gleichung  für  die 
I'ocalhyperbel  A 

XS  2* 

a* — 6*  i*  “ 
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Der  Kreis  in  der  Ebono  v,  welcher  das  zwischen  den  Scheitelpunkten 
der  Ellipse  gelegene  Stück  der  grossen  Axo  zum  Durchmesser  hat, 
besitzt  die  Gleichung 

zs-j-z*  — a!. 


Eliminiren  wir  aus 
wir  als  Abscisscn 
Hyperbel 


den  beiden  letzten  Gleichungen  2*,  so  erhalten 
für  die  Durchschnittspunkte  des  Kreises  und  der 

. (a*+ft*)(a*-ft*) 

X u 

nr 


also 

and 


* — + 


y0j+is  y«»-** 


yo»+&»  Va^-b* 


Diese  beiden  Werte  für  x sind  auch  die  Abscisscn  der  Punkte 
S und  S'  auf  der  Hauptaxe  der  Ellipse.  Dio  Abscisscn  von  R und 
R‘  kann  man  auf  verschiedene  Weise  bestimmen;  man  erhält 

, „ _j_  aYat—b* 

ya»+T‘ 

and 

aY  a* — ft* 

ya’-f-A* 

Wir  erkennen,  dass  die  Ellipse  stets  zwei  reelle  Punktepaaro 
RS  und  R‘S'  besitzt.  Für  iden  Kreis  fallen  die  4 Punkto  iu  deu 
Mittelpunkt  zusammen. 


II.  Die  Hyperbel. 

Die  Gleichung  der  Focalellipse  i.  in  der  Ebene  v ist: 


a»  “ 


wenn 


o*-|-ft*  ' 4’ 


" _ » — i 

o>  ft*  1 


die  Gleichung  der  Hyperbel  x ist.  Als  Abscisscn  für  S und  S‘  er- 
geben sich  wie  vorhin  dio  Werte 


* = -+ 


y0»-ft«  y0*4-ft» 


und 
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— _ y«1-*1  Va'+fe* 

a 

Für  Ji  und  R‘  findet  man  die  Abscisscn 


und 


x = -}-  a 


VoH-A* 

Va»-*« 


x =■  — a 


V a’-f-A* 

V os — A* 


Ans  diesen  Gleichungen  ersehen  wir,  was  übrigens  auch  auf 
geometrischem  Wege  sofort  einleuchtot,  dass  nicht  für  alle  Hyperbeln 
jene  Pnnktepaare  reell  sind,  sie  werden  imaginär  für  Hyperbeln  mit 
stumpfen  Asymptotenwinkeln. 

Wenn  die  Hyperbel  gleichseitig  ist,  so  vereinigen  sich  die  beiden 
Punktepaare  in  ein’s  und  zwar  fallen  S und  S*  in  den  Mittelpunkt 
der  Hyperbel  und  R und  R!  in  den  unendlich  fernen  Punkt  der 
Hauptaxe. 

III.  Die  Parabel. 


Ist  y*  = 2 px  die  Gleichung  der  Parabel , dann  lautet  die  der 
zugehörigen  Focalparabel 

«*“2p(|-x). 

Der  Kreis  in  der  Ebene  v geht  jetzt  in  die  Normalo  der  Ebono 
von  x im  Scheitelpunkt  der  Parabel  über,  also  in  die  z-Axe.  Die 
Parabel  besitzt,  ebenso  wie  die  gleichseitige  Hyperbel  nur  ein  Paar 
jener  ausgezeichneten  Punkte  und  zwar  ist  die  Abscisse  von  £ eben- 
falls = 0,  während  man  für  R den  Wert  x = p,  also  die  doppelte 
Brennweite  findet. 


Aus  dem  Vorhergehenden  erhellt,  dass  für  alle  Kegelschnitte  mit 
Ausnahme  der  Hyperbeln  mit  stumpfen  Asymptotenwinkeln  jene  Punkte- 
paare sich  reell  bestimmen  lassen.  Besonders  einfach  ist  die  Ermittelung 
derselben  für  den  Kreis,  die  gleichseitige  Hyperbel  und  die  Parabel. 
Wenn  in  einem  Kegelschnitte  eins  von  diesen  Punktepaaren  bestimmt 
ist,  so  haben  wir  eine  einfache  Lösung  für  die  Aufgabe  in  den 
Punkten  der  Curve  die  Tangenten  zu  ziehen.  Mit  dem  Eingangs 
dieser  Arbeit  aufgestellten  Satze  ist  daher  zugleich  eine  neue  Me- 
thode für  die  Tangentenconstruction  in  Punkten  einer  Curve  II.  0. 
gegeben. 

Strassburg,  im  Januar  1887. 

Dr.  Theodor  Meyer. 
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2. 

Darstellung  der  ersten  Gattung  elliptischer  Integrale  durch 
Curvenbogen  zweiten  Grades. 

Unter  den  verschiedenen  Arten  die  genannte  Function  durch 
Summen  oder  Differenzen  algebraischer  Curvenbogen  darzustcllen 
zeichnet  sich  dio  folgende  durch  Einfachheit  der  geometrischen  Be- 
ziehungen aus. 

Die  Rectification  der  Hyperbel 


ergibt  unmittelbar  den  Bogen 

(,<•  »i  i snudnuN 

k Ju  — eltt-i 1 

enu  / 

wo  c die  Excentricität, 


dio  conjngirten  Moduln  bezeichnen,  und 

dnu 


gesetzt  ist,  und  zwar  bat  der  Bogen  < seinen  Anfang  im  Scheitel 
ugl  eich  mit  u. 


Ferner  ist  celu  der  Bogen  » einer  EUipso,  deren  grosse  Halb- 
ste = c,  deren  kleine  = ck'  ■=>  6,  und  deren  Excentricität  — ck  — a, 
deren  Gleichung  mithin 


(2) 


ist,  anfangend  im  flachen  Scheitel  der  Ellipse.  Beide  Curven  lassen 
sich  also  concentrisch  mit  gemeinsamer  Hauptaxc  denken,  haben  dann 
auch  die  Länge  der  zweiten  Halbaxe  gemein,  und  die  Brennpunkte 
einer  jeden  sind  Scheitel  der  andern. 

Zur  Bestimmung  ihrer  Endpunkte  hat  man: 


woraus: 


dnu 
lcn  u ’ 


! = e SO  u ; 


y 

v 


i*  snu 
e enu 

b CDU 


(31 
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y 

i 


(4) 


wenn  & den  Winkel  zwischen  der  Tangente  der  Ellipse  und  der 
Hauptaxe  bezeichnet  Ausserdem  ergibt  sich: 


X _1 

a = COS# 

Endlich  enthält  die  Formel  noch  die  Gerade: 


nnd  lautet  nun: 


rsnudnu  a-5 
enu  a 


4*  /•  0a  , xi 

e J V(1 **)  (1  **3*)  « 

0 

Sofern  das  Integral  als  beliebiges  1.  Gattung  gegeben  ist,  kennt 
man  die  obere  Grenze 

I 

3 “ - 

e 


und  dio  conjugirten  Moduln  k,  k'\  ferner  ist  eine  constante  Linie 
willkürlich;  diese  sei  c.  Aus  ihr  ergeben  sich 

a = ck,  b — ck'\  { ■=>  ez 

und  hiermit  dio  Ellipse  und  Hyperbel  iu  angegebener  Lago  (2)  (1), 
mit  den  Hauptbalbaxen  t 

MC  — c,  MA  ■=■  a 
und  der  zweiten  Halbaxe 

MB  ■=»  b 

sowie  der  Punkt  TI  auf  der  Ellipse,  bestimmt  durch  die  Abscisse 

MN  — £ 

Schneidet  nnn  die  Tangente  I1E  die  Hauptaxe  in  E,  und  man 
trägt  auf  EM  die  Strecke  EF  — b,  auf  EU  die  Strecke  EG  — a, 
und  errichtet  auf  der  Halbaxe  das  Lot  FH,  auf  der  .Tangente  das 
Lot  GJ  bzhw.  bis  zur  Tangente  und  Hauptaxe,  zieht  ferner  HP  par- 
allel MA  bis  an  die  Hyperbel,  und  trägt  auf  der  Hauptaxe  EJ  nach 
MK,  so  ist  erstens  P der  dem  II  entsprechende  Hyperbelpunkt,  und 
zweitens  K seine  Projection  auf  der  Hauptaxe,  das  ist' 

MK  — x ; KP  — y 

Ist  ferner  MK  vierte  Proportionale  zu 
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oml  MD  zu 


MA,  MN,  MK 
MC,  MA,  MB 


so  ist  das  gegebcno  Integral  die  Summe  der  Bogen  AP  und  Bll 
minus  der  Geraden  ML,  gemessen  in  Linieneinbeiten  — MD. 

Den  Punkt  P kann!  man  offenbar  auch  ohne  Gebrauch  der  Tan- 
gente nach  Gl.  (4),  auch  unabhängig  von  I direct  nach  der  zweiten 
Gl.  (3)  construircn.  R.  Hoppe. 


3. 

lieber  die  Pscudosphäre. 

In  den  Fortschritten  der  Mathematik,  Jahrg.  1884  Heft  1.  S.  464 
wird  kurz  Erwähnung  getan  über  eine  Arbeit  von  Cayley,  welche 
sich  auf  die  hyperbolische  Geometrie  der  imaginären  Kugelfläche 

**+»*+**  “ — 1 

bezieht.  Dabei  wird  bemerkt,  dass  diese  imaginäre  Oberfläche  in 
eine  reelle  verbogen  werden  kann,  und  dass  die  Gleichung  dieser 
Pseudosphäro  definirt  werde  durch 

» = logcotgJ8 — cos  8,  lV+,*  = sine. 

Für  diejenigen,  welche  sich  mit  dieser  Art  von  Geometrie  be- 
schäftigen, möchte  ich  bemerken,  dass  man  zu  dieser  Gleichung  auch 
auf  ganz  andern  Wege  gelangen  kann,  und  zwar  vermittelst  der 
Kettenlinie. 

Die  Gleichung  dieser  Curve  ist 

y — 4 («* +«-*). 

Wir  ziehen  durch  den  Punkt  ( xy ) derselben  eine  Tangente,  fällen 
vom  Fusspunkt  der  Ordinato  y auf  sie  eine  Senkrechte  und  bezeich- 
nen ihren  Schnittpunkt  durch  xiy1. 

Bildet  die  Tangente  mit  der  F-Acbse  den  Winkel  8,  so  bestehen 
folgende  Relationen: 

z,  — x — cos  8, 

y,  ~ sin  8, 

« = SF8’ 


Digitized  by  Google 


218 


Miacel/rn. 


also 


e* 


1 + COS0 
sind 


= cotgJS, 


X,  — log  cot  Jö  — COSÖ, 
y,  = sin  6. 


Um  die  Verwandtschaft  dieser  Gleichungen  mit  den  oben  ange- 
gebenen zu  zeigen,  gehen  wir  auf  den  Kaum  über. 


Wir  lassen  die  eben  abgeleitete  Curvo  eine  Rotation  um  die  X- 
AchBe  vollführen,  woran  auch  die  Kcttenlinie  mit  teilnebmen  kann, 
und  man  erkennt,  dass 

x,  — * nnd  y,  = Vy’-j-*’ 

wird. 


Daher  ist  die  Gleichung  der  Rotationsfläche: 

x — log  cot  — coeö,  Vy’-I-*’  — sinö 

wclcho  mit  der  von  Beltrami  betrachteten  identisch  ist. 


Sie  ist  demnach  mit  der  Kettenlinie  verknüpft  und  kann  auch 
als  eino  Art  von  Fusspunktcnflächen  der  Rotationskettenlinie,  welche 
Catcnoid  heissen  könnte,  angesehen  werden. 

£.  Oekinghaus. 


4. 

Eine  Reihenentwicklung  für  n. 

In  den  „Transformationen  der  elliptischen  Integrale“  etc.  haben 
wir  auf  Seito  258.  folgendo  Reihe  abgeleitet: 

1 , . 1 1 1,1.1  1 1 . 

4y2*  = 1+3-5-7  + 9+n~  iS“  15+  " 

wclcho  noch  einer  Umgestaltung  fähig  ist. 

Der  Ausdruck  stellt  das  Verhältniss  eines  Kreisquadranten 

zur  zugehörigen  Sehne  dar. 

Rechter  Hand  kann  man  dio  Glieder  ^ herausheben  und 

zur  Bildung  einer  neuen  Reihe  verwenden: 
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Da  diese  aber  gleich  der  ursprünglichen  ist,  so  folgt  durch  Traos- 
position 


i a i i - i . x x. 

24  V2re  = 5 ""  7TTl  — 13717  + 19 . 23  + 257  29  - 31735  — " 
oder  auch 

1 3 57 

72  ” 1.3.5  7.9.11  13. 15. 17  "*'19.21.23 

' 25 . 27 . 29 


Die  vorletzte  Keihe  lässt  sich  durch  Zusammenzichen  zweier 
Glieder  auch  noch  wie  folgt  schreiben 

y'2  1 3 5 

1728  n 1.5.7.11  13.17.19.23+  25.29.31.35 

1 + 

37.41.43.47  ^ 


deren  Bildungsgesetz  leicht  ersichtlich  ist. 

E.  Oekinghans. 


5. 


Bemerkung  zn  einer  Reihe. 

Die  in  T.  IV.  S.  258.  Gl.  (127)  entwickelte  Reibe 

1 , , 1 1 1,1.1  1 1 . 

V2.il-  1+M— S“  7+9+  Ti~13— 15+  -- 


4 ‘T3  5 7 ' 9 r 11 

kann  durch  Zusammenziebung  der  Glieder 


\+i  -.1- 

\ IR 


15  21 


1 -J — - — L . 

-r  27  ' 


3 ' 9 
nbergefuhrt  werden  in 

iV2-*  = l+i(l  + J-5-^+^  + ...) 


das  ist  in 


_ ij.  -L  _ L_i 

5 7t11  13  ^ 
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4 V2.«=l  + i12V2.»- J - 


1 + L 

7 ' 11 


I+i+  1 

13  ' 17  ' 19 


daher  folgt: 

1 4 J 1 4 4 

6V  5 7 . li  13.  17'  19.23  ”*”20. 29 

oder  auch 

1 /9  J. 1 1 , 1 , 1 

24V  " “ i.5  7.11  13. 17  19 . 23  25. 29 

und  wenn  man  wieder  2 Glieder  in  eins  zusammen  licht: 

nV‘2  1 3 5 

1728  ” 077711  ~~  13 .17. 19. 23  + 25.29.31.35 

_1  + 

37.41.43.47  ^ " 

Gräfrath  bei  Solingen,  Novomber  1886. 

E.  Ockiughaus. 


6. 


Eine  IJisung  der  gemischten  quadratischen  Gleichung. 

Die  allbekannten  Gleichungen 

y*+  * m,  *’+y  =*  « und  a* — y m,  zy  «=>  n 

führen  boi  gewöhnlicher  Behandlung  auf  eine  biquadratische , hier 
soll  ihro  allgemeinere  Form 

u*  — 2»  = a 
c* — 2+c.u  ==  b 

wo  a,  b,  c beliebige  Zahlen  sind,  auf  eine  kubische  Gleichung  redu- 
cirt  werden  und  zwar  mit  Hülfe  der  Identitäten 


(V*,  + V**+ V*,)*  — + x3  + -(V1, x»  + V7,  x3  + V'x1is) 

<V*ixz  + y*i*3+V***s)*  — XiXj+XiXj  + Xjx, 

+ 2 Va-,  x,  ( V a-j  + V r,  + y *,) 
yi,  + V'x,  + v'a:j  — u 


Wird  hier 


Digitized  by  Google 


Afiscellen. 


221 


V*i  r,  + Vxs  ra  + /a-j  ar3  = r 

gesetzt,  so  wird 

«■l+'t+'a  — » 
yIa-2+a-1rs-f  araT3  = i 

zi  *»*3  " « 

zu  setzen  sein:  z,x,:r,,  sind  dann  die  Wurzeln  der  kubischon  Glei- 
ch ang 

x3 — ax*-\-hx  — c = 0. 

Es  sei  mir  hier  erlaubt  auf  eine  sehr  einfache,  wenn  auch  viel- 
leicht, oben  wegen  ihrer  Einfachheit  nicht  unbekannte  Lösung  einer 
reducirten  kubischen  Gleichung  hinzuweisen.  Setzt  man 

S 3 

Z _ l/l  + i'y  + y*  — iy, 

so  folgt 

ü*  - 2*+3*yi«+7‘ 

dies  mit 

i*  = pz  + q 

verglichen  liefert 

j»— -2ar.(!^)  = *’+?*. 

Um  bei  der  zweiten  Gleichung  die  kubische  zu  umgehen,  setze 

man 

* =*  £+>? 

y = \i— iv  + v* 

wodurch 

**-»  = 3|i? 
zy  = i3+  v3 

wird.  ' 

Prag.  W.  Laska. 


7. 

Untersuchung  der  Zahl  2” — 1. 

Nachdem  ich  bestätigt  gefunden  hatte,  dass  die  von  Euler  durch 
Division  erprobte  Zahl  2sl  — 1 eine  Primzahl  ist,  lag  es  nahe,  das 
Augcumerk  anf  den  nächstfolgenden  ähnlichen  Zahlcnausdruck  237 — 1 
zu  wenden,  um  im  günstigen  Falle  die  Grenze  der  vollkommenen 
Zahlen  weiter  hinausschieben  zu  können,  da  ja  bekanntlich  2,,.(2"tl— 1) 
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eine  „vollkommene  Zahl“  ist,  wenn  2"H — leine  Primzahl  ist,  und 
da  die  Reihe  dieser  Zahlen  bis  jetzt  mit  der  aus  231 — 1 abgeleiteten 
za  Ende  gebt. 

Weil  aber  das  von  mir  eingeschlagene  Verfahren  von  dem  obigen 
in  wesentlichen  Punkten  abweicht  und  wegen  der  speciellen  Natur 
der  Aufgabe  abweichen  musste,  so  wird  cs  vielleicht  intercssiren, 
wenn  ich  dasselbe  hier  kurz  mitteile. 

Bei  dem  Ausziehen  der  Quadratwurzel  aus  dieser  Zahl 
2JJ  — 1 - 137  438953471 

fand  ich  dieselbe  gleich  370  727*  + 444  942,  so  dass  — 444942  als 
Determinante  für  die  Form  1,  0,  444942  gewählt  werden  konnte. 
Nun  ist  444942  = 2.9.19.1301.  Die  Charaktere  der  dieser  Deter- 
minante entsprechenden  Zahlen  sind,  wenn  ihr  Vcrhältniss  zu  3 , 19, 
1301,  ob  sie  Rest  oder  Nichtrest  hierzu  ist,  kurz  durch  -(-  oder  — 
bezeichnet  wird,  in  derselben  Reihenfolge 

H — I — b (8»+l,  7) 

(8n  + l,  7) 

1 — h (8«  + li  ♦) 

+ (8.1+1,  7) 

+ — + (8n  + 3,  5) 

- + - (8n  + 3,  5) 

— — + (8n  + 3,  5) 

H — I (8n  + 3,  5) 

Sofort  auszuschlicssen  sind  also  die  Gesamtchnraktero  , welche 
man  durch  Vertauschung  von  (8n+l,  7)  mit  (8n  + 3,  5)  erhalten 
würde. 

Weil  ferner  der  Ausdruck  die  Form  2*7  -1  hat,  so  muss  ein 
möglicher  Primdivisor  = 74*  + l sein  und  weil  man  ihn  durch  Multi- 
plication mit  2 in  die  Form  **  — 2y*  bringen  kann,  so  kann  74z+l 
nur  die  Form  8n  + l oder  8n+7  haben;  hieraus  folgt  also  zugleich, 
dass  von  den  obigen  acht  Geschlechtern  nur  dio  vier  ersten  zur 
Geltung  kommen , so  dass  man  von  den  16  Combinationcn  der  Ein- 
zelcharaktcre  nur  den  vierten  Teil  in  Rechnung  zu  ziehen  hat.  Da 
endlich  die  Zahl  137438953471  die  Form  8n  + 7 besitzt,  also  wenn 
sie  zusammengesetzt  ist,  wenigstens  einen  Factor  von  gleicher  Form 
haben  muss,  so  reducirt  sich  der  Reibe  nach  die  Zahl  der  Primen, 
welche  Divisor  sein  können,  indem  ja  von  den  18  Resten  für  37  nur 
einer  herangezogen  wird,  auf  Vis  • V»  • V«  • ’/i  = Vase  Diese  Anzahl 
ist  aber  bis  zu  der  Quadratwurzel  = 31568,  so  dass  man  cs  unge- 
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fahr  mit  100  Divisoren  za  tun  bat.  Die  angestellte  Division  ergiebt, 
dass  223  Divisoren,  nnd  dass  die  Zahl  also  zunächst  =223.616317 177 
ist  Fahrt  man  fQr  den  zweiten  Factor  die  Division  bis  zu  Ende 
und  nimmt  noch,  wie  es  ja  jetzt  sein  muss,  die  Factoreu  von  der 
Form  8n  + l bis  zur  V616318177  hinzu  (auch  die  erstcren  von  der 
Form  8n+7  brauchten  nicht  mehr  weiter  berücksichtigt  zu  werden), 
so  fuhren  diese,  nur  noch  wenige  an  der  Zahl,  zu  dem  Resultate, 
dass  616318177  eine  Primzahl  ist,  und  es  ist  also 
2”—  1 - 223.616318177 

Die  zweite  Darstellung  für  die  Determinante  — 444942  ist 
32 . 38  210*+  40 j 38  210 , 1671 J -f  5431 .1671*  = 137  438  953471 . 

P.  Seelh off. 


8. 

Ein  merkwürdiges  Dreieck. 

Versteht  man  unter  r,  p,  p0,  ps,  pf  die  Halbmesser  der  dem  Drei- 
eck ABC  um-,  ein-,  anbeschriebenen  Kreise,  unter  ha,  h,  he,  äo0, 
Ao«  ...  die  Höhen  auf  a,  i,  c bzhw.  ihre  obern  und  untern  Ab- 
schnitte!, und  löst  man  man  die  Aufgabe,  ein  Dreieck  aufzu- 
lösen, in  welchem  1)  h„  «=  p„ — p,  fo  = p&+p,  so  erhält  man 
u. 

01/  ß 

1)  tßä  “^(3V6f5t/2-4>/3-7),  tg2=V(3>/6  5v'2+4y,3-7) 

tg-j  - V(3V6- 51/2-4^3  + 7). 

2)  cot  ? = V(  V6— y 2+1),  cot  ^ - V(76+V2+I) , 

cot|  — rVtV6+y2=l) 

3)  sin  “ “liVd+VSj— V2),  sin  | = V(l+V2- V3), 

sin  | - i yy6-y2- 

_ ß 

4)  cos  g -=  JV3— V3+y2,  cos  | = iVä+VS— y2, 

cos|-  — j y4— yts+yä 
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5)  sin 


-V' 


(V2+1KV3-1) 


s\nß 


-1)(V3+1) 


1 y - V(V2+l)(\/3-V2). 


6)  cos  n 


i+y  2 — y 3 


cos  ß • 


1+V3-V2 


2+V2-V6 

cos  y — \\ — — cos  ay  2- 


7)  tg«  - V(V2+l)(y3-t-V2),  tg(J-V(V2-lXV3+y2), 

t gy=  y(V2+l)(V3+X). 

8)  cot « = V(V2— I)(V8— V2),  cot  0 - y<  y2+lXV'3--y 2"), 

Iu  diesen  Formeln  kehren  dieselben  Grössen  bald  additiv , bald 
snbtractiv  wieder  und  folgen  einem  offenbaren  Gesetze. 

Mit  Hilfe  derselben  ergeben  sich  zwischen  den  einzelnen  Stücken 
des  Dreieckes  interessante  and  z.  T.  sehr  einfache  Iiezichuugcn, 
vou  denen  hier  nur  einige  angeführt  werden  sollen: 

9)  hc  — rV2. 

10)  /,„<>_  r(l+V2-V3),  Ai0  - r(l+y3— V2), 

hc0  = r(2-j~y  2 — V6). 

d.  b.  Ac»  - hay-2,  Aa°+A6°=  2r. 

11)  Ao“  - 2r(y3  - V2),  At»  - r(t/3— lXV/fi  2),; 

At"  — r(y  6—2) 

d.  h.  hc"  = J ha"  V2,  Aa»-fAt“-l-Ac»  = »-y  2 = Ac. 

12)  & ABC—  2rcot0V2. 

13)  Umfang  des  Höbenfusspuuktendrciockes  2rcot0  V'2. 

14)  A«0-{-At0-f-A»®  = 4rcos*g  • 

y 

15)  wc  (Ilalbirnngslinic  von  y)  «=  2rsin^y2. 

Halle  a.  S.  Hermann  Stade. 
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XII. 

Ueber  Algorithmen  und  Calculn. 

Von 

Ernst  Schröder 

in  Knrlsruhr. 


In  einem  bei  den  Math.  Annalen  im  Druck  befindlichen  Auf- 
sätze („Tafeln  der  eindeutig  umkehrbaren  Functionen  zweier  Va- 
riabein auf  den  einfachsten  Zahlcngebicten“)  gebe  ich  eine  vollstän- 
dige Uebersicht  der  Gattungen,  Arten  und  Formen  von  Functionen 
zweier  Variabein,  welche  in  einem  Zablcngebictc  von  1,  2,  3 und  4 
Elementen  als  eindeutig  umkehrbare  existiren.  Diese  Functions- 
tafeln scheinen  das  ihnen  individuell  zukommeudo  Interesse  erst  zu 
gewinnen,  wenn  man  die  durch  sie  (auf  allerdings  sehr  beschränktem, 
discreten  und  endlichen  Zahlcngcbietc)  definirten  Functionen  unter- 
sucht auf  die  Gruppen  von  Fuuctionalgleichungen  die  sie 
erftlUen ; und  dieses  Interesse  wird  sich  noch  steigern,  wenn  man  — 
wie  ich  es  als  bequem  ausfahrbar  nachweisen  werde  — sie  be- 
nutzt , um  Lösungen  solcher  Functionalgleichungengruppen  auch 
ftlr  das  ganze  zweidimensional  continuirliche  Gebiet  der  complexen 
Zahlen  aus  ihnen  abzulcitcn. 

Wir  werden  Anlass  finden,  dergleichen  Functionalgleichuugen- 
gruppen  bald  als  Algorithmen,  bald  als  Calculn  zu  bezeichnen, 
je  nachdem  dieselben  nur  auf  eine  einzige  Tafel  mit  ihren  Um- 
kehrungen — auf  ein  einziges  „Tafelnsystem“  — Bezug  haben,  oder 
aber  auch  zwischen  den  durch  verschiedene  Tafelnsysteme  definirten 
Functionen  einen  gesetzmässigen  Zusammenhang  ausdrücken,  mögen 
letztere  auch  immerhin  zur  gleichen  Art  gehören. 

Ich  werde  in  dieser  Hinsicht  in  anderweitigen  Mitteilungen  noch  mehr- 
fach auf  die  Tafeln  zurückzukommen  haben.  Doch  will  ich  hier  scl^on  ein 

itck.  dar  Uath.  a.  Phjr».  J.  Koihe,  T.  V.  lg 
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paar  besonders  frappante  Beispiele  hervorheben,  nicht  nur,  um  im 
Anschluss  an  die  Mitteilung’der  Tafeln  sogleich  eine  Idee  von  ihrer 
Verwendbarkeit  (in  einer  Hinsicht  wenigstens)  zu  geben,  sondern 
auch , um  die  erwähnten  Begriffe  des  Algorithmus  und  des  Calculs  zu 
illustriren  und  deren  Aufstellung  zu  rechtfertigen. 

Diese  ßcchtfertignng  kann  allerdings  auch  ganz  selbständig 
geschehen,  wozu  ich  zunächst  schreiten  will. 


§.  1.  Begriff  von  Calcul  und  Algorithmus. 

Wird  gesprochen  von  dem  „Calcul“  der  vier  Specics,  so  dürfte 
jedermann  diesen  Ausdruck  angemessen  finden,  in  Anbetracht,  dass 
ja  historisch  an  diesem  als  dem  ersten  Beispiele  der  allgemeine  Be- 
griff des  Calculs  seinen  Ursprung  genommen  hat 

Das  auf  der  Basis  dieses  ersten  Calculs  errichtete  wissenschaft- 
liche Gebäude  ist  nun  so  Uber  alle  Beschreibung  grossartig,  dass  es 
der  Mühe  wert  erscheint,  zu  fragen,  oh  nicht  auch  noch  andere  Cal- 
culn möglich  sind,  von  einer  ähnlichen  oder  gar  noch  grösseren 
Tragweite?  Man  wird  sehen,  dass,  in  formaler  Hinsicht  wenig- 
stens, diese  Frage  zu  bejahen  ist!  Aber  selbst  wenn  sie  in  jeder  an- 
dern Hinsicht  zu  verneinen  wäre,  so  verdient  eine  solche  Frage  doch 
zur  Entscheidung  gebracht  zu  werden. 

Um  vor  allem  zu  einem  allgemeineren  Begriffe  zu  gelangen,  ist 
es  nötig,  den  schon  erwähnten  Calcul  der  arithmetischen  vier  Species 
erst  etwas  näher  in’s  Auge  zu  fassen.  Vom  Inbegriff  der  Merkmale 
dieses  spcciellen  Calculs  werden  wir  ja  beim  Verallgemeinern  einiges 
aufzugeben  haben.  Es  erscheint  zunächst  angezeigt,  die  formale 
Seite  des  Calculs  von  der  materialen  zu  trennen. 

Zum  materialen  Inhalte  gehören:  Die  Begriffserklärung  von 
Summe  und  Product,  deren  Anwendungen,  und  die  Methoden  selbige 
numerisch  auszurcchncn  für  die  verschiedenen  Arten  von  Zahlen  (wie 
natürliche,  negative,  gebrochene , irrationale  und  complexe).  Leicht 
werden  wir  den  ganzen  materialen  Teil  des  Calculs  ausschlies- 
sen,  wenn  wir  Übereinkommen,  die  in  diesem  Calcul  geltenden  Glei- 
chungen nur  insoweit  zu  betrachten,  als  sio  keine  numerischen,  son- 
dern lediglich  allgemeine  Buchstabenzahlen  enthalten , wenn  wir  uns 
nämlich  beschränken  auf  die  Betrachtung  von  Formeln  des  Calculs, 
welche  im  ganzen  Zahlengcbieto  unumschränkt  gelten. 

Beispielsweise  wird  so  die  Beziehung  zwischen  Addition  und 
Multiplication,  welche  das  natürliche  Product  definirt: 
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a . b «■»  a “f"0  -f-  . . ■ ”|*  a 
1 "i  T 

ab  noch  zum  m&tcrialeu  Inhalt  des  Calculs  gehörig  erscheinen,  da 
sie  wesentlich  auf  der  Voraussetzung  beruht,  dass  der  Multiplicutor 
b eine  ganze  positive  Zahl  sei. 

Der  formale  Teil  des  Calculs,  welcher  hiernach  übrig  bleibt, 
wird  nun  also  bestehen  aus  all’  den  allgemeinen  Formeln  der  beiden 
ersten  Operationsstufen,  welche  in  der  gewöhnlich  so  genaunten 
„allgemeinen  Arithmetik“  Geltung  haben.  Diese  sind,  nebenbei  ge- 
sagt, logische  Folgerungen  einer  kleinen  Untergruppe  von  Gleichungen 
sehr  einfachen  Baues,  welche  die  fundamentalen  Gesetze  des  Cal- 
cnls  oder  die  Grundeigenscbaften  der  Operationen  darstellen. 

An  diesem  formalen  Inhalt  unsere  Calculs  sind  nun  wieder  Be- 
standteile von  zweierlei  Art  zu  unterscheiden.] 

Bei  einer  Umschau  bemerken  wir  einerseits  solche  Formeln, 
welche  nur  auf  eine  einzige  Operationsstufe  Bezug 
haben,  z.  B.  auf  die  Multiplication  und  ihre  Umkehrung,  die  Divi- 
sion. So  das  Commutation8gesetz  ab  = ba,  woraus  auch  folgt 

a:i=-,  desgl.  das  Associationsgesetz  a(bc)  ■=  (ab)c,  weiter  die, 

einen  Quotienten  definirende  Gleichung  ^4  a und  — um  auch  eine 

Folgerung  aus  diesen  combinirten  Voraussetzungen  namhaft  zu 
machen  — die  Regel  für  die  Reduction  eines  Bruches: 

ac  a 
bc  b 

— diese  alle  beziehen  sich  offenbar  nur  auf  die  Operationen  der 
zweiten  Stufe. 

Eine  Gruppe  von  derartigen  Gleichungen  zusammen  mit  allen 
denen,  welche  sie  noch  mit  logischer  Notwendigkeit  nach  sich  ziehen, 
möge  ein  „Algorithmus“  genannt  werden.  (Um  einen  gewissen 
wesentlichen  Teil  eines  Calculs  zu  bezeichnen,  erscheint  dieser  Namo 
sicherlich  nicht  unpassend). 

Alsdann  werden  der  „Algorithmus  O,'  der  Multiplication“  und 
ebenso  der  „Algorithmus  0,+  der  Addition“,  welcher  letztere  aus 
analog  gebauten  Formeln  wio  jener  — nur  für  die  erste  Stufo 
gebildet  — besteht,  diese  beiden  Algorithmen  werden  als  zwei  scharf 
gesonderte  Bestandteile  des  Calculs  erscheinen,  Teile,  die  nichtsdesto- 
weniger von  derselben,  nämlich  von  der  ersterwähnten  Art  sind. 


Digitized  by  Google 


228  Schröder:  Leber  Algorithmen  und  Cnleuln. 

Im  Gegensatz  zn  diesen  bemerken  wir  aber  andrerseits  auch 
Formeln,  idie  auf  die  Operationen  der  ersten  nud  zweiten  Stofe  zu- 
gleich Bezug  haben,  in  ihrer  Verbindung  miteinander.  Von  jeder 
solchen  „gemischten“  Forme!  lässt  sich  nachweisen,  dass  sie  ableit- 
bar ist  aus  dem  einen  Distributionsgesetze: 

o(i-j-c)  = ab-\-ac 

in  Verbindung  mit  den  innerhalb  der  Algorithmen  bereits  gegebenen 
Sätzen  und  Formeln,  sodass  man  sagen  könnte,  dass  die  Formeln 
unserer  zweiten  Art  in  diesem  Distribotionsgesetze  zM  alle  logisch 
zusammengefasst  erscheinen. 

Warden  wir  symbolisch  etwa  schreiben: 

0.++0.  +0.  +, 

so  wäre  damit  abersichtlich  ausgedrückt,  aus  welchen  Bestandteilen 
der  Calcnl  K der  vier  Species  sich  in  formaler  Hinsicht  zusammeu- 
setzt. 

Wollen  wir  nun  dazu  schreiten,  diese  Tatsachen  zu  verallge- 
meinern, so  scheint  es  zunächst  geboten,  für  die  Summe  n-j-A 
irgend  eine  Function  von  ihren  Gliedern,  als  Argumenten,  also 
/(a,A),  zu  substituiren,  und  desgleichen  das  Product  a.A,  wo  immer 
ein  solches  auftritt,  zu  ersetzen  durch  eine  beliebige  andere  Function 
<f(a,b)  von  zwei  Variabein. 

Darnach  würde  z.  B der  distributive  Zusammenhang  zwischen 
Addition  und  Multiplication  die  folgende  Gestalt  annehmen  : 

o)  tp  |o,/(A,  c)  | ■=  f |<p  (a,  i),  <p  (a,  c ) J 

und  jetzt  einen  distributiven  Zusammenhang  zwischen  irgend  zwei 
Functionen  zweier  Variabein  ausdrQcken.  Ebenso  wtlrde  das  As- 
sociationsgesetz (der  Multiplication)  nunmehr  so  nussehen: 

ß)  9>|u,  <p(A,c)}  = 9>|g>(a,Ä),e). 

Jede  allgemeine  Formel  des  Calculs  wird  sich  fortan  als  eine 
Functionalgleichung  darstellen. 

Iliemit  ist  aber  unser  allgemeiner  Begriff  des  „Calcnls“  gewon- 
nen: In  formaler  Hinsicht  ist  der  Calcul  nichts  anderes  als  eine 
durch  Herbeiziehung  ihrer  Consequenzen  vervollständigte  Gruppe 
von  Functionalgleichungen,  welche  mindestens  auf  zwei  Func- 
tionen zweier  Argumente  nebst  deren  Umkehrungen  Bezug  haben. 
[Jeden  auf  nur  eine  solche  Function  nebst  ihren  Umkehrungen  sich 
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beziehenden  Teil  des  Calcnls  nannten  wir  Algorithmns].  Einen 
realen  Inhalt  wird  der  Calcnl  aber  gewinnen,  sobald  wir  für  die 
Fsnctionalgleichungcn  desselben  ein  System  von  Lösungen  ausfindig 
machen,  wie  z.  B.  für  den  Calcul  der  vier  Species  die  beiden  spe- 
cielleu  Functionen 


f(a , 4)  — a-f-4,  <p(a,  b)  •=•  a.b 

es  vorstellen. 

Würde  zn  den  vier  Species  noch  die  Potenzirung  mit  ihren  bei- 
den Umkehrungen  hinzugezogen,  so  erhielten  wir  den  „Calcul  der 
sieben  algebraischen  Operationen“,  und  ähnlich  wird  auch 
beim  verallgemeinerten  Begriff  des  Calcnls  eine  grössere  Zahl  von 
„Operationsstufen“  zuzulassen  sein,  d.  h.  eine  beliebige  Menge  von 
Fnnctionen  f(a,b),  <p(o, 4),  ...  nebst  deren  Umkehrungen.  Die  Func- 
tionalgleichnngen  werden  auch  nicht  mehr  durchaus  oder  Oberhaupt 
dieselben  zu  sein  brauchen,  welche  — gewissermassen  zufällig  — 
bei  den  genannten  7 Operationen  zutreffen;  sie  mögen  vielmehr  von 
irgend  welcher  Art  sein,  vorbehaltlich  der  Forderung,  dass  sie  vor- 
erst nur  allgemeine  Zahlen  und  Functionen  enthalten.  Und  will  man 
in  der  Verallgemeinerung  noch  weiter  gehen,  so  kann  man  auch  mehr 
als  zwei  Argumente  überall  zulassen.  Endlich  kann  man  davon  ab- 
seben,  dass  die  Argumente  a,  4,  c,  ...  gerade  Zahlen  aus  dem  Ge- 
biet der  gemeinen  complexcn  Zahlen  bedeuten  sollten ; man  kann  sie 
beliebige  Elemente  irgend  einer  Mannigfaltigkeit  bedeuten  lassen, 
welche  — in  Gestalt  von  f(a,  4)  z.  B.  — nach  einer  bestimmten 
Vorschrift  verkoQpfbar  sind,  sei  es  zn  neuen  Elementen  derselben 
Mannigfaltigkeit,  oder  sei  es  auch  zn  irgend  welchen  Gebilden,  welche 
anzusehen  waren  als  Elemente  einer  noch  umfassenderen  Mannig- 
faltigkeit 

Das  Studium  der  Calculn  wird  sich  demnach  decken  mit  einer 
allgemeinen  Theorie  der  Verknüpfung;  und  als  die  ein- 
fachsten Verknüpfungen  werden  sich  in  der  Tat  vor  allem  diejenigen 
zum  Studium  empfehlen,  bei  welchon  jeweils  aus  zwei  Elementen 
ein  drittes  erzeugt  wird.  Es  sei  indes  bemerkt,  dass  ich  ein  Ver- 
lassen des  gewöhnlichen  Zahlengebictes  hiernächst  nicht  beabsichtige. 

Wer  nun  aber  unsre  letzten  Formeln  «),  ß)  mit  den  früheren 
vergleicht,  wird  zugeben,  dass  sie  entschieden  verwickelter  erschei- 
nen. Um  die  Vorzüge  der  Einfachheit  und  Uebersichtlichkeit,  wolche 
bisher  ein  wertvolles  Attribut  unserer  fundamentalen  Formeln  bilde- 
ten, auch  fernerhin  zu  geniessen,  schlage  ich  vor,  den  vorhin  vollzoge- 
uen  Schritt  in  der  entgegengesetzten  Richtung  anszuführon, 
nlmlich  anstatt  der  Functionen/(o,4)  und  <p{a,  b)  hinfort  symbolisch 
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zu  schroibeu  « + * und  a.b  oder  ab,  auf  diese  Weise  also  unter 
Festhaltung  der  früheren  Bezeichnung  für  diese  Operationen  deren 
Sinn  beträchtlich  zu  erweitern,  ja  zu  verändern. 

[Erfahrungsmässig  hat  dieser  Vorschlag  einen  gewissen  Wider- 
stand zu  gewärtigen.  Es  wird  ja  durch  denselben  in  der  Tat 
dem  Leser  zugemutet,  von  einer  langgewohnten  nnd  berechtigten 
Gedankenverbindung  zwischen  Kamen  und  dem  durch  sie  Benannten 
sich  zeitweilig  frei  zu  machen.  Auf  der  andern  Seite  sind  aber  Prä- 
cedonzfälle  hierzu  genugsam  vorhanden.  Es  ist  dem  Chemiker  auch 
nicht  verboten  worden,  mit  CO  das  Kohlenoxydgas  zu  bezeichnen, 
weil  etwa  durch  den  schon  zwei  Jahrtausende  älteren  Usus  des 
Geometers  sanctionirt  war,  unter  diesem  Zeichen  die  Verbindungs- 
strecke zweier  Punkto  C und  O zu  verstehen,  und  füglich  darf  dom 
Leser  eines  Buches  zugetraut  werden,  dass  er  wisse,  wovon  in  dem- 
selben die  Rede  ist  Eine  gewisse  Leichtigkeit,  Bezcichnungswcisen 
zu  wechseln,  noch  mehr,  solche  um  zu  deuten,  sie  von  einem  Gebiet 
auf  ein  anderes  zu  übertragen,  hat  sich  auf  vielen  Gebieten  schon 
förderlich  oder  unentbehrlich  erwiesen;  und  jedenfalls  kann  es  nicht 
untersagt  werden,  unter  einer  besonderen  Ucberschrift  eine 
abweichende  , sei  cs  Bezeichnung  bekannter  Dinge,  sei  es  Inter- 
pretation bekannter  Zeichen  , zu  verwenden , und  zwar  immer  dem- 
jenigen Verfahren  den  Vorzug  zu  geben,  welches  sich  dem  zu  behan- 
delnden Gegenstände  am  besten  anbequemt. 

Die  Werte  einer  Function  <p(a,b),  z.  B.,  können  nun  in  der  Tat 
nicht  kürzer  ausgiebig  bezeichnet  werden,  als  durch  ab,  nämlich 
durch  das  einfache  Nebcncinandcrstellen  der  Namen  beider  Argumente. 

Beim  Studium  der  Calculn  wird  es  sich,  wie  oben  gezeigt,  un- 
zweifelhaft empfehlen,  die  Functionsbuchstaben  vertreten  zu  lassen 
durch  irgendwelche  Yerknüpfungszeichen  von  Operationen,  welche  wir 
eventuell , als  in  einem  uneigentlichen  Sinne  gedeutet,  als  „symbo- 
lische“ zu  bezeichnen  haben.  Dem  von  andern  Autoren,  wie  neuer- 
dings Herrn  0.  Stolz  betätigten  oft  ganz  praktischen  Vorschläge, 
hiebei  eigene  Zeichen  der  Knüpfung,  (wie  O für.)  zu  verwenden, 
schliesse  ich  mich  ebenfalls  an,  wo  irgend  eine  Verwechselung  der 
symbolischen  mit  den  eigentlichen  Operationen  zu  besorgen  steht 
Ich  kann  mich  aber  bei  Untersuchungen,  wie  den  Vorgesetzten,  wo 
man  buchstäblich  mit  Myriaden  von  Formeln  zu  tun  hat,  schon  dazu 
nicht  immer  bequemen,  und  noch  weniger  mich  dazu  verstehen,  auf 
die  Vorteile  der  Uebersichtlichkeit.  welche  durch  die  Verwendung 
auch  des  Bruchstrichs  — zufolge  der  dadurch  bedingten  Ersparniss 
an  Klammern  bei  Ausdrücken  in  ungefähr  einem  Drittcil  aller  Fälle 
— erzielbar  sind,  zu  verzichten!] 
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Hierbei  ist  nicht  zu  abersehen,  dass  die  beiden  inversen  Func- 
tionen  von  a-\-b,  welche  wir  mit  o 4 b (lies:  a weniger  b)  nnd 
a—b  (a  minus  b)  bezeichnen  mögen,  jetzt  im  allgemeinen  nicht 
mehr  einerlei  sein  werden,  dcsgl.  nicht  die  beiden  Umkehrungen  von 
ab  nämlich 

a:b  (a  zu  i)  und  | (a  durch  b)  oder  auch  b | a (b  in  a). 

Vielmehr  wird  es  jetzt  zweierlei  Divisionen,  z.  B.,  geben,  und  wor- 
den wir  also  bei  einem  Calcnl  einfachster  Art  nicht  vier,  sondern 
sechs  Operationen  der  beiden  Stufen  im  allgemeinen  zu  gewärtigen 
haben. 


§ 2.  Programm  für  das  Studium  der  Calculn. 

Ich  habe  mir  nun  die  Aufgabe  gestellt,  alle  möglichen  Cal- 
cnln  aufzusnehen,  welche  zwischen  den  letzterwähnten  sechs  symbo- 
lischen Operationen  (eventuell  auch  deren  mehreren)  bestehen  kön- 
nen, nnd  zwar  innerhalb  solcher  Gronzen,  dio  lediglich  bestimmt 
sind  durch  die  Anforderung,  dass  die  „fundamentalen“  Gesetze  des 
Calculs  einen  gewissen  Grad  von  Complicirtheit  nicht  überschreiten 
dürfen. 

So  beträchtlich  die  Menge  dieser  Calculn  sich  bis  jetzt  darstellt, 
gibt  sie  doch  der  Hoffnung  Kaum,  dass  es  einst  möglich  sein  wird, 
sie  völlig  zu  abersehen.  Obwol  die  diesbezüglichen  Untersuchungen 
noch  lange  nicht  abgeschlossen  sind,  ist  cs  doch  bereits  ausser  allem 
Zweifel,  welcher  von  diesen  Calculn  der  „umfassendste“  ist, 
d.  h.  bei  welchem  von  ihnen  auf  den  einfachsten  Gebieten  Oberhaupt 
denkbarer  Gleichungen  deren  dio  allermeisten  als  Formeln  Geltung 
haben.  Ich  werde  diesen  Calcul  als  ein  bemerkenswertes  Paradigma 
in  § 11.  auseinandersetzen. 

Inzwischen  müssen  wir  uns  vor  allem  nach  den  Gesichts- 
punkten nmsehen,  unter  welchen  die  zunächst  immense  Aufgabe 
n&turgemäss  eioznschränken  ist,  und  darauf  einen  Plan  der  Un- 
tersuchungen gründen. 

Gefahndet  sollte  werden  anf  solche  Calculn,  welche  in  Hinsicht 
auf  Einfachheit  und  Allgemeinheit  der  „fundamentalen“  Formeln  dem 
Calcul  der  vier  Species  resp.  dem  der  7 algebraischen  Operationen 
ebenbürtig  sein  könnten. 

In  den  fundamentalen  Gesetzen  der  letztem  treten  nun  höch- 
stens sieben  (teilweise  unter  sich  gleiche)  allgemeine  Zahlen  als 
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Opcrationsglieder  auf  — so  in  dem  schon  erwähnten  Distributions- 
gesetzo,  so  auch  in  den  fundamentalen  Gesetzen: 

ot.ac  — a‘+c,  — (bc)a,  (o*)*  — a4* 

der  dritten  Operationsstufe. 

Wir  werden  demnach  nur  solche  Functionalgleichungcn  auf  ihro 
Consequenzen  und  Lösungen  untersuchen,  in  denen  nicht  mehr 
als  sieben  Zahlen  durch  die  symbolischen  Operationen  verknüpft 
erscheinen.  — 

Eine  Vorbedingung  für  das  Studium  der  Calculn  bildet  offenbar 
dasjenige  der  Algorithmen,  deren  Formeln  ja  einen  isolirbaren  Be- 
standteil der  Calculn  ausmachen.  Hiedurch  wird  es  gerechtfertigt 
erscheinen,  wenn  wir  uns  in  nächster  Zeit  vorwiegend  mit  Algorith- 
men beschäftigen , vor  allem  also  die  gesetzmässigen  Beziehungen 
untersuchen,  welche  eine  Function  /(o, b)  oder  ab  zu  ihren  eigenen 
Umkehrungen  sowie  zu  sich  selber  haben  kann. 

Für  diese  Algorithmen  können  wir  uns  die  Aufgabe  noch  etwas 
weiter  einschränken  auf  Grund  der  Wahrnehmung,  dass  bei  den  vier 
Species  in  die  fundamentalen  Gesetze  (wie  Associations-  und  Com- 
mutationsgesetz)  nur  höchstens  sechs  Operationsglieder  eingehen; 
desgl.  überhaupt  bei  den  7 Operationen,  indem  auch  auf  der  dritten 
Stufe  kein  Grundgesetz  [ich  erinnere  an  (ah)c  — (ac)6]  mehr  als  diese 
Anzahl  enthält.  Wir  werden  uns  also  bei  den  Algorithmen 
ebenfalls  mit  bis  zu  sechs  Operationsgliedcrn  beguügen. 

In  der  Tat  werden  so  bei  den  „reinen“  sowol  als  bei  den  „ge- 
mischten“ Formeln  gerade  die  vier  einfachsten  Fälle  ihre  Erledigung 
finden,  welche  ersichtlichermassen  möglich  sind,  nämlich  die  Fälle, 
wo  3,  4,  5,  6 resp.  4,  5,  6,  7 Operationsglieder  anftreten. 

Bis  auf  den  Specialfall  der  Division  durch  0 sind  die  vier  Spe- 
cies eindeutig,  die  Potenzirung  nebst  Umkehrungen  im  complcxen 
Gebiete  allerdings  schon  im  allgemeinen  unendlich  vieldeutig. 

Uns  wird  cs  sich  empfehlen,  die  Aufgabe  zunächst  weiter  ein- 
znschränken  durch  die  Annahme,  dass  die  Grundoperationen,  resp. 
die  Functionen  samt  ihren  Umkehrungen,  vollkommen  eindeu- 
tig seien. 

Für  einen  auf  symbolische  Multiplication  bezüglichen  Algorith- 
mus werden  dann  unbedingt  als  Gleichungen  die  sechs  sogenannten 
„Fundamentair ela tio ne n“  gelten : 
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als  Sechseck  mit  Seiten  und  Diagonalen  za  denken,  wobei  die  Linien 
Gleichheitszeichen  vorstellen , and  nar  diejenigen  hervorgehoben  soin 
sollen,  welche  den  Mittelpunkt  b mit  den  Ecken  verbinden.  Dieselbea 
definiren  die  beiden  Divisionen  als  Umkehrungen  der  Multiplication 
oder  bringen  den  Gegensatz  der  3 Grundoperationen  zum  Ausdruck. 


Als  Motiv  für  jene  Einschränkung  können  wir  die  Ueberlegung 
anführen:  Wenn  unter  Beihülfe  der  genannten  Voraussetzung  der 
Eindeutigkeit  ans  einer  Formel  alle  diejenigen  gefolgert  werden, 
welche  sie  in  einem  bestimmten  Formelgebiete  notwendig  mitbedingt, 
so  muss  man  jedenfalls  den  Rahmen  erhalten,  innerhalb  dessen  die 
Consequeuzen  eben  dieser  Formel  sich  haiton  werden  im  Falle  even- 
tueller Vieldeutigkeit  der  Operationen,  das  ist  nämlich  beim  Weg- 
fall jener  so  folgenreichen  Prämisse,  als  welche  wir  die  Voraus- 
setzung der  Eindeutigkeit  kennen  lernen  werden. 

Um  eine  jede  Formel  aber  alle  ihre  Consequenzen  zu  schaaren, 
und  vor  allem  diejenigen  Formeln,  welche  etwa  noch  mit  ihr  „äqui- 
valent“ sind,  ist  nötig.  Es  erscheint  dies  nicht  nur  angozeigt,  damit 
wir  einen  Ueberblick  über  die  Umformungen  von  Ausdrücken  ge- 
winnen, welche  der  Algorithmus  gestattet,  sondern  auch,  um  die  Zahl 
der  schliesslich  selbständig  aufzulösenden  Functionnlgleichungen 
nach  Möglichkeit  zu  verringern.  Aequivalent  nennen  wir  For- 
meln, wenn  sie  anf  Grund  der  vorausgesetzten  Eindeutigkeit  und 
der  obigen  „Fundamentalrelationen“  einzeln  einander  gegenseitig  be- 
dingen. Eine  auf  dem  Formclgebiet  vollständige  solche  Gruppe  von 
unter  sich  äquivalenten  Formeln  bildet  immer  das  „Prämissen- 
system“ eines  zugehörigen  Algorithmus;  der  letztere  umfasst  aus- 
serdem noch  diejenigen  Formeln  dos  Gebietes,  welche  aus  jenen 
(einzeln)  folgen,  ohno  dass  solcher  Schluss  umkehrbar  wäre. 

Bedenken  wir  freilich,  dass  hei  den  namhaftesten  „Calculn“  (der 
7 Operationen,  dem  logischen,  dem  Qnaternionencalcul,  u.  a.)  auch 
vieldeutige  Operationen  auftreten,  so  erscheint  unser  nächstes  Vor- 
haben nur  der  Erforschung  eines  Stromlaufs  vergleichbar,  an  dessen 
Ufern  vielleicht  erst  die  fruchtbaren  Gefilde  liegen.  — 


Wie  ferner  durch  die  „Vertauschungsprincipien“  dio 
Menge  der  zn  untersuchenden  Algorithmen  oder  Prämissensysteme 
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auf  eine  viel  geringere  zurückzuftthren  ist,  habe  ich  schon  Math. 
Annalen,  Bd.  10.,  S.  306.  sq. , sowie  Borchardt’s  Journal  Bd.  90. 
S.  192  sq.  (sowie  in  den  daselbst  citirtcn  Schriften)  auseinanderge- 
setzt. Es  wird  darnach  nur  darauf  ankommen,  von  jeder  „Art“ 
von  Algorithmen  einen  Repräsentanten  zu  erledigen,  und  da  dio 
Arten  1,  2,  3 oder  6-gliodrig  sind,  zerfallen  sämtliche  Prämissen- 
systeme in  vier  Gruppen  derart,  dass  dio  erste  ganz,  von  der  zweiten 
nur  die  Hälfte,  von  der  dritten  (nebenbei  gesagt  viel  zahlreicheren) 
nur  das  Drittel  und  von  der  vierten  nur  der  sechste  Teil  zu  stu- 
diren  ist. 

Aehnliches  gilt  für  die  Calculu,  wo  man  sogar  für  jede  Operations- 
stufo  ein  besonderes  System  von  Vcrtauschungsprincipien  haben  wird, 
sodass  — bei  zwei  Stufen  — bereits  eine  Reduction  zu  studirendor 
Mengen  von  Formelgruppon  auf  ihren  36ten  Teil  eintreten  kann, 
und  so  weiter. 


§ 3.  Ueberblick  des  Formelgebiets  der  Algorithmen. 


Nach  dem  Vorhergehenden  haben  wir  Gleichungen  zu  betrach- 
ten, in  welchen  lauter  allgemeine  Zablon  a,  b,  e . ..  beiderseits  ver- 
knüpft erscheinen  durch  irgendwelche  von  den  droi  Grundoperatio- 
nen, als  deren  Vcrknüpfungszeichen  wir  symbolisch  mal,  zu  und 
durch  genommen  haben. 


Wir  wollen  sagen,  dass  eino  Gleichung  zur  Classo  (m,  n)  ge- 
höre, wenn  auf  ihrer  einen  Seite  m,  auf  ihrer  andern  n solche  Ope- 
rationsglicdcr  Vorkommen.  So  wird  z.  ß.  die  Formel 


zur  Classc  (3,  1),  die 


a(b:a)  =*  b 
a(bc)  — (ab)c 


zur  Classe  (3,  3),  dagegen  die 

ab  b 
ac  c 

zur  Classo  (4,  2)  gehören.  Eino  jede  Formel  der  Classo  (m,  ») 
werden  wir  mitunter  auch  durch 


oq,  dj,  ...  am  “ ij,  bSt  ...  bn 

abgekürzt  darstellen , wobei  also  die  Klammerstellung  und  die  Natur 
der  verknüpfenden  Operationszeichen,  desgleichen  aber  auch  Reihen- 
folge und  Wertverteilung  der  Operationsglieder  offen  gelassen  bleibt. 
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Wir  haben  drei  Kategorien  von  denkbaren  Formeln  zu  unter- 
scheiden, je  nachdem  solche  (mit  Notwendigkeit)  stets,  nnr  manch- 
mal (eventuell),  oder  nie  (unmöglich)  allgemeine  Geltung  haben. 
Doch  ist  es  zweckmässig,  erstere  Kategorie  nochmals  zu  zerlegen 
und  so  zn  reden  von  reinen  Identitäten,  dazu  von  analyti- 
schen Formeln,  sodann  auch  von  synthetischen,  sei  cs  zu- 
lässigen, sei  es  unzulässigen  Formeln. 

Die  „Identitäten“,  wie 

a : (4  c)  = a : {b  c), 

in  denen  beiderseits  [genau  dasselbo  steht,  sollen  dem  Formelgebiet 
nicht  zugezählt  werden. 

Die  „analytischen  Formeln“,  wie 

bc 

a(b:a)  = -, 
o 

gelten  kraft  der  „Fuudamentalrelationen“  für  alle  symbolischen  Ope- 
rationen, die  überhaupt  im  Gegensatz  zu  einander  stehen  odor  eine 
Stufe  bilden;  sie  können  daher  nicht  verwendet  werden,  um  eine  be- 
sondere Stufe  von  Operationen  zu  bestimmen.  Zum  eigentlichen 
Formelgcbiete  zählen  wir  sie  daher  ebenfalls  nicht  mit 

Die  „synthetischen“  sind  die  übrigen  Formeln ; Bio  drücken  for- 
male Eigenschaften  aus,  die  nur  gewissen  Classen  von  Functionen 
znkommen  können.  Tnn  sie  dies  wirklich,  so  nennen  wir  sie  zu- 
lässige oder  wirksame  Formeln,  andernfalls  unzulässige.  (Beispielo 
weiter  nnten). 

Einerlei  sollen  zwei  Formeln  heissen,  wenn  sie  durch  blossen 
Buchstabenwechsel  in  einander  übergehen,  wie  etwa 

ab  — ba  und  cd  = de. 

Ebenso  sind  aber  z.  B.  anch  die  Formeln 

ab  , a c 
bc  ca  bc  ab 

einerlei,  weil  durch  cyklische  Vertauschung  von  a,  b,  c in  einander 
übergehend. 

Als  verschiedene  sollen  Formeln  nur  dann  gezählt  werden, 
wenn  jenes  nicht  der  Fall  ist 

In  jedem  Ausdruck  hat  man  „freie“  und  „gebundene“  Ope- 
rationsglieder zu  unterscheiden.  Unter  letztem  verstehen  wir  die 
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in  einer  Klammer  mit  andern  vorknüpften,  wobei  nur  zu  be- 
achten ist,  dass  der  Bruchstrich  als  Vinculnm  oft  eine  Klammer  ver- 
tritt. Z.  B.  in  a(a:b)  ist  das  erste  «(sowie  a:b)  ein  freies,  dagegen 
das  zweite  «,  sowie  b ein  gebundenes  Operationsglied;  ganz  ebenso 

a 

in  a--  Ein  „binärer“  oder  zweifächeriger  Ausdruck  enthält  nur 

zwei  Operationsglieder,  welche  beide  in  ihm  als  freie  zu  bezeich- 
nen sind. 

Von  vornherein  beschränkten  wir  uns  nun  auf  die  Betrachtung 
„binärer“  Operationen,  d.  i.  solcher,  die  immer  nur  zwei  Zahlen 
(zu  einer  dritten)  verknüpfen.  Jeder  Ausdruck,  in  welchem  mehr  als 
zwei  Operationsglieder  Vorkommen,  muss  deshalb  durch  eine  „Cä- 
sur“  in  zwei  Teile  geschieden  erscheinen,  die,  eventuell  von  Klam- 
mern 'umschlossen,  stets  [mittelst  eines  bestimmten  Opcratiouszei- 
chens  verknüpft  sind.  Das  letztere  bestimmt  die  Natur  des  Ausdrucks 
als  Product,  Verhältniss  oder  Bruch. 

Durch  die  anderwärts  motivirte  Vorschrift,  die  Brüche  hier  je- 
weils von  unten  nach  oben,  Produete  uud  Verhältnisse  aber  wie 
üblich,  zu  lesen,  erhalten  — nebenbei  gesagt  — alle  Operations- 
glieder eines  Ausdrucks  auch  eine  bestimmte  Reihenfolge. 

Auf  Grund  der  Definition,  welche  irgend  zwei  von  den  drei 
Gruudoperatiouen  als  die  Umkehrung  der  dritten  ebarakterisirt, 
kann  nun  jedes  freie  Operationsglied  transponirt,  d.  i.  auf  die 
andre  Seite  der  Gleichung  gebracht  werden. 

Das  nämliche  kann  auch  nach  den  Fundamentalrelationen  be- 
werkstelligt werden  auf  Grund  des  Princips,  dass  gleiche  Zahlen, 
durch  dieselbe  Operation  mit  gleichen  Zahlen  verknüpft,  gleiche  Re- 
sultate liefern  müssen.  Irgend  ein  bestimmtes  Operationsglied  kann 
folglich  auch  stets  auf  einer  Seite  der  Gleichung  isolirt  werden, 
indem  man  nach  und  nach  (von  aussen  nach  innen  fortschreitend) 
alle  mit  ihm  verknüpften  Operationsglieder  hinüberschafft. 

Solche  Gleichungen,  welche  durch  blosses  Transponiren  von  Ope- 
rationsgliedcrn  auseinander  ableitbar  sind , lassen  wir  nicht  als 
wesentlich  vorschieden  gelten  und  sehen  sie  „bei  der  engeren 
Zählung“  immer  als  eins  an.  Z.  B.  die  Gleichungen 

b'(aa)  >=  ab  und  — = aa 

werden  uur  „bei  der  weiteren  Zählung“  als  zwei  verschiedene  zu 
gelten  haben. 

Durch  jenes  Hinüberschaffen  von  Operationsgliedern  kann  eine 
Formel  der  Classe  (m,  n)  oft  in  eine  solche  umgeschrieben  werden, 
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welcHe  einer  andern  Classe  (m‘,  »')  angehört.  Dabei  wird  natürlich 
immer 

m -f- n — ib'-{-  »* 

die  Gesamtzahl  der  Glieder  nämlich  ungeändert  bleiben.  Diejenige 
Form  der  Gleichnng  erscheint  als  die  übersichtlichste , bei  welcher 
die  Differenz  m — n die  kleinere  ist. 


Wir  brauchen  nnr  solche  Formelclassen  zn  untersuchen,  bei 
welchen  m — n seinen  Minimalwert  hat.  Wie  sich  unschwer  zeigen 
lässt,  wird  dieser  höchstens  die  Hälfte  der  grösseren  von  den  beiden 
Zahlen  m,  n betragen. 


Ist  nämlich  m = n,  so  hat  m — n bereits  seinen  Minimalwert  0. 
Sind  m,  n verschiedene  Zahlen,  so  können  wir  unter  m die  grössere 

verstehen,  sodass  m > ».  Ist  dann  n^L.  ^ so  folgt  bereits m— b_^- 


Daher  muss  obige  Behauptung  nur  noch  für  die  Annahme  n < - 


bewiesen  werden.  Nun  wird  die  „m-fächerige“  d.  h.  m Operations- 
glieder enthaltende,  linke  Seite  der  Formel  durch  die  Cäsur  in  einen 
r-fächerigen  und  einen  ( m — r)-fächerigon  Teil  geschieden,  wo  jeden- 


falls r > 1 


ist,  und  etwa 


> 


r gedacht  werden  möge,  sodass 


Transponirt  man  den  r-fächerigen  Teil,  so  gerät  die  For- 
mel in  die  Classe 

(m  — r,  n + r)  «=  »'), 

wo  nun 


m — r 


> ” 
= 2 


und  n'  = n-f-r  < m ist. 


Ist  jetzt  etwa  m*  ^ n',  so  ist  der  Betrag 

| m'  — b'  | =n' — m‘  — 2r-f-n — m < ” 

wie  zn  zeigen  war.  Andernfalls  aber,  d.  h.  wenn  noch  immer  m'>n' 
ist,  wird  der  Betrag 

| m'  — n'  | = m' — »'  — ib  — n — 2 r 

doch  mindestens  um  zwei  Einheiten  kleiner  als  m — b sein.  Sofern 
dann  »'  _ — ist,  sind  wir  ebenfalls  bereits  am  Ziele,  indem 

m‘ — b'  ^ ^ und  nm  so  mehr  < ^ sein  wird.  Wenn  dagegen  noch 
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immer  n'  < — ist,  so  Kann  man  dieselbe  Methode,  die  Differenz  der 

beiden  Classenindices  durch  Transponiren  zn  verringern,  noch  weiter 
fortgesetzt  anwenden,  nämlich  unsere  letzte  der  Classe  Im',  «')  unge- 
hörige Formel  zunächst  nochmals  ebenso  behandeln,  wie  wir  dies 
für  die  ursprüngliche  der  Classe  (m,  n)  angehörige  Formel  vorhin  an- 
gegeben haben  und  so  fort,  bis  diese  Differenz  endlich  < ^ gewor- 
den ist.  Dass  aber  der  Wert  * auch  wirklich  als  Minimalwert  der 

Differenz  m—n  auftreten  kann,  lehren  schon  die  Beispiele  einer 
Formel  a,  4 = c der  Classe  (2,  1)  sowie  einer  Formel  («,  4),  (c,  <<) 
= e,  f der  Classe  (4,  2),  u.  s.  w. , wo  er  sich  durch  Transponiren 
nicht  weiter  verringern  lässt. 

Jede  allgemeine  Zahl,  die  in  eine  Gleichung  des 
zn  untersuchenden  Formelgcbietes  cingeht,  muss  in 
dieser  mehr  als  ein  mal  als  Operationsglicd  Vorkommen. 
Denn  käme  eine  Zahl  a nur  ein  mal  vor,  so  könnten  wir,  sie  iso- 
lirend,  die  Gleichung  auf  die  Form  bringen: 

a ■=»  4,  c,  d . .. 

wo  dann  rechts  ein  durch  die  Werte  der  übrigen  Opcrationsglieder 
eindeutig  bestimmter  Zahlenwert,  links  aber  — da  die  Gleichung  als 
eine  allgemeine  oder  „Formel“  aufzufassen  ist  — eine  unbe- 
stimmte, davon  unabhängig  beliebige  Zahl  steht  Darnach  würde  sich 
also  ein  Widerspruch  zu  der  vorausgesetzten  Eindeutigkeit  der  Grund- 
operationen ergeben. 

Lassen  wir  also  nicht  mehr  als  6 oder  7 Opcrationsglieder  zn, 
so  haben  diese  sich  unter  höchstens  drei  verschiedene  Werte  a,  4, 
c zu  teilen. 

Eine  Classe  (1, 1)  kann  es  nicht  geben,  denn  zu  ihr  könnte  nur 
die  Gleichung  a — a oder  die  a =>  4 gehören ; erstere  bleibt  als 
Identität  ausser  Betracht;  letztere  ist  als  allgemeine  Formel 
unzulässig  sobald  das  Zahlengcbiet  aus  mehr  als  einer  Zahl  besteht 
(was  wir  stets  annehmen). 

Niederste  Classe  ist  also  die  (2,  1).  In  ihr  müssen  alle  drei 
Operationsglieder  einander  gleich  sein,  sodass  jede  Gleichung  der- 
selben die  Form  hat: 

a,  a — o. 

Derart  gibt  es  nun  drei  Gleichungen: 
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a 

aa  = a,  a:a  =■  a,  - = a, 

die  einander  gegenseitig  bedingen  und  „im  engoren  Sinne“  als  eine 
za  zählen  sind.  Sie  haben  den  1.  c.  schon  erwähnten  Algorithmus  10 
zur  Folge. 

Ansser  der  Classe  (2,  1)  brauchen  wir  keine  Classe  (m,  1)  zu 
berücksichtigen,  weil  jede  Gleichung  einer  solchen  sich  verwandeln 
lässt  in  eine  Gleichung  einer  der  übrigen  Classen  (m',  n'),  wo 

»'  = »'  > 1 ist,  und  zwar  dadurch,  dass  man  von  den  beiden  (m— r)- 

and  r-fächerigen  Teilen  des  »»-fächerigen  Ausdrucks,  welche  die 
Cäsur  scheidet,  den  wenigst&cherigen  transponirt. 

Darnach  schliesst  sich  an:  die  Classe  (2,  2)  als  die  einzige 
Classe,  in  deren  Gleichungen  4 Operationsglieder  eingehen. 

Sodann  folgt  die  Classe  (3,  2)  als  einzige  mit  5 Operations- 
gliedern. 

In  den  Gleichungen  beider  können  höchstens  zwei  verschiedene 
Zahlen  a,  b als  Operationsglieder  Vorkommen , von  denen  bei  Classe 
(2,  2)  jedes  zwei  mal,  dagegen  bei  (3,  2)  das  cino  drei,  das  andere 
zwei  mal  anfzutreten  hätte. 

Zwischen  6 Operationsgliedcrn  kommt  erstlich  die  Classe  \3,  3) 
in  Betracht;  sodann  aber  nur  noch  von  der  Classe  (4,  2)  diejenige 
Partie,  worin  der  vierfächerige  Ausdruck  dnrehweg  die  Cäsur  in 
der  Mitte  hat  („symmetrisch“  geteilt  erscheint  in  zwei  binäre  Teile). 
Denn  sonderte  ihn  die  Cäsur  in  einen  ternären  und  einen  einfäche- 
rigen Teil,  so  käme  ja  durch  Hinüberschaffen  des  letzteren  (des 
freien  Buchstabens)  die  Gleichung  anf  eine  solche  der  Classe  (3,  3) 
hinaus. 

Dies  der  Uebcrblick  der  auf  Algorithmen  zu  studirendon  For- 
melclassen. 


§ 4.  Fortsetzung.  Auszählung  des  Gebietes. 

Je  nach  der  Art,  wie  nun  die  vorkommenden  Operationsglieder 
in  Gruppen  von  unter  sich  gleichen  zerfallen,  je  nach  der  Cäsnr 
oder  Klammerstcllung  der  beiderseits  in  einer  Gleichung  vorkommen- 
den Ausdrücke,  und  endlich  nach  der  Art,  wie  sich  diese  Zahlen  in 
die  verschiedenen  Fächer  verteilen,  zerfallen  die  aufgezählten  Classen 
von  Formeln  noch  in  verschiedene  Ordnungen  und  Sorten,  und  ist 
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es  eine  leichte  combinatoriscbe  Aufgabe,  mit  Rücksicht  auf  die  mög- 
lichen Anordnungen  der  Operationszeichen  und  die  Reihenfolge  der 
Argumente , die  Zahl  der  „verschiedenen“  Gleichungen  zu  ermitteln, 
welche  eine  Sorte  umfasst.  Wir  stellen  einfach  die  Resultate  zu- 
sammen, wobei  die  eingeklammerten  Factoren  [2X]  oder  [3X]  sich 
auf  die  „weitere“  Zählung  beziehen,  und  bei  der  engeren  fortzulasseu 
sind,  desgl.  was  Oberhaupt  in  eckigen  Klammern  stehn  wird. 

Die  Classe  (2, 1)  enthält  nur  die  eine  Sorte  a,  a — a mit  [3X]1 
Gleichung. 

Die  Classe  (2,  2)  enthält  die  drei  Sorten: 

a,  4 — a,  4 mit  9 Gleichungen,  ungerechnet  3 Identitäten ; 

a,  a = 4,  4 mit  6 Gleichungen; 

* a,  a — a,  a mit  3 Gleichungen,  ungerechnet  3 Identitäten. 


Die  Classe  (3,  2)  enthält  folgende  sechs  Sorten. 

a,  (a,  b)  = a,b  mit  [2X]  108  Gleichungen,  wovon  jedoch  [2x]45 
als  unzulässige,  nämlich  nachweisbar  mit  der  Eindeutigkeit  der 
Operationen  unverträgliche  abgehen  werden  (siche  unten). 

( (o,  a),  b — a,  b mit  108  Gleichungen 
\ [ («,  4),  4 = a,  a mit  108  Gleichungen] 

( a,  (4, 4)  = a,  a mit  54  Gleichungen,  wovon  36  unzulässig 
( [o,  (a,  a)  =*4,4  mit  54  Gleichungen,  wovon  36  unzulässig] 

* a,  (a,  a)  = a,a  mit  [2X]  27  Gleichungen. 

Als  Beispiel  einer  „unzulässigen“  Gleichung  der  Classe  (3,  2), 
deren  Gesamtzahl  [2X]  81  sein  wird,  sei  angefahrt: 


nennte  man 
so  käme  sie  auf 


ab  ■*=  a(a4); 
ab  c, 


c-at  oder  - = a 
e 


hinaus,  was  unmöglich,  weil  j einen  durch  c eindeutig  bestimmten 
und  nicht  mehr  beliebigen  Wert  haben  wird.  Desgleichen  ist 


unzulässig  weil  auf 


a 4 s=s  o (4  a) 


das  ist 

hinauslaufend. 


(a4):a=*4n  oder 


Etc. 


4:4  = a 


b 


ba. 


•)  Der  Zweck  des  Sterns  wird  weiter  unten  angegeben. 
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Classe  (2,  1)  enthält  hienach  [3X]1  = 1 [resp.  3],  Classe 
(2,2)  enthält  9 -f- 6 + 3 — 18  wirksame  Formeln,  wovon  15  unbe- 
sternte; daneben  6 Identitäten. 

Classe  (3/2)  zunächst  überhaupt  [2X]108-f-108-f-54-{- 27  — 297 
[resp.  594]  deukbare  Gleichungen,  und  nach  Abzug  der  [2X]81f— 162] 
unzulässigen  noch  [2X]  216  [=  432]  wirksame  Gleichungen,  wovon 
unbesternte:  189. 

Die  Classe  (3,  3)  enthält  vierzehn  Sorten.  Sorte: 

a,  ( 4 , c)  = a,  (6,  e)  mit  321  Gleichungen , bei  denen  18  Identi- 
täten nicht  eingerechnet  sind;  Sorte: 

(a,  4),  e = (o,  c),  4 mit  666  Gleichungen. 

Diese  zwei  Sorten  bilden  die  Ordnung  a,  b,  c — a,  b,  e mit  990 
Gleichungen  (ohne  18  Identitäten).  Sorte: 

a,  (a,  b)  — (4,  c),  e mit  666  Gleichungen , wovon  aber  21  analy- 
tische, also  nur  645  wirksame  Formeln  sind.  Sorte: 

(a,  a),  4 =■  (4, c),  e mit  648  Gleichungen;  Sorte: 

(a,  a),  4 — 4,  (e,  e)  mit  171  Gleichungen. 

Diese  drei  Sorten  bilden  die  Orduung  a,  a,  4 — 4,  e,  e mit  zu- 
sammen 1464  wirksamen  und  21  analytischen  Formeln.  Sorte: 

* a,  (a,  4)  — a,  (a,  4)  mit  615  wirksamen  Gleichungen,  dazu  15 
analytischen  und  36  Identitäten; 

* a,  (o,  4)  — (o,  a),  4 mit  648  Gleichungen ; 

* (a, a),  4 = (a, o),  4 mit  153  Gleichungen,  ungerechnet  18 
Identitäten. 

Diese  drei  Sorten  machen  zusammen  die  Ordnung  a,  a,  4 — a, 
o,  4 aus  mit  1416  wirksamen , 15  analytischen  und  54  identischen 
Gleichungen.  Sorte : 

* * a,  (a, 4)  — («, 4),  4 mit  666  Gleichungen,  wovon  213  als 
unzulässige  abgehen,  453  bleibeu; 

* * a,  (a,  4)  = a,  (4, 4)  mit  648  Gleichungen,  wovon  216  unzu- 
lässige abgeben,  432  bleiben; 

* * (o,  o ),  4 — a,  (4, 4)  mit  171  Gleichungen. 

Diese  drei  Sorten  machen  zusammen  die  Ordnung  a,  a,  4 — a, 
4,  4 aus  mit  1485  Gleichungen,  wovon  429  unzulässig  sind,  also  1056 
zulässig  erscheinen.  [Von  12  Hexaden  der  letztem  ist  noch  der 

AreS.  4.  Math.  u.  Physik.  2.  Stiht,  T.  V.  16 
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Beweis  ausständig,  ausständig,  dass  sie  wirklich  Lösungen  besitzen], 
Sorte : 

* (a,  4),  4 = a,  ( a,a ) mit  612  wirksamen  und  36  analytischen 
Gleichungen ; 

* <i,  (6,  b)  ■=  a,  (a,  a)  mit  324  Gleichungen. 

Diese  zwei  Sorten  bilden  die  Ordnung  a,  b,  b — a,  a,  a mit  936 
wirksamen  und  36  analytischen  Gleichungen.  Sorte: 

* a,  (a,  a ) = o,  (a,  n) , zugleich  Ordnung  a,  o,  a = a,  a,  a mit 
138  wirksamen,  dazu  16  analytischen  und  18  identischen  Gleichungen. 

Die  C lasse  (3,  3)  umfasst  somit  6606  Gleichungen,  wovon  429 
als  unzulässig,  90  als  Identitäten  und  87  als  analytische  Gleichungen 
abgehen,  sonach  6000  wirksame  Formeln  bleiben,  davon  unbesternt 
2454. 

Von  der  Classe  (4,  2)  mit  „symmetrischer“  Cäsur  kommen 
zwölf  Sorten  in  Betracht.  Sorte: 

(o,  c),  (4,  e)  = a,  b mit  [3X]  216  Gleichungen ; 

!(4,  c),  (4,  c)  — o,  a mit  162  Gleichungen, 

[(a,  a),  (4,  c)  = b,c  mit  324  Gleichungen]; 

(a,  o),  (4,  4)  = c,  e mit  [3X]  27  Gleichungen 

* * (o,  4),  (a,  4)  = a,  4 mit  [3X]  108  Gleichungen; 

, » ( («,  “)i  (4, 4)  = a,  4 mit  162  Gleichungen, 

( [(a,  a),  (a,  4)  = 4, 4 mit  324  Gleichungen] 

* ( (a,  4),  (a,  b)  = a,  a mit  324  Gleichungen, 

I [(o, a),  (o, 4)  = o,  4 mit  648  Gleichungen]; 

^ ( (n,  a),  (a,  a)  = 4,  4 mit  81  Gleicbnngen, 

\ [(a,  a),  (4,4)  ~ a,  a mit  162  Gleichungen]; 

* (a,  a),  (a,  a)  = a,  a mit  [3X]  27  Gleichungen. 

Zusammen  in  dieser  Classe  [3x]  1107  [=  3321]  Formeln,  wovon 
unbesternto  [3X]  405. 

Au  wirksamen  Formeln  haben  wir  demnach  in  der  engeren 
Zählung,  den  angeführten  fünf  Classen  entsprechend: 

1-j- 18  + 216  + 6000 +1107  = 7342  Gleichungen. 
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Für  eine  erste  Inangriffnahme  wird  dieses  Untersuchungsfeld 
immer  noch  eher  zu  ausgedehnt  erscheinen.  Wir  reduciren  dasselbe 
soch  weiter  unter  einem  Gesichtspunkt,  den  wir  bezeichen  können 
»ls  das  Bestreben,  das  Beste  vorwegzuehmen.  Eine  Formel, 
wie 


oder  gar 


a (ab)  — ( aa)b , 
a(aa)  = ( aa)a , 


wird  jedenfalls  einen  Algorithmns  von  geringerer  Tragweito  bedin- 
gen, als  z.  B.  die  Formel 

c(ab)  = (ac)  A, 


von  welcher  sie  einen  speciellen  Fall  vorstellt;  ebenso  wird  die  An- 
nahme 

a 

a :<»■=  - 
a 


gewiss  armer  an  Consequenzcu  sein,  als  die  Annahme 

i 


Verlangen  wir  also,  dass  in  den  Formeln  unsres  Uutersuchuugs- 
feldes  jeweils  die  grösste  Anzahl  von  einander  verschiedener 
also  unabhängig  beliebiger  Operationsgliedcr  auftrete,  welche  nach 
der  Gesamtmenge  dieser  Operationsgliedcr  überhaupt  zulässig  ist,  so 
werden  von  obigem  Gebiete  alle  die  besternten  Sorten  ausgesebie- 
den.  Lassen  hievon  auch  die  mit  zwei  Sternen  bozeichneteu  den 
unbesternten  sich  nicht  auf  die  angegebene  Art  subsumiren , so  bil- 
den jene  doch  in  der  Tat  zusammen  dio  weniger  interessante  (etwas 
grössere)  Hälfte,  und  müssen  deren  Consequenzcu,  mindestens  bei 
den  mit  einem  Stern  bezeichneten,  sich  zudem  halten  innerhalb  des 
Rahmens  der  formelreichercn  Algorithmen  aus  dem  uubcsterntcn 
Gebiete. 

Nur  mit  den  letzteren,  welche  natürlich  in  der  Umformung  von 
Ausdrücken  auch  die  beträchtlichere  Mannigfaltigkeit,  Freiheit  und 
Leichtigkeit  gewährou,  werden  wir  uns  nunmehr  befassen,  und  unser 
Formelgebiet  wird  hienacb  definitiv  aus  den 

1 + 15  + 189+  2454  +405  = 3064 

Gleichungen  der  unbesternten  Sorten  besteben;  es  möge  fortan  kurz 
»ls  „das  Gebiet“  bezeichnet  werden. 
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Id  erster  Linie  kommt  es  nnn  darauf  an,  zn  ermitteln,  in  wie  viele 
„Prämissensysteme“  oder  Gruppen  von  einander  äquivalenten  For- 
meln, also  sozusagen  selbständige  logische  Einheiten,  dieses  Gebiet 
zerfällt  Ebenso  viele  ,. primäre“  Algorithmen  werden  auf  diesem 
Gebiete  denkbar  sein,  wenn  wir  primitiv  oder  primär  einen  jeden 
Algorithmus  nennen,  bei  dem  es  möglich  ist,  eine  ausreichende  Prä- 
misse in  Gestalt  einer  einzigen  Formel  des  Gebietes  anzageben. 

Erst  nach  diesen  primitiven  werden  die  „Combintionsalgo - 
rithmen“  aufzusuchen  sein,  welche  in  secundäre,  tertiäre, 
quartäre  (etc.?)  zerfallen,  je  nachdem  mindestens  zwei,  drei  oder 
vier  Formeln  des  Gebietes  als  simultan  gültige  angenommen  werden 
müssen,  um  alle  übrigen  Gleichungen  des  Algorithmus  nach  sich  zu 
ziehen.  Es  versteht  sich,  dass  diese  Benennnngen  nur  relative  Gel- 
tung haben  in  Bezug  auf  ein  bestimmtes  zu  Grande  liegend  gedachtes 
Formelgebiet:  ein  auf  einem  solchen  als  ein  combinirter  zu  bezeich- 
nender Algorithmus  kann  für  ein  anderes  Formelgebiet  primär  sein 
und  umgekehrt. 

Um  erkennen  zu  lassen,  dass  die  gestellte  Aufgabe  keine  mass- 
lose  ist,  sei  hier  schon  angeführt,  dass  die  3064  Formeln  unsres  Ge- 
bietes nur  54  Arten  von  167  primitiven  Algorithmen  liefern,  und 
zwar  sind  es  12  eingliedrige,  1 zweigliedrige,  31  dreigliedrige  und 
10  sechsgliedrige  Arten,  wobei  in  der  Tat: 

12  X 1 + 1 X 2 + 31  X 3 + 10  X 6 “ 167. 

Einen  ähnlichon  Ucberblick  über  das  Gebiet  der  auf  Calculn 
zu  untersuchenden  „gemischten“,  also  auf  mehrere  Operationsstufen 
bezüglichen  Formeln  behalte  ich  mir  vor,  bei  einer  andern  Gelegen- 
heit zu  geben,  and  schreite  jetzt  dazu,  einige  Paradigmata  hervor- 
znhebeu. 


§ 5.  Algorithmus  O,  auf  dlscreten  Zahlengebieten. 

Der  Algorithmus  O,  — definirt  als  die  Gesamtheit  der  Formeln, 
welcho  für  die  eigentliche  Multiplication  nebst  Divisionen  gelten  — 
nimmt  unter  den  primären  Algorithmen  unsres  Formelgebietes  hin- 
sichtlich seiner  „Tragweite“,  nämlich  seines  Formelreicbtunis,  erst 
dio  fünfte  Stelle  ein.  Bei  Berücksichtigung  auch  der  Combinations- 
algorithmen  würde  er  noch  viel  später  rangiren.  Eine  nach  gewissen 
Vorarbeiten  sehr  leicht  zu  bewerkstelligende  Auszählung  würde  dar- 
tun, dass  in  ihm  494  von  den  3064  Formeln  ausschliesslich  Geltung 
haben.  80  von  jenen  Formeln  bilden  das  Prämissensystem  von  O,, 
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and  sei  als  Beispiel  einer  solchen  sowol  Commutativität  (C,),  als 
Associativität  (+)  in  sich  schliessenden  Prämisse  angeführt  die 
Gleichung : 

0,»)  (ab)c  = b(ca). 

Zweckmässiger  aber,  als  die  Berufung  auf  eine  solche  einzige 
Prämisse,  ist  meistens  der  Hinweis  darauf,  dass  O,  durch  die  Com- 
bination  jener  beiden  Eigenschaften  Cj  und  d,  gegeben  ist,  wie  dies 
aus  den  Elementen  der  Arithmetik  bekannt. 

Besagter  Algorithmus  ist  besonders  leicht  zu  begrenzen,  indem 
der  in  Arithmetik  Orientirte  angenblicklich  einer  jeden  Formel  an- 
sieht, ob  sie  zu  jenem  gehört,  nämlich  ob  sie  in  dem  gewöhnlichen 
Sinne  des  Wortes  „richtig“  ist,  oder  nicht  Beschränkt  man  sich, 
behufs  Ausschlusses  der  Division  durch  Null,  etwa  auf  das  Gebiet 
der  positiveu  Rational  zahlen  (ohne  die  0),  so  führen  die  Operationen 
der  (zweiten)  Stufe  niemals  aus  diesem  Zahlenkreise  heraus  und  sind 
in  ihm  vollkommen  eindeutig.  Dann  ist  es  leicht,  die  Falschheit 
einer  jeden  nicht  zu  gehörigen  Formel  an  beliebigen  Beispielen 
darzntun  — „Falschheit“  selbstverständlich  nur  für  die  als  „eigent- 
liche“ aufgefasston  Operationen. 

Eine  Function,  welche  im  Formelgebiete  ausschliesslich  die 
Fnnctionalgleichungen  des  Algorithmus  0,  erfüllt,  ist  die  durch  dio 
Tafel  9m)4  meines  vorigen  Aufsatzes  definirte.  Erniedrigen  wir  sämt- 
liche Elemente  um  eine  Einheit  und  ersetzen  das  Mal-  durch  ein 
Plus-Zeichen,  so  lautet  die  Tafel: 

/ 0 = 0+0  = 2 + 2 = 1+3  = 3 + 1 

\ 1 =l  + 0 = 0+l  = 2+3  = 3+2 

1,0  ) 2 = 2+0  = 0+2  = 1 + 1 - 3 + 3 

' 3 = 3 + 0 = 0 + 3 = 1 + 2 = 2+1. 

Aehnlich  umgeformt,  wird  die  Tafel  lauten : 

!0  = 0+0  = 1+2  = 2 + 1 
1- 2+2=0+l =1+0 
2 = 1 + 1 = 2+0  = 0 + 2. 

Hier  ebenfalls  gelten  die  Formeln  O,,  daneben  jedoch  auch  einige 
(in  der  Arithmetik  ungültige)  Gleichungen  der  Classe  (3,  2) , im 
ganzen  nämlich  ein  O,  unter  sich  begreifender  Combinations&lgo- 
rithmus  O01  von  508  Gleichungen  des  Gebietes. 
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Wir  haben  durch  die  ausgofübrte  Umformung  der  Tafolu  augen- 
scheinlich den  Vorteil  erreicht,  dass  jetzt  auch  die  Formel 

a-}-0  = O-f-a  = a 

in  Uebereinstimmung  mit  der  gewöhnlichen  Arithmetik  gilt  (auf  bei- 
den Zablengebieten  0,  1,  2 und  0,  1,  2,  3). 

För  jedes  endliche  Zahlcngebiet  von  discreten  Ele- 
menten lässt  sich  aaf  mindestens  eine  Weise  eine  Fnnction 
so  definiren,  dass  sie  den  Functionalgleichungen  des 
Algorithmus  O,  genügt  Es  gibt  m.  a.  W.  hier  jeweils  eine 
„Lösung“  von  Ov 

Um  diese  Lösung  für  ein  Zahlengebiet  von  n Elementen  zu  fin- 
den, nenne  man  0,  1,  2,  ...  (» — 1)  die  Elemente  des  Gebietes. 
Man  definire  als  symbolische  Summe  af+)4  den  Best, 
welchen  die  eigentliche  Summe  a-|-ö  bei  der  (eigentlichen)  Division 
durch  » lässt,  also  einfach  die  mit  a-|-4  bezüglich  des  Mo- 
duls n congruente  Zahl  des  Gebietes. 

Die  beiden  angeführten  Tafeln  sind  augenscheinlich  nach  diesem 
I’rincip  gebildet. 

Um  aber  allgemein  einzusehen,  dass  man  so  eine  Lösung  von 
O,  erhalten  muss,  braucht  man  blos  — da  die  Operation  offenbar 
commutativ  ist  — die  Associativität  derselben  zu  beweisen.  Nun  ist 
laut  Definition: 

n -j-  b falls  tt  -j-  6 ^ n, 
a -f-  b — » falls  a -)-  b ^ n. 


Und  demnach  ist  auch: 

a-\-b-\-c  falls  dies  n, 
a-j-ö-j-c — n falls  a-j-ö-{-c  ^ n aber  ^ 2 n 

a-j-4-j-c — 2n  falls  <*-}-4-f-c  ^ 2n 

und  genau  dasselbe  ist  auch  a(-f)|4(-|-)c| , somit  Associativität  in 
der  Tat  vorhanden. 

Wie  laut  Definition  die  directe,  so  ist  nun  auch  die  inverse 
Operation  (symbolische  Subtraction)  vollkommen  eindeutig,  m.  a.  W. 
ist  «(+)£  = <*(+)y,  so  folgt  ß = y.  Denn  sind  o + f5  nnd  « + y 
gleichrestig  in  Bezug  auf  den  Modul  n,  so  müssen  nach  bekanntem 


M+W+)c  = 
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Satze  auch  ß und  y es  sein,  woraus  — da  sie,  als  dem  obigen  Zahlen- 
gebiet angehörig,  ihre  eigenen  Reste  vorstellen  — deren  Gleichheit 
folgt 

Es  ist  hier  ferner  stets: 

a (-(-)  a (-(-) . . . (— f— ) a = 0,  oder  a»  — 0, 

T ? H 

wenn  allgemein  zur  Abkürzung  die  Bezeichnung  eingeführt  wird: 

0 (+)<*(+)••  • (+)“  “ “m, 

TT  m 

kraft  welcher  auch: 

«(+)“m-i  — a*-l(+)a  — o, 

sein  wird. 

Hiernach  lasst  sich  zu  jedem  a des  Zahlongebietes  der  Wert 
leicht  unmittelbar  angeben.  Für  a — > 0 ist  nämlich  a„_i  = 0;  da- 
gegen für  a nicht  — 0 ist  o*_i  diejenige  Zahl,  welche  a zur  (eigentlichen) 
Summe  n ergänzt,  d.  h.  n — a.  Dies  folgt  wegen  der  Eindeutigkeit 
der  inversen  Operation  mit  Leichtigkeit  daraus,  dass  für  den  an- 
gegebenen Wert  von  an-i  die  Probe  o(-j-)a»_i  = 0 jeweils  stimmt 

§ 6.  Der  Algorithmus  Q0. 

Dieser  (in  Math.  Annalen  Bd.  10  noch  C0„3  von  mir  genannte) 
Algorithmus  umfasst  978  Formeln  unsres  Gebietes  und  nimmt  mit 
dieser  Zahl  unter  den  primitiven  Algorithmen  desselben  die  zweite 
Stelle  ein.  Nicht  weniger  als  396  von  den  genannten  Gleichungen 
sind  für  sich  allein  ansreichende  Prämissen  desselben.  Als  Beispiel 
einer  solchen  Prämisse  sei  hier  nnr  angeführt  die  Gleichung: 

QjP)  a (ab)  — (Sc)  c, 

welche  (neben  noch  andern)  sich  als  ein  reines  Multiplicationsgesetz 
darstellt. 

Auch  hier  jedoch  dringt  man  schneller  in  das  Wesen  des  Algo- 
rithmus ein,  wenn  man  denselben  aus  einer  Combination  einfacherer 
algorithmischer  Eigenschaften  bervorgehen  lässt.  Dazu  empfehlen 
sich  vor  allem  zweie,  nämlich  einerseits  das  Commntationsgesetz : 

a 

Cj)  ob  = bat  o : b = - » 

andrerseits  der  schon  1.  c.  von  mir  eingeführte  Algorithmus  C0,  dessen 
Prämisse  eine  beliebige  der  fünf  Formeln 

b 

ab  = a ; b — - = ab,  a (Sa)  = S ■—  (aS)  a 
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bildet,  oiid  dessen  Wesen  auch  ebensogut  die  Kegel  ausdrtlekt,  dass 
so  oft  etwa  ßy  — a ist,  dann  auch  immer  ya  — ß nnd  aß  — y sein 
muss. 

Für  Qo  ist  also  charakteristisch,  dass 

b a 

ab  — ba  =*  a:b  ■=»  b:a  ■—  - =»  z 
a b 

ist,  d.  h.  die  drei  zu  einander  inversen  Grund-Operationen  sind  hier, 
vor-  nnd  rückwärts  ansgeführt,  miteinander  identisch.  Jeder  Factor 
der  einen  Seite  einer  Gleichung  kann  deshalb  wiederum  als  solcher, 
nämlich  als  erster  oder  nach  Belieben  auch  zweiter  Factor  auf  die 
andre  Seite  gebracht  werden. 

Anf  jedem  Zahlcngobiet  von  n Elementen  gibt  es 
mindestens  eino  Lösung  des  Algorithmus  Q„,  und  zwar 
eine  solche,  dio  der  in  $ 5 beschriebenoo  Lösung  von  O , in  ge- 
wissem Sinne  zngeordnet  ist.  Dehnirt  man  nämlich  das  symbolische 
Product 

o.4  — a»-i  (-)-)  4«_i , 

so  ist  dieso  Operation  notwendig  don  Gesetzen  Qo  unterworfen. 


Beweis.  Erstens  gilt  offenbar  daB  Commutationsgesctz.  Zwei- 
tens, wenn  a.ß  = y,  so  muss  auch  ß.y  — a sein,  mithin  C0  gölten. 
Denn  ist  «.0  = y,  so  ist  y — o»_i (-f ) ßK-i.  Wegen  0 — y(-f-)  y»-i 
folgt  hieraus: 

0 — w*— l (*f-)  ßn—i  (-)-)  y«— i. 

Mit  Rücksicht  auf  0—  o(-f)o„_i  nnd  dio  schon  erwähnte  Eindeu- 
tigkeit der  symbolischen  Snbtraction  gibt  dies  wieder: 

a — ßH-i  (+) y»-i  oder  a — ß.y, 

q.  e.  d. 

In  diesem  Sinne  erweisen  sich  nun  die  Tafeln,  welche  durch 
Erniedrigung  sämtlicher  Indices  um  1 aus  den  gleichchiffrirten  der 
vorigen  Abhandlung  hervorgehen : 


nnd 


2o*>)4 


0 - 0.0  - 2.2  -1.3  = 3.1 

1 = 1.2  = 2.1  = 0.3  = 3.0 

2 - 2.0=  0.2  = 1.1  — 3.3 

3 _ 3.2  — 2.3  = 0.1  = 1.0 


I 0 — 0.0  — 1.2  — 2.1 

l0,o)s  ) 1-1. 1-2.0 -0.2 

I 2 = 2.2  — 0.1  = 1 .0 


als  denen  9)*  nnd  3)s  des  vorigen  Paragraphen  bezüglich  zugeordnet. 
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Lässt  man  in  den  Betrachtungen  dieses  und  des  vorigen  Para- 
graphen die  natürliche  Zahl  n beständig  grösser  werden,  so  siebt  man 
leicht,  dass  die  symbolische  Addition  a(-f-)4  des  § 5 übergeht  in  die 
eigentliche  a-f-4.  Der  Ausdruck  o»_i,  wenn  a von  0 verschieden, 
geht  über  in  die  Ergänzung  des  Wertes  a zn  oo,  oder,  wenn  man 
will,  auch  zu  10“,  d.  h.  in  das  „arithmetische  Complement“  von  a, 
und  kann,  als  diesem  eindentig  entsprechend,  ersetzt  werden  durch 
dessen  entgegengesetzten  Betrag  — a ; das  dem  Gesetze  % genügende 
symbolische  Product  a.b  wird  dadurch  zu  — a — 4,  was  in  der  Tat 
auch  leicht  direct  als  eine  Particularlösung  der  Fnnctionalgleichungen 
Qo  in  dom  ganzen  (auch  dem  complexcn)  Zahlengebiete  zn  erkennen  ist. 

Dem  Algorithmus  Qo  genügen  indos  auch  noch  andere  von  den 
durch  nnsre  Tafeln  dargestellten  Functionen,  so  namentlich  die  2„w)3, 
und  zwar  gilt  für  diese,  sowie  für  20rt)4,  ausschliesslich  Qo,  wogegen 
für  die  oben  angeführte  Tafel  l0rt)3  neben  Qo  noch  andre  Formeln 
unsres  Gebietes  — im  Ganzen  1087  — erfüllt  sind,  die  einen  zu- 
sammengesetzten Algorithmus  lo  + ^o  ausmachen. 

Hier  gilt  nämlich  auch  noch  der  (Bd.  90,  Borchardt’s  Journal 
schon  von  mir  in  Betracht  gezogene)  Algorithmus  lg,  welcher  die 
einfachste  aller  denkbaren  Formeln  zur  Prämisse  hat,  nämlich  die 
Gleichung  o . a — a,  die  das  specifische  Gesetz  der  Operationen  des 
Logikcalculs  ausdrückt.  [Für  sich  umfasst  A0  doch  19  Gleichungen 
des  Gebietes]. 

Und  weiter  steht  die  durch  die  Tafel  l)3  definirte  symbolische 
Multiplication  zu  sich  selbst  noch  in  distributiver  Beziehung, 
d.  h.  es  ist  stets: 

( b.c).a  — (4.o).(c.o) 

— desgl.  mit  irgend  wie  umgestelltcn  Factoren.  Dies  hat  noch  eine 
Menge  formaler  Eigenschaften  im  Gefolge,  die  aber  sämtlich  nicht 
mehr  dem  Formelgebiete  angehören,  auf  welches  wir  uns  beschränken 
wollten. 

Dass  die  gleiche  Eigenschaft  (Distribntivität  in  Bezug  auf  sich 
selbst)  den  beiden  directen  Operationen  in  der  Algebra  der  Logik 
ebenfalls  zukommt,  ist  eine  naheliegende  Bemerkung,  welche  zuerst 
von  Herrn  Ch.  S Peirce  ausgesprochen  wurde.1) 

Ich  habe  schon  1.  c.  (Math.  Annalen  Bd.  10)  ein  geometrisches 
und  im  bilinearen  Functionsgebiet  auch  ein  analytisches  Substrat  für, 
den  Gesetzen  0,  resp.  Qo  genügende  operative  Verknüpfungen  nach- 
gewiesen. 


1)  American  Journal  of  Math.  Vol.  Hl,  pag.  33. 
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§ 7.  Der  umfassendste  Algorithmus:  U0. 

Die  Tafeln  lort)*  und  10<)*  stellen  Lösungen  vor  für  einen  noch 
viel  umfassenderen  Algorithmus  - wie  meine  Untersuchungen  dartun 
werden,  den  umfangreichsten  (in  formaler  Hinsicht)  den  cs  gibt  In 
ihm  sind  die  vorerwähnten  Algorithmen  O,  und  Q0  als  gleichzeitig 
geltende  vereinigt.  Ich  nenne  denselben  U0.  Er  umfasst  2874  For- 
meln unsres  Gebietes  — über  welche  wir  sogleich  einen  Ueberblick 
gewinnen  werden  — und  von  diesen  bilden  208  das  Prämisscnsystem 
des  Algorithmus.  Ich  will  die  Gleichung : 

UV)  (ba)(ac)  = bc 

als  Beispiel  einer  solchen  Prämisse  von  U„  hier  anführen.  [Es  ver- 
steht sich,  dass  schon  die  geringste  Abänderung  hiebei  von  Einfluss 
ist;  so  hat  z.  B.  die  Gleichung  ( ba)(ac ) — cb  nur  342  Gleichungen 
unsres  Gebietes  zur  Folge], 

Es  sei  mir  hier  verstattet,  beispielsweise  einmal  aus  obiger  Prä- 
misse die  drei  Grundeigenschaften  C\  und  C0  wirklich  abzulciten '), 
was  immerhin  nicht  ganz  naheliegend  erscheint  Um  dabei  noch 
möglichst  Klammern  zu  sparen,  verwenden  wir  gelegentlich  ausdrück- 
liche Malzeichen,  schreiben  z.  B.  die  Gleichung  (//)  noch  übersicht- 
licher: 

ba . ac  = bc. 

Dann  ist: 

(ab . bc) . cd  = ab . (bc . cd) 

da  diese  Glcichuug  durch  beiderseitige  Anwendung  von  U0r)  sich  in 

ac . cd  ™ ab . bd 

und  ebenso  weiter  in  die  Identität  ad  — ad  zusammenzieht.  Wenn 
nun  a,  ß,  y ganz  beliebig  gegebene  Wcrto  haben,  so  kann  man  hin- 
bringen, dass 

ab  ■=■  «,  bc  — ß und  cd  ■**  y 

wird.  Zu  dem  Ende  braucht  man  z.  B.  nur,  a beliebig  lassend: 

b = a:a,  c — • ß:b  = ß:(a:  a)  nnd  d =■  y :c  — y:  lß:(a:  <z) } 

anzunehmen,  was  wegen  der  unbedingten  Ausführbarkeit  der  Divisionen 
angeht.  Darnach  ist  dann  die  Formel  aß.y  = a.ßy  oder  Ax  all- 
gemein bewiesen. 

Durch  dreimalige  Anwendung  von  U0?)  ergibt  sich : 


I)  Ich  habe  dies  mitgeteilt  in  der  mathematischen  Section  der  Natur- 
forschermsammlnng  sn  Berlin,  1886. 
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ab. cd  = (ab.bc) (bc . cd)  *=  ac.bd 

und  dieses  Resultat  abcd  = acbd,  worin  wegen  At  nun  Klammern 
nach  Belieben  gesetzt  oder  weggelassen  werden  dürfen,  lässt  sich 
auch  ansehen  als: 

(a.bc)d  = (a.cb)d; 

es  darf  deshalb  wegen  vorausgesetzter  Eindeutigkeit  der  Divisionen 
erst  d,  hernach  a beiderseits  gestrichen  werden  und  bleibt:  bc  — cb, 
d.  h.  es  ist  C,  bewiesen,  nnd  damit  gilt  auch  Ax- f-C,  — Ov 

Nunmehr  können  wir  U0p)  schreiben:  (ab.a)c  = bc,  woraus 
nach  Kürzung  durch  c folgt:  ab.a  = b.  Hiermit  ist  eine  Prämisse 
von  C0  gewönnen,  und  muss  nun  auch  der  Algorithmus  Cj-|-C0=G0 
gelten,  q.  e.  d. 

Die  Gesamtheit  der  unter  U0  geltenden  Formeln  lässt  sich  leicht 
wie  folgt  charakterisiren.  Von  ail’  den  Gleichungen,  in  welchen 
(specielle  oder  allgemeine)  Zahlen  beiderseits  irgendwie  durch  dio 
drei  Grundoperationen  „mal“,  „zu“  und  „durch“  verknüpft  crscheinou 
wird  eine  beliebige  immer  dann  bei  U0  richtig  sein,  wenn  jedes 
iu  ihr  vorkommende  Zahlzeichen  eine  gerade  Anzahl 
mal  in  der  ganzen  Gleichung  auftritt. 

Man  beweist  dies  leicht  mit  Rücksicht  darauf,  dass  in  jedem 
Ausdruck  laut  Qg  alle  Operationsglieder  ohne  Unterschied  als  Factoren 
angesetzt  werden  dürfen,  nnd  zwar  wegen  der  Assoriativität  A,  ohne 
Klammern,  und  wegen  der  Commutativität  C,  in  beliebiger 
Reihenfolge.  Uebereinstimmende  Factoren  zu  beiden  Seiten  der 
Gleichung  dürfen  (nachdem  sie  etwa  beiderseits  in  Gedanken  voran- 
gestellt worden)  wegen  der  Eindeutigkeit  der  Division  — zunächst 
nur  hüben  und  drüben  gleich  oft  — gestrichen  werden.  Hiernach 
lässt  sich  hinbringen,  dass  ein  jedes  Operationsglied  nur  mehr  auf 
einer  Seite  der  Gleichung  vorkommt,  ausgenommen  den  Fall,  wo 
ein  Operationsglied  auf  der  einen  Seite  allein  noch  übrig  bleiben 
sollte,  und  deshalb  nicht  vollends  gestrichen  werden  könnte. 

Schliesslich  kommt  aber  noch  (eventuell  wiederholt)  in  Betracht, 
dass,  gleichwie  unter  0,  bekanntlich  a(b:b)  <—  a nebst  b:b  «=  c:c 
gilt,  so  hier  auch  a.bb  = a nobst  bb  ■=  cc  allgemein  gelten  muss. 
Jedes  Paar  von  übereinstimmenden  Factoren,  mit  welchem  eine  Zahl 
verknüpft  erscheint,  kann  daher  ohne  weiteres  unterdrückt  werden, 
und  muss  deshalb  die  betrachtete  Gleichung  entweder  in  eine  Identität, 
wie  a — o,  oder  in  eine  solcho  von  der  Form  bb  = cc  endlich  über- 
gehn. — 

Käme  aber  eine  allgemeine  Zahl  a eine  ungerade  Anzahl  mal 
in  einer  Gleichung  als  Operationsglied  vor,  so  würde  sie  durch  den 
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obigen  Beductionsprocess  entweder  nnr  ein  mal  in  derselben  übrig 
bleiben,  oder  aber  die  Formel  würde  sich  in  die  Gleichnng  a — aa ') 
zusammeuzichen,  welche  A0  bedingt.  Offenbar  ist  aber  der  Algorithmus 
10  unverträglich  mit  t/0,  denn  nach  diesem  ist  aa  — bb,  nach 
jenem  aber  aa  = o nnd  bb  «=■  b,  woraus  a •=■  b als  allgemeine  Formel 
folgen  würde. 

Weitere  formale  Eigenschaften,  als  die  in  l/„  bereits  zusammen- 
gefassten, können  daher  einer  U0  genügenden  Function  nicht  mehr 
zngemutet  werden ; dieser  Algorithmus  ist  mit  keinem  andern  mehr 
combinirbar  oder  verträglich;  er  ist  ein  „in  formaler  Hinsicht  ge- 
sättigter“. 

Da  ich  mich  in  einer  späteren  Abhaudluug  darauf  za  berufen 
habe,  muss  ich  insbesondere  hervorheben,  dass  bei  U0  die  990  Glei- 
chungen der  Ordnung  a,  b,  e — a,  b,  c sämtlich  durchaus  erfüllt 
werdou,  von  denen  bei  0,  nur  150  gelten.  Es  darf  wol  als  über- 
raschend bezeichnet  werden,  dass  sovielc  Eigenschaften  mit  einander 
verträglich  sind.  In  dem  weiteren  Gebiete  der  7342  Formeln  des  S 4 
gelten  bei  U0  vollo  5799,  also  beinahe  79  Procent  aller  denkbaren 
(zulässigen)  Formeln. 


§ 8.  Lösung  von  U0  ln  dlscreten  Zahlengebieten. 


Wir  reproduciren  jetzt  die  Tafeln  1)*  und  1)‘,  indem  wir  sämt- 
liche Indices  wieder  nm  1 vermindern.  Dabei  ist  zu  bemerken,  dass 
die  erstero  selbst  nnr  einen  Teil  der  letztem  (das  erste  Viertel  der- 
selben) vorstellt,  nnd  dass  die  letztere  ebenso  angesehen  werden  kann 
als  Teil  einer  Functionstafel,  welche  für  ein  Zahlengcbiet  von  acht 
Elementen  0,1,...  7 eine  Lösung  des  Algorithmus  U0  deiinirt.  Diese 
wollen  wir  zunächst  hinsetzen: 


0 

= 

00 

= 

11 

= 

22 

= 

33 

= 

44 

= 

55 

— 

66 

= 

77 

= 

01 

= 

10 

= 

23 

= 

32 

= 

45 

= 

54 

= 

67 

*= 

76 

2 

= 

02 

= 

20 

= 

13 

= 

31 

= 

46 

= 

64 

= 

57 

= 

75 

3 

= 

03 

= 

30 

— 

12 

= 

21 

= 

47 

= 

74 

= 

56 

= 

65 

4 

= 

04 

= 

40 

= 

15 

= 

51 

= 

26 

= 

62 

= 

37 

= 

73 

5 

= 

05 

= 

50 

= 

14 

= 

41 

= 

27 

= 

72 

= 

36 

= 

63 

6 

= 

06 

= 

60 

= 

17 

= 

71 

= 

24 

= 

42 

= 

35 

= 

53 

7 

= 

07 

— 

70 

= 

16 

= 

61 

= 

25 

= 

52 

— . 

34 

= 

43 

1)  Wenn  hier  rechts  oder  links  noch  weitere  Factoren  ständen,  würde  der 
vorige  Fall  eintreten. 
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wobei  zwischen  je  zwei  Ziffern  ein  Verknüpfungszeichen  ° gesetzt  zu 
denken  ist. 

Im  Anschluss  hieran  lässt  sich  zeigen,  dass  anf  jedem  Zahlen- 
gebiet von  2”  Elementen  eine  Lösung  des  Algorithmus 
L'0  existirt,  und  zwar  kann  mau  jeweils  aus  der  für  2"  Elemente 
bereits  bekannten  die  Functioustafel  für  2"+'  Elemente  recurrirend 
sbleiten,  indem  man  jene  Tafel  mit  2"  Elementen  zunächst  hinsetzt, 
darauf  alle  Pactoren  der  in  jeder  Zeile  vorhandenen  symbolischen 
Productc  durchweg  um  2"  vermehrt  und  zu  neuen  „Producten“  ver- 
einigt dahinter  schreibt,  endlich  aus  der  so  gewonnenen  ersten  (oberen) 
Hälfte  der  Tafel  die  untere  nach  dem  Princip  ableitet,  dass  jeder 
„Factor“  auch  vor  oder  hinter  die  linke  Seite  geworfen  werden  könne, 
nämlich  dass  aus  a=-  ßoy  auch  ß = aoy  = yoa  und  y — aaß  — ßoa 
folge. 

Um  za  beweisen,  dass  für  die  so  erhaltene  Tafel  mit  2"+I 
Elementen  der  Algorithmus  U0  gelten  mnss,  wenn  dies  für  die  zum 
Ansgangspunkt  genommene  Tafel  mit  2*  Elementen  der  Fall  war, 
bemerke  man,  dass  C,  augenscheinlich  und  C0  nach  der  Erzeugungs- 
weise der  Tafel  durchweg  erfüllt  ist  Es  kommt  also  nur  noch 
darauf  an , zu  zeigen , dass  auch  das  Associationsgesetz  A, , nämlich 

Jo(aoc)  ■=  (boa)oc 

erfüllt  sein  mnss. 

Zu  dem  Ende  bezeichne  man  die  Elemente  0,  1, 2*  — 1 der 

ersten  Hälfte  £),  aus  unserm  Zahlengebiete  von  2"+l  Elementen 
consequent  mit  griechischen,  die  2",  2"-j-l,  . . . 2*+1  — 1 der  zweiten 
Hälfte  £>t  durchweg  mit  lateinischen  Buchstaben,  und  zwar  ent- 
sprechend so,  dass  a aus  a,  a aus  a',  b aus  ß,  etc.  durch  die 
Erhöhung  um  2”  hervorgegangen.  Daun  ist  nach  der  Entstehung  der 
Tafel  ein  „Product“  zweier  lateinischen  stets  gleich  dem  der  gleich- 
namigen griechischen  Buchstaben,  also 

aab^aoß,  i'oc  = 0'oy1 

etc.  Desgleichen , wenn  o = ß,  so  ist  auch  a — b,  und  umgekehrt 
Und  ferner  bildet  es  einen  Teil  unsrer  Voraussetzung,  dass  für  die 
griechischen  Buchstaben  das  Associationsgesetz  schon  erfüllt  sein  wird. 

Dann  ist  zu  zeigen,  dass  diese  Formel  auch  richtig  bleibt,  wenn 
man  einen,  zwei  oder  alle  drei  griechischen  Buchstaben  durch  latei- 
nische ersetzt,  und  dies  kommt,  in  Anbetracht,  dass  in  ihr  der  mittlere 
Buchstabe  bevorzugt  erscheint,  die  beiden  andern  aber  nach  der 
Commutativität  ihre  Bollen  aastauschen  können,  hinaus  auf  den 
Nachweis  der  fünf  Gleichungen: 
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ßo(aoy)  =>  (ßaa)oy,  bo(aoc)  -=  (4oa)oc, 

to(floc)  = (4oa)©c. 

4©(aoy)  =»  (4oo)oy,  /Jo(aoc)  = (ßoa)oc, 

Die  letzte  von  diesen  Gleichungen  ist  wegen  a©c  = a°y  und 
ioa  -=  ßo  a bewiesen,  wenn  gezeigt  ist,  dass  i°(no y)  = (ß°a )©e  sein 
muss.  Nun  muss  a©y  = y‘  und  ß°a=*ß'  wieder  eine  Zahl  der 
Gruppe  £>, , dagegen  l°y'  — a'  und  ß'=c  = a"  eiue  Zahl  der  Gruppe 
sein.  [Ganz  ebenso  wird  auch  bei  den  folgenden  Beweisen,  so- 
bald wir  einen  Namen  für  ein  specielles  „Product“  cinführen,  will- 
kürlich nur  der  Buchstabe  und  Accent  rechterhand  sein,  das  Alphabet 
aber,  dem  er  angehören  muss,  sich  durch  dio  Data  bestimmt  erweisen.] 
Zu  zeigen  ist  nun,  dass  a ■=■  a".  Da  C0  gilt,  babcu  wir  aber 


also  auch 
und  hieraus 
Da  nun 

ßo  (ttoy) 


y'  — a'  = 4, 

y'=  «’cß, 
ß°r‘, 
— (/3°  «)<=  y 


Ql  II 

P ™ a oc, 
jS'“  a"o  y, 

a"  ■=  ß'°y. 

oder  ßoy'*=  ß'°y, 


so  folgt  «'  o",  somit  auch  a!  = a",  q,  e.  d. 


Hienach  wird  man  auch  die  noch  ausstchenden  vier  Beweise, 
die  wir  in  abgekürzter  Darstellung  geben,  leicht  verstehen: 


Beweis,  dass 

ß(ay)  — (ßa)  y. 

Sei 

ay  — e',  ßa  =—  4',  /Jo'“  a',  b‘y  — o", 
so  ist: 

y — ac‘  — ay‘,  ß = ab'  =■  aß',  j 
y‘—  ay,  ß ■=  aß,  ß (ay)  — (ßa)y. 


Bo  weis , dass 

4 (otc)  r=  (4a)  c. 

Sei 

ac  = c',  4a  = 4', 

so  ist: 

4c'  = /Jy',  4'c  = ß‘y, 

aber: 

a = cc  = yy',  a = bb‘  — { 


ßy'  = ß'y-  ß — a'e'  = ct'y',  \ also  y'  = ay,  ß‘ = ßa,  und  da 
y=a"b'=a"ß',  a'—  ßy',  a"—ß’y,  j ß(ay)  — ( ßa)y , so  folgt  ßy'=  ß'y 
also  a — a"  und  a'  = a",  q.  e.  d.  und  4c>=  4'c,  q.  e.  d. 

Boweis,  dass  4(ay)  = (4a)y.  j Bewois,  dass 


Sei 

ay  = y',  4a  = 4',  4y'  = a‘,  b'y=a". 
so  ist 

y'=a’b—u‘ß,  y — d'b'aau"ß', 
also  a'  = ßy',  a"=  ß'y,  dazu 
a = 44'  = ßß',  ß'-ßa-, 
aber  ß (ay)  — (ßa)  y,  oder  ßy'—  ß'y, 
a'  — a",  a'  = a"  q.  e.  d. 


ß(ac)  — (ßa)c  oder  ß (ay)  = (ßa)c. 
Sei  ßaz=b‘,  so  ist  (ßa)e—b'c  = ß'y\ 
aber  ß=  ab'  = aß‘,  woraus 
ß'  = ßa,  ß'y  = (ßa)  y, 
welches  = ß (ay)  laut  Voraus- 
setzung ist,  q.  e.  d. 
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Da  non  für  n — 0 die  „Tafel“  0 — 0°0  eine  Function  definirt,  welche 
jeden  Algorithmus *)  somit  auch  den  U0  erfüllt,  so  muss  auch  die 
aus  ihr  auf  die  geschilderte  Art  abgeleitete  Tafel  1q,o)*>  desgl.  dann 
die  aus  dieser  abgeleitete  10«)4,  hernach  die  X)8,  u.  s.  w.  ein  Lösungs- 
gebiet  ebendieses  Algorithmus  sein.  — 

Nun  frägt  sich  aber,  ob  man  nicht,  wenn  n unendlich  gross  ge- 
nommen wird,  das  symbolische  Product  zweier  ganzen  Zahlen  auch 
independent  hersteilen  kann,  ohne  die  ganze  Tafel  bis  über  dessen 
Factoren  hinaus  recurrirend  fortgesetzt  zu  haben.  In  Beantwortung 
ergibt  sich  die  folgende  büchst  einfache  Regel. 

Um  für  irgond  zwei  natürliche  Zahlen  a,  b den  Wert 
der  Fnnction  aob  zu  finden,  welche  den  Functional- 
gleicbungen  des  Algorithmus  170  genügt,  stelle  man  jene 
beiden  als  dyadiscbe  Systemzahlen  dar,  wobei  bekanntlich 
nur  die  Ziffern  0 und  1 auftreten,  und  schreibe  sie  mit  den  gleich- 
stelligen  Ziffern  untereinander.  Man  bilde  hierauf  die  „Pro- 
ducts“ der  gleichstelligeu  Ziffern  nach  der  Vorschrift 
des  symbolischen  Einmaleinses  10,0)2,  indem  man  also  eine 
0 ansetzt  so  oft  zwei  gleiche,  und  eine  1 so  oft  zwei  ungleiche  Ziffern 
Zusammentreffen.  Die  so  erhaltene  dyadische  Systemzahl, 
gewünschtenfalles  in’s  dekadische  System  zurückvcrwandclt,  ist  das 
gesuchte  „Product“  aob. 

Exempel.  Sei  a = 36  ■*»  100100,  '6  ■=■  23  — (0)10111,  wobei 
der  Strich  über  einer  Zahl  andeuten  soll,  dass  sie  als  dyadischo 
Systemzahl  anfznfassen,  so  ist  a =6  •=  ilOüll  = 41. 

Um  die  behauptete  Regel  zu  beweisen,  kann  man  o>J>0 
annebmen ; denn  für  a — b ist  nach  der  Regel  sowol , wie  direct  er- 
sichtlich, dass  aob  =—  aoa  = 0 sein  muss;  and  ist  einer  der  „Factoren“ 
gleich  0,  so  ist  (hienach  kraft  C0)  auch  a.O  — 0 .<*  — a,  das  „Pro- 
duct“ also  gleich  dem  andern  „Factor“,  und  das  nämliche  ergibt  dann 
augenscheinlich  auch  die  Regel. 

Wir  denken  uns  a und  b dyadisch  dargestellt. 

Erster  Fall.  Beido  haben  in  dieser  Darstellung  gleich  viel 
— sagen  wir  n-j-1  — Ziffern.  Dann  beginnt  also  a sowol  als  b in 
der  n+  1 ten  Stelle  (von  rechts)  mit  einer  1 und  ist: 

2*+‘  > o > 2“,  2-+1  > b > 2». 


1)  Auf  einem  Zahlengebiet,  bestehend  aus  nur  einem  Elemente,  sind  alle 
Algorithmen  miteinander  verträglich  und  auch  die  bislang  als  „unzulässig1* 
charakterisirten  Formeln  erfüllt. 
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Nach  der  Entstehung  der  Tafel  muss  dann  das  symbolische  Product 
aob  = aoß  sein,  wo  sowol  n = a — 2"  als  ß = 4 — 2“  dyadiscb  min- 
destens eine  Ziffer  weniger  hat.  Dieses  aoß  findet  sich  demnach 
in  der  oberen  Hälfte  der  auf  2*b1  Elemente  bezüglichen  Tafel,  und 
mnss  selbst  < 2“  sein,  d.  h.  dyadisch  in  der  n-j-lten  Stelle  von 
rechts  eine  0 haben  (desgl.  in  jeder  noch  weiter  links  befindlichen 
Stelle)  in  Bestätigung  dessen,  was  die  Regel  hiefür  ergibt. 

Haben  nun  a und  ß abermals  gleichviel  Ziffern,  so  lässt  sich 
dasselbe  Verfahren  der  Reduction  noch  weiter  anwenden,  und  er- 
geben sich  Nullen  auch  in  den  folgenden  Stellen  des  dyadisch  dar- 
gestelltcn  „Productes“  in  fortgesetzter  Bestätigung  der 
Regel  bis  zu  derjenigen  Stelle  bin,  wo  gleichstellige  Ziffern  von  o 
und  ß also  auch  von  a und  b nicht  übereinstimmten.  Eine  solche 
Stelle  muss  sich  dem  von  links  nach  rechts  Fortschreitenden  einmal 
darbicten,  da  nach  der  Annahme  a und  l nicht  durchaus  überein- 
stimmen konnten.  Für  diese  Stelle  tritt  dann  die  Ueberlegnng  des 
folgenden  Falles  ein. 

Zweiter  Fall,  a hat  n-f-1,  4 aber  weniger  dyadische  Ziffern. 
So  beginnt  o wieder  an  der  n-(-l  ten  Stelle  von  rechts  mit  1,  4 aber 
hat  an  dieser  Stelle  noch  eine  0,  welche  allerdings  als  eine  den 
werthabenden  Ziffern  seiner  dyadischen  Darstellung  vorangehende 
nicht  geschrieben  zu  werden  pflegt.  Dann  gehört  das  „Product“ 
x = aob  der  zweiten  Hälfte  der  auf  2"+1  Elemente  bezüglichen  Tafel 
an,  d.  h.  es  ist  selber  > 2"  und  beginnt  seine  dyadische  Darstellung 
an  der  n-j-lten  Stelle  von  rechts  mit  einer  1,  in  Bestätigung 
dessen,  was  für  diese  Stelle  die  Regel  liefert.  Nach  C'„  folgt  aber, 
dass  dann  ist,  wo  nun  x und  a (wie  im  vorigen  Falle  a 

und  4)  zwischen  2"  und  2"+'  liegen,  weshalb  denn  dieses  „Product“ 
sich  reduciren  lässt  zu  4 — (* — 2")o(a — 2").  Daraus  aber  folgt 
wiederum  nach  C0: 

x — 2"  — (a  — 2").  4 

und  dies  lässt  erkennen,  dass  nunmehr  die  folgenden  Ziffern  der 
dyadischen  Systemzahl  aob  aus  den  folgenden  Ziffern  von  a und  4 
sich  in  derselben  Weise  weiter  ergeben  werden,  entweder  nach  dem 
Verfahren  des  ersten,  oder  nach  dem  des  zweiten  Falles,  immer 
aber  in  Bestätigung  der  angegebenen  Regel. 

Um  die  Definition  der  Function  über  alle  ganzen  Zahlen  auszu- 
debneu,  könnte  man  so  verfahren:  man  schreibe,  m positiv  ganz  ge- 
dacht, am  statt  m,  führe  den  Bezcichnungswechsel  ein: 

«2h  — ß+u  , 02(1+1  = ß-n  , 
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«o  » desgl.  eine  natürliche  Zahl  ist.  Endlich  für  ßm,  wo  jetzt  m 
beliebig  (positiv  oder  negativ)  ganz  ist,  schreibe  man  wieder  m;  so 
ist  die  Function  (wenn  dies  sowol  bei  den  Argument-  wie  bei  den 
Functionswerten  durchweg  ansgeführt  ist)  auch  für  negative  ganze 
Argumente  explicirt 

Doch  werden  sich  nachher  bessere  Methoden  für  eine  derartige 
Aasdehnung  darbieten. 


§ 9.  Lösung  von  U0  für  das  (contlnulrlicbe)  Gebiet  der  eomplexen 

Zahlen. 

Wir  haben  im  Vorigen  eine  Lösung  des  Algorithmus  U0  gefun- 
den innerhalb  des  Gebietes  der  natürlichen  Zahlen,  welches  — im 
Sinne  Georg  Cantor’s  — eine  Mannigfaltigkeit  erster  Classe 
bildet.  Es  ist  jedoch  leicht,  die  Lösung  auch  für  eine  Mannigfaltig- 
keit zweiter  Classe,  ein  continuirliches  Zahleugebiet  herzustellen. 

Um  dies  zunächst  für  das  Gebiet  der  reellen  positiven  Zahlen  zn 
tun,  denken  wir  uns  diese  sämtlich  in  Form  von  dyadiseben  System- 
brüchen dargestellt.  Für  die  Zahlen  der  Form 


m 

¥ 


brechen  die  Systembrücho  ab,  für  die  übrigen  Hationalzahlen  sind  sie 
unendliche  periodische,  für  die  Irrationalzahlen  unendliche  unperio- 
dische. 

Um  a=A  zu  finden,  schreibe  man  die  Systembrüche  für«  und  b 
mit  dem  Komma  untereinander  und  ziehe  die  gleicbstelligen  Ziffern 
nach  der  Vorschrift  des  Einmaleinses: 


U* 


0 — 0°0  — 1®1 

1 — Ool  =1=0 


(sie  symbolisch  multiplicircnd)  zusammen,  d.  h.  man  wende  die  Regel 
des  vorigen  Paragraphen  auch  auf  die  Stellen  hinter  dem  Komma 
an.  Auf  diese  Weise  wird  die  Function  a ob,  wenn  für  sie  auch 
kein  analytischer  Ansdruck  vorliegt  doch  für  das  positive  Zahlen- 
gebiet wol  definirt  sein. 

Dass  sie  die  Gesetze  U0  erfüllt,  ist  am  schnellsten  so  zu  sehen. 

Wegen  Ool  ~~  loO  gilt  Commutativität  C, ; Gleichheit  oder  Un- 
gleichheit zweier  Ziffern  ist  in  der  Tat  unabhängig  von  deren  Rei- 
henfolge. 

inh.  i.  Math.  «.  Phja.  2.  Seih«,  T.  V.  17 
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Dass  at>h  dem  Algorithmos  C0  genügt,  folgt  aus  dieser  Ueber- 
legung.  Iu  dem  Schema: 


a) 

0 

1 o i 

1 i 1 

b) 

0 

1 1 1 

0 1 

c) 

0 

. i : 

1 I 0 

gibt  das  „Product“  irgend 

zweier 

von 

den  in  einer  Colonne  stehen- 

den  Ziffern  immer  die  dritte.  Das  Schema  zeigt  aber  die  verschie- 
denen Möglichkeiten,  wie  eine  bestimmte  Stelle  der  dyadischen 
Systemzahl  bei  den  „Factoren“  a,  b und  dem  Product“  a=6  = e mit 
Ziffern  überhaupt  besetzt  sein  kann.  Befindet  sich  au  dieser  ge- 
dachten Stelle  bei  o die  Ziffer  o,  bei  b dio  ß,  sonach  bei  c = a°b 
die  Ziffer  y — aoß,  so  steht  an  ebendieser  Stelle  bei  4=c  die  Ziffer 
jjoy  = a und  bei  c©a  die  y©a  = ß.  Und  da  das  Gesagte  nun  für 
jede  Stelle  zutrifft,  so  wird  an  allen  Stellen,  d.  i.  durchaus  mit 
aob  = e auch  boc  = a und  e©o  = b gleichzeitig  sein. 

Endlich  die  Associativität  A,  oder  die  Geltung  des  Satzes 

a=(4  oe)  = (aoi)o  c 

ekrennt  man  zunächst  für  jede  Stelle  der  drei  Systemzahlen  einzeln 
daraus,  dass  in  dem  Schema: 


0 

0 0 1 

0 1 

1 | 

0 

0 1 0 

1 0 

1 

0 

1 Ü 0 

1 1 

0 1 

das  Facit  der  drei  untereinander  stehenden  „Factoren“  immer  das 
nämliche,  und  zwar  bezüglich: 

0 1 1 1 | 0 0 0 | 1 

ist,  einerlei,  ob  man  zuerst  die  beiden  obersten  oder  zuerst  die  bei- 
den untersten  symbolisch  multiplicirend  verknüpft,  d.  i.  ob  man  von 
oben  nach  unten  oder  aber  von  unten  nach  oben  „multiplicirt“.  Von 
den  Ziffern  an  jeder  Stelle  überträgt  sich  diese  Bemerkung  auf  die 
Zahlen,  die  aus  den  Ziffern  bestehen. 

Sonach  gilt  in  der  Tat: 

U0  = + 

Unsere  Function  aob  ist  jedoch  überall  unstetig1).  Um 
dies  einzusehen,  betrachte  man  sie  zunächst  etwa  für  ein  variables  a 
bei  constantem  b. 

1)  Genauer:  die  Unetetigkcitmtellen  der  Function  lind  „überall  dicht“. 
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In  jedes  noch  so  kleine  Intervall  a‘  bis  a"  des  a fallen  — wie 
sich  leicht  eingehender  nachweisen  Hesse  — unendlich  viele  Werte 

der  Form  wo  n eine  ganze  und  m eine  natürliche  Zahl  be- 
deutet. Alle  diese  Stellen,  und  nur  sie,  sind  Unstetig- 
keitsstellen nnsrer  Function,  und  zwar  solche,  wo  sie  einen 
asgebbaren  Sprung  von  endlicher  Grösse  macht,  für  den  sich  auch 
eine  obere  Grenze  allgemein  bestimmen  lässt. 

W&hrend  nämlich  alle  andern  positiven  Zahlen  nur  eine  Dar- 
stellung als  dyadische  Systembrüche  zula3sen , sind  für  die  unter  die 

genannte  Form  a = fallenden  Itationalzaklen  zwei  solche  Dar- 

stcllnngen  möglich:  eine,  die  wir  die  exacte  nennen  können,  die  an- 
dere in  Form  eines  Grenzwertes. 

Es  beruht  dies  darauf,  dass  wir  für  die  Einheit  neben  der 
exacten  Darstellung 

1 = 1,  OOOOOO  ... 

im  dyadischen  System  auch  noch  die  folgende  haben: 

1=0,  11111. ... 

Und  zwar  gilt  diese  doppelte  Darstellbarkeit  allerdings  für  die  Ein- 
heit irgend  einer  Stelle,  wobei  nur,  wenn  das  Systemkomma 
schon  anderwärts  seinen  Platz  gefnndeu  hat,  das  vorliegende  Komma 
nicht  weiter  zu  markiren  ist.  Ersetzt  man  aber  in  einem  unend- 
lichen dyadischen  Systembruch,  der  also  in  eine  unbegrenzte  Suc- 
cession  von  bald  Nullen,  bald  Einern  in  irgendwelchem  Wechsel 
ausläuft,  die  Einheit  irgend  einer  Stelle  durch  die  Zifferufolge  Oll  1..., 
so  ergibt  sich,  wie  leicht  zu  sehen,  durch  deren  additive  Vereinigung 
mit  den  nachfolgenden  Ziffern  unfehlbar  wieder  genau  die  ursprüng- 
liche Ziffernfolge. 

Anders  aber,  wenn  die  dyadische  Systemzahl  ab  bricht  Wird 
mit  a,  ß die  ihrer  letzten  1 vorangehende  Zifferngruppc  bezeichnet, 
so  haben  wir  für  eine  solche  Zahl  a einmal  die  exacte  Darstellung: 

A)  a = a,  (31  000.000  ... 

und  andrerseits  auch  die  Darstellung  in  Form  des  Grenzwerts: 

B)  a — n,  /JO  11  lll77.  — lim«r,  wo  ar  =^00111  ...~Tl 

r*=»  oo  T 

für  ein  > « gedachtes  die  Stelle  des  letzten  Einers  markirendes  r. 

17* 
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Beide  Darstellungen  fahren  nun  zu  verschiedenen  Werten 
der  Function  a.b,  wie  zunächst  ein  Beispiel  zeigen  möge.  Für 


wird 

dagegen 


1 — i — 0,  01U  101  ... 

i,  ooo  .7.’  = b — i,  010101.“"=  j, 
o,  in  ...  .*&:■=■  0,  101010  ...  e= 


beide  also  um 
differirend. 


|-0, 101 010  ... 


Der  aus  der  Darstellung  A)  des  Argumentes  a hervorgehende 
Wert  von  a=4  kann  als  der  Eudwert  oder  eigeutliche  Functionswert 
von  aoi  an  der  gedachten  Stelle  defiuirt  werden.  Dagegen  ist  als- 
dann der  aus  der  Darstellung  B)  nach  der  Begel  hervorgehendo  Wert 
von  o=4  geuauer  zu  bezeichnen  als  der  bei  eiuer  bestimmten  Weise 
der  Annäherung  an  die  Stelle  daselbst  erreichbare  Grenzwert: 

lim  . ( ar°b ), 

r=«o 

Dass  solch’  ein  Grenzwert  der  Function  von  der  Function  des  Grenz- 
werts: 

o=4  — (lim  .ar)=b 

r=x 

differirt,  macht  aber  bekanntlich  das  Wesen  der  Unstetigkeit  aus1). 


Zur  Unterscheidung  von  diesem  will  ich  den  vorgeuauntenWert 
kürzer  mit  lima.4  nachher  bezeichnen. 


1)  Um  die»  auf  Grand  der  Definition  der  Stetigkeit  einer  Function  /(*) 
an  einer  Stelle  e: 

lim  {/■(<:  -J-  e) — /(c)}  oder  lim{/(*) — /‘(c)l  — 0 

f =0  x=e 

n&chzuwcisen,  bemerke  man,  dass,  weil  f(c)  bezüglich  z constant  ist,  cs  seinen 
eigenen  Grenzwert 

lim./(c)  — f(c) 

X=C 


vorstellt,  daher  die  Gleichung  geschrieben  werden  kann  als: 
lim./(x)  ~/(e), 


oder,  da  jfl 


limx  = c 


sein  soll,  al»: 


lim  f(x)  =/r(limx). 
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Findet  an  eine  nicht  abbrechende  Systemzahl  a eine  Annähe- 
rung irgend  einer  Variabein  x statt,  sodass 


so  kann 


lim®  — a, 

lim(®®5)  von  (limx)oi  » aob 


nicht  abweichen.  Denn  von  der  dyadischen  Darstellung  des  verän- 
derlichen x müssen  mehr  und  mehr  Stellen  mit  den  entsprechenden 
von  a endgültig  übereiustimmen ; also  auch  bei  den  „Producten“ 
iei  und  aob.  Ein  verhältnissmässig  bedeutender  Sprung  in  der  Aen- 
derung  des  x=4  tritt  allerdings  immer  da  ein,  wo  eine  Sequenz  von 
Einern  in  der  dyadischen  Darstellung  des  x durch  Vermehrung  des 
letzten  dieser  Einer  nm  1 umschlägt  in  l&nter  Nullen  mit  voran- 
gehender 1 — so  nämlich,  falls  man  x wachsen  lässt;  desgl.  umge- 
kehrt, bei  Abnahme  des  x,  wenn  eine  Sequenz  von  Nullen  durch 
Subtraction  einer  1 an  der  Stelle  der  letzten  dieser  Nullen  umschlägt 
in  Einer  zufolge  „Entlehnung“  der  dieser  Sequenz  vorangegangenen 
1.  Und  zwar  ist,  wenn  x sich  ändert  um  eine  Zahl  von  der  Ord- 
nung der  letzten  Stelle  der  Sequenz,  der  Sprung  des  x=J  von  der 
Ordnung  ihrer  ersten  Stelle.  Allein  aus  dem  angeführten  Grundo 
muss  jede  solche  Sequenz  nach  rechts  unendlich  weit  hinausrücken. 
Die  angeführten  Unstetigkeitsstellen  von  iob  sind  daher  in  der  Tat 
die  einzigen-,  sie  sind  jedoch  „überall  dicht“  auf  der  Linie  der  x 
and  desgl.  bei  xoy  in  jedem  Teile  der  xy  Ebene. 

Vom  positiven  Zablengebiete  lässt  sieb  die  Explication  unsrer 
Function  aob  auch  auf  das  negative  und  somit  über  das  ganze  reelle 
Zahlengebiet  ausdehnen. 

Zu  dem  Ende  braucht  man  blos  jede  negative  Zahl  — a durch 
ihr  arithmetisches  Complement  im  dyadischen  System: 


2"  — a = 10® — a 


zu  ersetzen,  welches  mit  „Punkte  111“  beginnt,  und  — in  Analogie 
zur  bekannten  „dekadischen  Ergänzung“  — als  eine  nach  beiden 
Seiten  unbegrenzte  Ziffernfolge  sich  darstellt. 

Bei  der  Bildung  von  aob  ist  dann  durchweg  nach  der  alten 
Vorschrift  zu  verfahren. 

Offenbar  gestaltet  sich  die  „Zeichenregel“  für  unsre  symbolische 
Multiplication  übereinstimmend  mit  der  für  dio  oigentlicho  geltenden. 

Beispielsweise  ist: 
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- J — ...  111, 100Ö  ... , — i — . ..  111,  101010  ... 
also:  

(— 4M— i)  — •••  000^0010101  ...  -+J, 

(+  4)®(—  4)  — ...  in,  ooioioi  ~.  = — o,  lioioiu  “T=  — J. 

Für  0 hat  man  die  beiden  Darstellungen: 

+0  — 7.7000,0000.. 7 und  — 0 ~ 7.7  111,  1111  .V. 

welche,  wenn  man  bei  ersten  links  eino  1 in  unendlicher  Ferne  vor- 
angehend denkt,  als  Minuenden  aber  irgend  eino  Zahl  gesetzt  den 
nftmlichen  Rest  lassen,  jedoch,  falls  letztere  abbricht,  einou  verschie- 
den geformten  Rest,  der  nach  dem  Ende  zu  das  eino  mal  in  lauter 
Nullen,  das  andero  mal  in  lauter  Einser  ausläuft.  Benutzt  man  neben 
der  (bisherigen)  ersten  auch  die  zweite  Darstellung  der  0,  so  sieht 
man  leicht,  dass  beim  Fassiren  der  0 (seitens  des  x)  im  positiven 
Sinne  die  Function  x^b  von  —b  zu  springt. 

Folgendes  liegt  noch  auf  der  Hand. 

Das  symbolische  Product  zweier  ganzen  Zahlen  ist  wieder  eine 
ganze  Zahl.  Gerade  „mal“  gerade  sowie  ungerade  „mal“  ungerado 
gibt  gerade;  gerade  „mal“  ungerade  gibt  ungerade. 

Bei  ganzen  Zahlen  hängen  die  möglichen  Sprünge  ab,  sind  von 
der  Ordnung  der  höchsten  in  ihnen  enthaltenen  Potenz  der  2;  sie 
können  deshalb  über  jedes  Mass  wachsen,  wenn  ein  Factor  gross  ge- 
nug wird.  (Vergl.  noch  § 10). 

Das  „Product“  zweier  abbrechenden  dyadischen  Brüche  ist  wie- 
der ein  solcher.  Bricht  nur  ein  „Factor“  nicht  ab,  so  auch  das 
„Product“  nicht. 

Nachdem  bis  jetzt  die  Existenz  einer  Lösung  von  U0  im  Ge- 
biet der  reellen  Zahlen  bewiesen  ist,  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass 
es  sogar  unendlich  viele  Lösungen  von  U0  daselbst  geben  muss. 

Denn  bildet  man  die  Linie  der  reellen  Zahlen  nach  irgend  einem 
Princip  ein-eiudentig  in  sich  selbst  ab  — einerlei,  ob  in  stetiger 
oder  unstetiger  Weise  — und  ersetzt  in  der  tabellarischen  Darstel- 
lung der  schon  bekannten  Lösung  c = a=l  sowol  Functions-  als  Ar- 
gumentwerte c,  a,  b durch  deren  Bilder  c\  a\  b‘,  so  muss  auch  das 
Functionszeichen  o,  sagen  wir  in  ©,  abgeändert  werden,  denn  es 
ergibt  sich  in  Gestalt  von  c'  = a'Qb ' die  tabellarische  Darstellung 
einer  neuen,  von  der  im  allgemeinen  durchaus  verschiedenen 
Function,  welche  ebenfalls  die  Gesetze  V0  erfüllen  wird. 
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War  z.  B.  stets 
so  wird  non  auch 


ao(Joc)  — » (aoi)oe, 


a'Q(bO'c')  = (a'Qb')Qc1 

allgemein  sein  müssen,  weshalb  man  hierin  anch  [unter  Aufgeben 
des  Bezugs  auf  die  vorhergehende  Gleichung]  die  Accente  wieder 
weglassen  kann. 

Zn  obigem  Zwecke  hätte  es  sogar  schon  genügt,  auch  nur  einen 
Teil  der  Zahlenliuie  eineindeutig  in  die  ganze  abzubilden. 

Sei  allgemein  dio  Abbildung  vermittelt  durch  die  Functionen: 

o — tp(a') , o'  = v~r(a) 


so  ist 


c = a°b 


lant  Definition  umzuschreiben  in 


c'  = a'Qb' 

nnd  da  nun 

tp(c')  = tp(a’)  °tp(b‘) , 

so  muss 

c'  = 9>_I  j qp(a')  =>y(i')  li 
also  nach  Fortlassung  der  Accente: 

a©S  — <p-1}  9>(z»)<=>  9>(i) } 

sein.  Und  um  bienach  die  Uebertragung  beispielsweise  des  associa- 
tiven  Princips  von  der  einen  Verknüpfung  =>  auf  die  andere  © direct 
nachzuweisen,  brauchen  wir  in  der  Tat  blOB  aufzustellen: 

* 

aQ(bQc)  — ?-l[v(a)®<p<p-,(9>(*)°<P(<0|]  — ?_I[<K«)  ®!v(*)o?(<0|  ] 
in  Anbetracht,  dass  ftp-1  sich  hebt,  desgl.: 

(o©6)©o  — 9>-I[<P9)_l fW } °9>(«)]  = 9“I[|<p(o)°9,(*)i  «»(«)]■ 

Laut  Annahme  sind  nun  dio  Argumente  von  <p~l  in  den  beiden 
letzten  Ausdrücken  rechtcrhand  einander  [gleich  und  folglich  auch 
diese  selber. 

Das  symbolische  Product  zweier  complexon  Zahlen  definire 
ich  wie  folgt: 

{a-\-ib)a{c-\-ül)  = (ae>c)-j-»'(ic>d). 

Für  b = d ■=  0 reducirt  sich  dies  wegen  0=0  -=  0 auf  die  bisherige 
Function.  Beispielsweise  wird: 

ao(ib)  — (o-)-i.0)o(0-}-i6)  = (ao0)-f-i(0o4)  = a-\-ib 

von  (ai)cb  -=  4 + “ verschieden  sein. 
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Aenssorst  leicht  ist  dann  nachznweisen , dass  die  so  defhürte 
„Mnltiplication“  ebenfalls  die  Eigenschaften  C\ , C0  and  A,  somit 
Uo  besitzt. 

C,  ist  ersichtlich.  Ad  C0  ist  za  zeigen,  dass  wenn 
a “ b = b'-\-ibn,  c =■ 

complexe  Zahlen  sind,  aus  der  Annahme: 

oo  b = c auch  b oc  — a 
folgt  Dieso  Annahme: 

(a'o4')-f-  j(o”oJ")  = 

lohrt  aber,  dass: 

a'  ab'  am  c',  o"oft"-c", 

and  da  im  reellen  Zablengebiete  C„  längst  erwiesen  ist,  hieraus  also 
auch 

bo  c'  — a',  b"oc"  — o" 

folgt,  so  haben  wir  in  der  Tat: 

(b'a  c')-\-i(b" ae")  •—  also  boe  ■=•  a. 

Ad  A , hat  man 

ao(4oc)  “ (oeA)oc 

für  beliebige  a,  4,  c za  zeigen.  Die  linke  Seite  ist 

= a'o(4'oc')-(-ija"<s(4"oc")}) 

die  rechte  wird 

= (a'o4')oc'-[-i{(a"o6")(joc"], 

and  diese  beiden  müssen  gliedweise  äbereinstimmen,  weil  im  reellen 
Gebiete,  dem  die  a',  a",  4',  etc.  angehören,  die  Associativität  der 
Operation  bereits  erwiesen  ist. 

Es  gibt  also  auch  anendlich  viele  Lösungen  der  Fan c- 
tionalgl  eichnn  gen  des  Algorithmus  V0  im  Gebiete  der 
complexcn  Zahlen. 


$ 10.  IntegrabllitSt  der  getändenen  Function. 

Ich  will  mich  nnn  wieder  anf  das  Gebiet  der  positiven  Zahlen 
beschränken. 

Sei  der  Bruch 


ein  redneirter,  sonach 


“ ” 2» 
m — 2fj  -f-l 
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ungerade , so  haben  vir  nns  zunächst  aber  den  „Sprung“  S,  d.  b. 
den  Betrag  des  Unterschieds  der  beiden  Werte  a.4  und  lira(o.  b) 
— vergl.  pag.  260.  — genauere  Rechenschaft  zu  geben. 


Ist  » > 0 , so  nimmt  die  letzte  1 des  abbrechenden  dyadischen 
Systembruches  a in  A)  des  § 9.  die  nte  Stelle  hinter  dem  Komma 
ein.  Es  fallen  jedoch  auch  alle  ganzen  Zahlen  unter  die  Form 
2».  +1 
2» 


der  Annahme  n ^ 0 entsprechend.  Dann  wird  die  Ziffern- 


gruppe  ß in  A)  fehlen,  und  jene  letzte  1 dien  + lte  Stelle  vor  dem 
Komma  einnehmen.  Für  diesen  Fall  «erden  die  Betrachtungen  so 
leicht  zu  modificiren  sein,  dass  ich  nur  mehr  den  ersten  Fall  (n>0) 
weiter  durchspreche. 


Abermals  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  b an 
der  nten  Stelle  (hinter  dem  Komma)  eine  0 oder  eine  1 hat  Je- 
naebdem  möge  es  b'  oder  b"  heissen,  d.  h.  es  bedeute: 


b'  ■=  y,  S 0 etc.,  b"  = y,  d 1 etc. 

Die  durch  operative  Vereinigung  der  ZifTerngruppen  a,  ß und  y,  <5 
entstehende  Zifferngruppc  c,  £ ist  dann  nach  der  Regel  unzweideutig 
bestimmt,  nnd  bleibt  die  nämliche  in  a=4  sowol  als  in  lim  a=4  und 
für  4 = 4'  wie  für  b •=  b". 


Um  eine  Schätzung  des  Sprunges  S zu  gewinnen,  genügt  cs 
nun,  die  vier  extremen  Fälle  in’s  Augo  zu  fassen,  wo  die  folgenden 
Stellen  von  b'  resp.  b"  mit  lauter  Nullen  oder  mit  lauter  Einern  be- 
setzt sind: 


4'  = y,  d 00000  .. 

a=4'-=  t,f  10000~77 
lim  aob'  = f.  fOll  11  . . 

S — o,o»-luuuoo..—  0 


4'=  y,  ÄOllll  .. 
ao4'  — «,  {111 11 7. 
lim  aob'  — «.tÜOOOÖT. 

S — 0,0— 1 111 11..  - 


y,S  10000.. 
aob"  = t,  t 000 00.. 
limao4"=  f,  f 111 11  . . 

S = tM^lUl  - -L, 

4"  — y,  411111  .. 
a=4"  = t,  fOll  11  .. 
lim  a<=4"  =•  s,  1 10000  . . 

S = 0,0— *0000..  — 0 
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Die  zwischen  diesen  extremen  Fällen  liegenden  Ziffernbesetzungen 
hinter  der  »ten  Stelle  von  b'  resp.  b"  können  auch  nur  zwiseben- 
liegendo  Resultate  für  S geben. 

Wir  können  also  sagen,  dass  wenn  a bei  der  nten  Stelle 
abbricht,  der  Sprung  von  aab  sicher  sein  muss; 

dass  er  — jo  nach  dem  Werte  von  b — eine  untere  Grenze  nicht 
besitzt,  während  Sprünge  > allerdings  Vorkommen. 


Es  ist  nun  eine  theoretisch  interessante  Frage,  ob  die  Function 
aco b nach  <lx  integrabol  ist. 

Ich  will  dies  beispielsweise  für  das  Intervall  von  0 bis  1 zur 
Entscheidung  bringen. 

Für  spocielle  Werto  von  b ist  es  in  der  Tat  der  Fall.  Z.  B.  da 
10O  — x ist,  so  haben  wir: 


1 1 


0 0 


Da  ebenso  für  ein  echt  gebrochenes  x: 

Xol  — 1 -j-x 

ist,  so  entsteht: 

1 1 

j (xol)rfse  — j'  (1  -f-x)r Ix  — ä = 1,1. 
0 6 


Im  Gegensatz  hiezu  ist  aber: 
1 


lim  . / (*oO,lli..ll)dx  ■=  / (1—  x)dx  — $ =0,1, 

f — OD  t/  p 1/ 

0 0 

also  von  / (*» lim. 0,111  ..  ll)<ir  um  1 differirend.  [Die  symbo- 

/ r—x> 

0 

lische  Multiplication  des  dyadischen  echten  Bruches  x mit  0,111  ... 
bewirkt  nämlich  die  Umwandlung  aller  Nullen  hinter  dem  Komma 
bei  * in  Einer  und  aller  Einer  in  Nullen,  d.  b.  sie  hat  zum  Ergebniss 
1-*]. 

1 

Existirt  nun  aber  auch  J' (x*b)dx  in  jedem  andern  Falle? 
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Bejahendenfalles  muss  die  Einteilung  so  fein,  müssen  die  Ele- 
mcntarintervalle  dx  des  Integrals  so  klein  genommen  werden  können, 
dass  die  Somme  derjenigen  Intervalle,  in  welchen  die  Schwankung 
der  Function  einen  positiven  Betrag  a überschreitet,  beliebig  klein 
wird,  wie  klein  auch  a von  vornherein  angenommen  worden.  Nach 
Herrn  Thomae’s  bekannten  Untersuchungen  ist  dies  die  notwendige 
und  hinreichende  Bedingung  für  dio  Existenz  des  Integrals. 

Denkt  man  sich  a = — ^1 . und  teilt  das  Intervall  von  0 bis  1 

in  lauter  Elemcntariutcrvalle  dx  so  kann  ein  Sprung  >o 

nur  Vorkommen  in  denjenigen  Elementarintervallen  dx,  welche  min- 

2u4-l 

destens  eine  Zahl  der  Form  enthalten,  wo 

v ■=  0, 1,  2,  .. . n — 1 
2n+l 

bedeutet  Denn  schon  hoi  kann  der  Sprung  nur  höchstens 

nach  dem  Vorhergehenden  betragen. 

* 

Ist  aber  dx  < ^ > sonach  nur  o ^ n,  so  können  keine  zwei 

2u+  2 

Zahlen  — ^ — und  in  diesem  Elementarintervall  zusammen 

liegen,  da  deren  Abstand  ^ schon  grösser  als  die  Breite  dieses  Inter- 
valls sein  würde. 

Wird  also  u>  = »-{-r  genommen,  so  kann  in  kein  Elementar- 
intervall dx  < mehr  als  eine  Zahl fallen.  Die  Summe  der- 
jenigen Intervalle,  worin  ein  Sprung  und  folglich  auch  eine  Schwankung 
(der  Function  x<=4)  > o eventuell  stattfindet,  ist  demnach  kleiner  als 

— ^ multiplicirt  mit  deren  Anzahl.  Es  sind  dies  diejenigen  dx, 
welche  die  Zahlen  enthalten: 


1 . 1 3.1  3 5 7.  .1  3 5 2«—  1 

2*  4’  4 ’ 8'  8’  8’  8"“  ’ 2*’  2»’  2’*’  2“  ’ 


m.  a.  W.  die  Zahlen: 

1 2 3 2"— 2 2'*— 1 

2» ' 2"’  2"  ’ ‘ ‘ ' 2"  ’ 2»  ’ 

deren  Anzahl  = 2“  ist.  Mithin  ist  die  Summe  der  Elemente  dx  mit 
einem  Sprung,  welcher  > a bleiben  kann,  wie  klein  dieselben  auch 
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gemacht  werden  mögen,  selbst  kleiner  als  2"  . ^ , und  indem 

man  r immer  grösser  werden  lässt,  kann  dies  in  der  Tat  unter  jeden 
Betrag  herabgedrückt  werden. 

Sobald  aber  ein  Intervall  d*  < keinen  der  Werte  ^ 

enthält,  kann  nnn  anch  die  Schwankung  der  Pnnction  xob  inner- 
halb desselben  den  Betrag  a nicht  erreichen  oder  übersteigen.  Denn 
alsdann  stimmen  alle  Zahlen  x im  Iunern  des  <lx  bis  zur  n 1 ten 
Stelle  hinter  dem  Komma  der  dyadischen  Darstellung  mit  einander 
überein,  und  folglich  auch  die  Functionswerte  x=>i.  Eine  Verschie- 
bung des  Functionswertes  au  einer  früheren  als  der  n-j-1  ten  (an 
der  n — vten)  Stelle  könnte  in  der  Tat  nur  dadurch  eintreten,  das 
bei  einem  gewissen  in  dx  gelegenen  * eine  Einerreihe  . . Ö11I . . 11  7 

M — V 

bis  vor  die  nte  Stelle  hcreinragt,  welche,  wenn  x das  Intervall  dx 
wachsend  durchläuft,  zufolge  Horübernobmens  der  Zweier  umseblägt 
in  die  Nullenroihe  mit  vorangehender  1: 

. . . 1000 . . 00  . . 

W— 1» 

Dann  aber  würde  ja  das  Intervall  eine  Zahl  x™  enthalten  haben  — 
im  Widerspruch  zu  der  Annahme. 

Die  Function  zoj  ist  daher  als  nach  x über  jedes  end- 
liche Gebiet  integrabcl  zu  erklären,  und  analog  würde  sich 
auch  die  Existenz  des  Doppelintegrals  f f (xoy)  <lxdy  übor  jedes 
Fläcbcngebiet  von  endlicher  Erstreckung  boweisen  lassen. 

Die  Ermittelung  eines  solchen  Integrals  bietet  freilich  schon  in 
den  einfachsten  Fällen  Schwierigkeiten.  Die  Möglichkeit  derselben 
will  ich  durch  ein  Beispiel  dartun: 


wo 


i = 0,010101  . . . 


Hier  wird  man  x in  zwei  Teile  zu  zerlegen  haben : x=»  x,  -f-xs,  wo 


ax 


ao 

’ifo  2SF' 


die  aus  den  ungeradstelligen  Ziffern  ax  0 oder  1 der  dyadischen 
Darstellung  von  x gebildete  Zahl  vorstellt,  und 
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die  ans  den  geradatelligen  Ziffern  b,  — 0 oder  1 des  x gebildete 
Zahl  (die  successiven  je  durch  eine  zwischeustehende  0 getrennt 
gedacht). 

Die  ersteren  erhalten  sich,  als  mit  den  Nullen  von  $ = 0,010101 . . 
zusammentreffend,  im  symbolischen  Product  xoj  unverändert»  Die 
Glieder  von  x,  dagegen  zerfallen  in  zwei  Gruppen  xs  — wo 


0 


die  mit  den  Ziffern  b*  — 0 besetzten  geraden  Stellen  des  x zusammen- 
gefasst, dagegen: 


die  mit  Einsern  bx~  = 1 besetzten  geraden  Stellen  des  x begreift. 

* 

Beim  Zusammentreffen  all’  dieser  Ziffern  bx  mit  den  Einsern 
von  0,010101  ...  werden  die  Nullen  bX‘  in  Einer,  die  Einer  bx~  in 
Nöllen  verwandelt;  somit  kommt  der  Teil  x,"  im  „Product“  xab  iu 
Wegfall,  wogegen  x,‘  ersetzt  wird  durch: 


V 1 r 1 V 1 f « 1 

fw  X*w-Zw  **  * **’ 

und  folglich  ist: 

xoJ  = x,-f-(J  — X,) 
von  0 bis  1 zn  integriren. 

Integrirt  man  aber  * = xj+x,  selber,  so  kommt,  wie  schon 
erwähnt: 


/ x,rf*  + / Xj  rix  — i- 


Nnn  ist  allerdings  für  ein  bestimmtes  x durchaus  nicht  dessen 
xt  gleich  ) x,.  Dagegen  muss: 


sein  ’),  weil  x8  genau  die  nämlichen  Folgen  von  Ziffern  im  ganzen 
durchläuft,  wie  welche  nur,  als  um  eine  dyadische  Stelle  weiter 


I)  Dieser  Schlau  möchte  wol  tu  «einer  Sicherstellung  noch  eingehendere 
Betrachtungen  erfordern. 
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rechts  befindliche,  eine  halb  so  grosse  Benennung  haben.  Darnach 
bestimmt  sich: 


i i 

^ dx  =■  J , j jr2  ihr  = J 
0 0 

1 l 

f f *\<l*  + / (|  — **)<&  — i+(i~ J)  — i+1  Ä 4i 


and: 


was  zu  finden  gewesen.  — 

Das  vorliegende  dürfte  vielleicht  das  erste  Beispiel  wirklich  voll- 
zogener Integration  einer  überall  springenden  Function  sein. 


§11.  Der  umfassendste  und  allerbequemste  t'aleul. 


Wir  bezeichnen  die  in  § 8 bis  10  betrachtete  Function  a.b  jetzt 
symbolisch  mit  o(-f-)6  und  stellen  dem  ihrer  Ausrechnung  zu  Grunde 
liegenden  Einsundeins  das  (symbolische)  Einmaleins  gegenüber: 

0 — 0(+)0  «=  1 (+)1  j 0 = 0.1  = 1.0 

1 — 0(+)l  = l(+)0  I 1 = 0.0=  1.1 

Ebenso  wie  ersteres,  so  benutzen  wir  anch  das  letztere  als  eine 
Vorschrift  zur  Vereinigung  der  gleichstelligen  dyadischen  Ziffern  aller 
reellen  Operationsglieder  a und  />.  Wir  erhalten  so  zwei  für  das 
ganze  Zahlengebict  wohldefinirte  — mit  «(-)-) b und  a.b  zu  bezeich- 
nende — Functionen.  Beide  sind , je  für  sich , den  Gesetzen  U0+ 
resp.  U0 ■ unterworfen  und  gelten  obendrein  für  sie,  wie  leicht  zu 
sehen,  noch  die  Formeln  : 


somit : 


a (— (-)  0 = <j,  a (— |— ) « = 0,  n=l  o,  a = a 
a (— {— ) a (— |— ) n = a = ooaoa. 


1, 


Um  die  Zufälligkeit  zu  vermeiden,  dass  daun  gerade: 
a(-j-)4  = — (a°b) 

allgemein  sein  würde,  benutzen  wir  noch  eine  cineindcutige  Abbildung 
des  reellen  Zahlengebietcs  in  sich  selbst,  und  zwar  bei  den  positiven 
Zahlen  nach  einem  andern  Princip,  als  bei  den  negativen.  Man  kann 
z.  B.  die  Function: 

, l « lg  (1  -j-  ßa)  für  a > 0 
” ( — ylg(l-f-dn)  für  a <^ü  ’ 
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zur  Abbildung  jeder  reellen  Zahl  o in  wieder  eine  solche  a'  verwen- 
den, indem  man  a,  ß,  y,  d positiv  und  ungleich  voraussetzt. 

Die  durch  diese  Abbildungen  sich  ergebenden  Functionen,  deren 
jede  ebenfalls  die  Gesetze  U0  erfüllen  muss,  mögen  für  den  Augen- 
blick schlechtweg  mit  a-{-b  und  ab  selbst  bezeichnet  werden.  Die 
beiden  stehen  allerdings  nicht  in  distributivem  Zusammenhänge,  dafür 
aber  in  einem  noch  einfacheren  von  noch  grösserer  Tragweite,  wel- 
chen die  Formeln  ausdrücken: 

zf0)  a(Ä-(-c)  — 4(c-(-a)  = c(a-j-i)  = c-\-ab  = i-j-ca  ■=  a-\-bc. 

Um  sich  hiervon  zu  überzeugen,  hat  man  nach  dem  Bisherigen 
nur  nötig,  etwa  bei  der  Gleichung 

a(4-j-c)  =*  oi  -|-e 

nachzusehen,  dass  dieselbe  auf  Grund  des  vorangestellten  Abacus 
sich  bewahrheitet,  auf  welche  Weise  man  auch  den  a,  b und  c die 
Werte  0 oder  1 beilegt.  Wenn  darnach  dio  Formel  erfüllt  ist  an 
jeder  Stelle  der  dyadischcn  Zahlen,  so  wird  sie  es  auch  für  diese 
Zahlen  selbst  sein,  zu  welchen  sich  die  Stellenziffcrn  zusammensetzen, 
und  so  weiter. 

Es  liegt  hier  also  ein  Calcul1)  vor: 

A-=  U0++UQ-  + J0, 

welcher  die  Gesetze  der  Verknüpfung  umfasst  für  die  6 Species  zweier 
Operationsstufen,  deren  drei  Grundoperationen  aber  jo  in  eine  zu- 
sammenfallen, und  dieser  Calcul  von  zwei  Species  ist  (nach  meinen 
Untersuchungen)  unter  allen  denkbaren  der  formelreichste,  dio  meisten 
und  leichtesten  Transformationen  gestattende.  So  weit  B uchs  taben- 
rechnung  in  Betracht  gezogen  wird,  ist  er  auch  der  bequemste. 
Dies  wird  plausibel  erscheinen,  wenn  ich  noch  einige  seiner  Eigen- 
schaften hervorhebe.  — Klammern  können  in  ihm  stets  weg- 
gelassen oder  auch  ganz  nach  Belieben  angebracht  werden.  Gemäss 
Ua  ist  dies  ohnehin  beim  Multipliciron  von  Producten  und  beim  Ad- 
direu  von  Summen  der  Fall;  dazu  kommt  aber  noch  kraft  <40 , dass 
es  auch  beim  Mulüpliciren  von  Summen  zutrifft;  wir  haben  hier  die 
höchst  bequeme  „Multiplicationsregel  für  Polynome“: 

(o  -j-  A)(c  -J-  <i)  — a-j -bc-\-d. 

1)  Ich  habe  denselben  erstmalig  auf  dem  Meeting  der  British  Association 
in  Southport  mltgeteilt.  Vergl.  die  kurse  Notis  in  den  Reports  für  1883 
pag.  411  sq. 
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Die  Reihenfolge  aller  Operationsglieder  ist  beliebig,  und  können  Sum- 
manden , wie  Factoren , auch  als  solche  Ober  das  Gleichheitszeichen 
hinübergeschafft  werden  (ohne  Zeichenäuderuug  bei  jenen  und  ohne 
dass  diese  in  Nenner  zu  verwandeln  wären).  Auch  die  Aufeinander, 
folge  der  Operationen  steht  in  uuserm  Belieben:  man  kann  irgend 
ein  vorkommendes  Additionszeichen  mit  einem  spcciellen  Multipli- 
cationszeicben  vertauschen ! 

Erledigen  wir  noch  das  Problem  der  Auflösung  irgend  einer 
Gleichung  nach  einer  Unbekannten  in  diesem  Calcul. 

Da  bei  unsrer  Abbildung  die  Null  sich  selbst  entsprach , musste 
die  Formel  a-(-0=  o sich  erhalten.  Man  kann  darnach  die  rechte 
Seite  einer  Gleichung  auch  hier  auf  0 bringen,  indem  man  diese  ihr 
erst  zufügt  und  dann  die  übrigen  Terme  nach  links  wirft.  Bei  der 
nach  x aufzulüsenden  Gleichung  bringen  wir,  nachdem  alle  Klammem 
fortgelassen  sind,  die  Terme,  die  r enthalten,  nach  links,  die  andern 
nach  rechts  (soferue  solches  Transpouiren  uicht  durch  das  Nachfol- 
gende schon  entbehrlich  gemacht  wird).  Wegen  abb  =>  a (vergl.  U„) 
lässt  sich  bewirken,  dass  kein  Term  mehr  als  einen  Factor  x ent- 
hält, desgl.  nach  dem  Satze  a-f-  4-{-4  =»  a,  dass  kein  Term  mehr  als 
einmal  vorkommt.  Die  Gleichung  hat  also  die  Form  oiner  solchen 
ersten  Grades: 

<tx~\~bx  cx  -j-  ...«!' 

wo  die  Coefficientcn  links  durchweg  verschieden  sind.  Nun  ist  nach 
zf0  etc.: 

ax-\-bx  — (ax  -f-  4)  x = (4  + ax)  x = 4 -f-  axx  = 4-j-u«=a-f-4, 

was  nach  rechts  zu  werfen  ist.  Es  wird  also  bei  irgend  zwei  Gliedern 
links  das  x herausfallen,  und  die  Gleichung  nur  auflösbar  seiu,  wenn 
sie  x eine  ungerade  Anzahl  mal  als  Operationsglied  enthielt.  Dann 
aber  kommen  wir  zuletzt  auf  mx  = n,  woraus  sich  x — mn  bestimmt. 


§ 12.  Allgemeine  Sätze. 

In  Analogie  zu  den  Betrachtungen  des  § 9 ist  leicht  zu  beweisen : 

Wenn  die  Functionalgleichungcn  eines  Algorithmus 
eine  Lösung  besitzen  innerhalb  eines  begrenzten  Zahlen- 
gebietes von  discreten  Elementen,  so  gibt  es  auch  un- 
endlich viele  Lösungen,  wol.che  sie  im  ganzen  Gebiet 
der  compleren  Zahlen  befriedigen. 

Um  solche  zu  gewinnen,  bezeichne  man  die  Zahlen  des  begrenz- 
ten und  discreten  Gebietes  als  „Ziffern“  mit  0, 1,  2,  ...  n — 1,  indem 
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man  eventuell  für  die  Zahlen  über  9 einfache  Zeichen  einführt,  wie 
a für  zehn,  ß für  eilf,  y für  zwölf,  nnd  so  weiter. 

Für  die  den  Formeln  A eines  Algorithmus  genügende  Function 
a°b  ist  dann,  laut  Voraussetzung  eine  tabellarische  Darstellung  be- 
kannt, welche  die  Form  eines  symbolischen  Einmaleinses  besitzt, 
woraus  also  ein  jedes  „Product“  (desgl.  jeder  „Quotient“)  zweier 
„Ziffern“  sich  entnehmen  lasst. 

Es  kommt  nun  lediglich  darauf  au,  jene  Lösung  auf  das  Ge- 
biet der  reellen  Zahlen  auszudehnen;  denn  ist  dies  nur  auf  eine 
Weise  vollbracht,  so  erhalten  wir  daraus  durch  jede  gegenseitig  ein- 
deutige Abbildung  der  reellen  Zahlenliuie  in  sich  selbst  (cf.  § 9)  eine 
neue  Lösung  für  ebendieses  Zahlengebiet,  und  aus  jeder  vou  diesen 
(nach  dortiger  Methode)  auch  eine  eigene  Lösung  für  das  complexe 
Gebiet. 

Zu  jenem  Zwecke  denke  man  sich  alle  reellen  Zahlen 
a,  b als  Systembrüche  dargestellt  in  einem  Zahlensystem 
von  der  Basis  n,  in  welchem  also  n — 1 — v der  Neun  des  deka- 
dischen Systems  entspricht. 

Das  weitere  gestaltet  sich  nun  verschieden  einfach,  je  nach  dem 
„Za h 1 enk ö rp er“,  welchen  in  Hinsicht  auf  unsre  symbolische  Mul- 
tiplication die  beiden  „Ziffern“  0 und  v bestimmen,  sozusagen  aus 
dem  Zahlengebiet  der  » „Ziffern“  herausschneiden. 

Verknüpft  man  nämlich  0 und  v mit  sich  selbst  und  miteinander 
in  jeglicher  Reihenfolge,  so  gelangt  man  eventuell  zu  neuen  „Ziffern“ 
sds  „Product“werten , uud  wenn  man  diese  ebenso  mit  sich  selbst 
unter  sich  und  mit  den  frühoren  verknüpft,  zu  wieder  neuen  Werten, 
und  so  fort  Es  kann  sein,  dass  man  auf  diese  Weise  jede  „Ziffer“ 
des  ursprünglichen  Gebietes  0 bis  n — 1 •=>  v zu  erreichen  vermag. 
Es  kann  aber  auch  sein,  dass  der  ProceBs  schon  vorher  abschliesst, 
man  nämlich  zu  einer  Gruppe  von  m < n „Ziffern“  aus  diesem  Ge- 
biete gelangt,  derart,  dass  durch  Verknüpfung  irgend  welcher  von 
ihnen  nie  ein  „Product“wert  erhalten  werden  kann,  welcher  dieser 
Gruppe  nicht  bereits  angehörte. 

Diese  Gruppe  wird  daun  der  durch  die  Anfangselemente  (hier  0 
und  v)  bestimmte  „Zahlenkörper“  zu  nennen  sein. 

Der  einfachste  Fall  ist  der,  wo  der  Körper  schon  mit  diesen 
zwei  „Ziffern“  abschliesst,  d.  h.  Beziehungen  bestehen  von  der  Gattung 
der  Tafel 

0 ■=*  0 = 0 = va  v,  V =»  Oo  V = V<=0, 
oder  aber  0 und  v vertauscht. 

Arck.  du  Mfttb.  o.  Pkj».  2.  Seiko,  T.  V.  lg 
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Dieser  Fall  ist  auch  der  günstigste,  in  welchem  es  keiner 
vorgängigen  Abbildung  der  Zahlenlinie  bedarf,  sondern  nach  Erlass 
der  Vorschrift,  dass,  wenn  o — — a negativ  sein  Bollte,  man 
dafür  die  „Ergänzung“,  das  „arithmetische  Complement1 

— a — XÖ*— a, 

welches  mit  .. . wv  beginnen  wird,  zu  schreiben  habe,  nun  ohne 
weiteres  definirt  werden  kann: 

aob  solle  diejenige  Systemzahl  bedeuten,  welche  er- 
halten wird  dadurch,  dass  man  die  gleichstelligen  Zif- 
fern“ der  Systemzahlen  a uud  1 — in  der  hierdurch  be- 
stimmten Ordnung; — symbolisch  multiplicirend  ver- 
knüpft nach  der  Vorschrift  des  gegebenen  Einmaleinscs. 

Alsdann  wird  nämlich  jedes  „Product“  entweder  mit  ...  000  oder 
mit  . . . vw  von  links  aus  dem  Unendlichen  her  beginnen,  und  daher 
dem  Gebiete  der  positiven  oder  negativen  Zahlen  von  selbst  angehören- 

Bestimmen  jedoch  0 uud  v einen  Zahleukörper  von  m Elementen; 
a,(—  0),  «|,  os,  ...  am( — v),  welche  — 2 < m ^ n gedacht  — 
beliebig  aus  dem  Gebiet  der  n Elemente  0,  1,  ...  « — 1 heraus- 
gehoben sein  können,  eventuell  auch  mit  letzterem  ganz  zusammenfallen , 
so  würde  man  auf  diesem  Wege  auch  uninterpretable  Zahlen  als 
„Product“werte  erhalten,  die  z.  B.  mit  unendlich  vielen  Einern,  resp. 
Zweiern  oder  Dreiern,  nämlich  mit 

...at<r,a,,  reBp.  ...o,o,a9l  etc.  bis  . . . 
beginnen. 

Deshalb  ist  es  nötig,  alsdann  der  obigen  Definition  von  aob  erst 
eine  Abbildung  der  Zahlenlinie  vorangehen  zu  lassen. 

Man  teile  diese  willkürlich  in  m Intervalle,  indem  man  sie  z. 
B.  schneidet  mit  den  nach  den  Ecken  gezogenen  Radien  (Durch- 
messern) eines  regelmässigen  2m  Ecks  in  der  Zablenebene.  Die 
reellen  Zahlen  entsprechen  dann  eindeutig  den  Doppelstrahlen  des 
zum  Mittelpunkt  des  2m  Ecks  gehörigen  Strahlbüschels. 

Jene  Radien  mögen  an  den  Stellen  zI<r,<...<z»  ein- 
scbneiden,  so  wird  ein  von  ar«  bis  z«+i  sich  bewegender  Doppelstrahl 
einen  Winkel  £ mit  seiner  Anfangslage  einschliessen,  welcher  hiebei 

von  0 bis  — wächst,  und  die  Function  y — tg  wird  die  Zahlen 

x von  xk  bis  x,+i  eineindeutig  abbilden  durch  die  positiven  Zahlen 
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von  0 bis  + ®.  Dies  gilt  auch  fllr  den  von  xm  bis  nach  -f-  ®,  dann 
Ton  — oo  bis  x,  gehenden  Doppelstrahl,  wobei  diese  beiden  Teile  der 
Zahlenlinie  zusammen  nur  als  eines  der  gedachten  nt  Intervalle  an- 
zusehen sind. 

Zählen  wir  die  Intervalle  mit  einem  beliebigen  beginnend  im 
Ringe  herum,  so  können  wir  nun  den  in  das  erste  Intervall  fallenden 
Werten  des  x eineindeutig  znordnen  alle  denkbaren  positiven,  selbst- 
verständlich also  mit  . . . 000  von  links  her  beginnenden  Zahlen  y, 
den  x im  zweiten  Intervalle  wiederum  ebendiese,  in  denen  wir  aber 
behufs  Unterscheidung  von  denen  des  vorigen  Intervalls  die  links 
von  unendlich  entfernter  Stelle  her  ihren  werthabendcu  Ziffern  vor- 
angehenden Nullen  sämtlich  ersetzt  denken  durch  „Ziffern“  «„  z.  B. 
durch  lauter  Einser,  beim  nächsten  Intervall  durch  lauter  n,’s,  eventuell 
Zweier,  und  so  fort,  beim  letzten  Intervall  durch  lauter  am. 

Auf  diese  Weise  wird  hingebracht,  dass  das  nach  der  alten 
Vorschrift  gebildete  „Product“  aob  nie  mehr  undeutig  wird,  sondern 
stets  einem  bestimmten  der  m Intervalle  der  reellen  Zahlenlinie  ans 
gehört,  indem  in  den  „vorgängigen  Ziffern“  der  Factoren  imme- 
nur  Werte  Zusammentreffen,  welche  selbst  und  deren  „Producte“  also 
ebenfalls  dem  Zahlenkörper  der  m Elemente  angehören. 

Die  eindeutige  Umkehrbarkeit  sowie  die  formalen  Eigenschaften 
übertragen  sich  nunmehr  in  der  früheren  Weise  von  den  „Ziffern“ 
an  jeder  Stelle  auf  die  Zahlen  selbst,  welche  sie  zusammensetzen  — 
eine  Bemerkung  auf  Grund  deren  also  die  verlangte  Ausdehnung  der 
Lösung  von  dem  begrenzt  discreten  auf  das  ganze  reelle  Zahlen- 
gebiet geleistet  sein  wird.  — 

Es  war  bei  dem  angegebenen  Verfahren  — den  vorausgeschickten 
günstigsten  Fall  ausgenommen  — offenbar  unwesentlich,  dass  v gerade 
die  „Ziffer“  n — 1 bedeutete;  man  durfte  vielmehr  darunter  auch 
irgend  eine  von  0 verschiedene  „Ziffer“  von  vornherein  verstehen. 

Beim  Passiren  der  Grenzpuckte  zwischen  zwei  successiven  Inter- 
vallen seitens  eines  der  „Factoren“  werden  sich  verschiedene  Grenz- 
werte des  a°b  von  der  einen  und  von  der  andern  Seite  ergeben,  und 
wird  man  einen  von  diesen  beiden  als  den  eigentlichen  Functionswert 
an  der  Grenzstelle  zu  erklären  haben.  Dies  stört  weiter  nicht,  da 
die  erhaltene  Function  aoi  ohnehin  im  reellen  sowol  als  complexcn 
Gebiete  überall  (dicht)  unstetig  sein  muss  — auf  Grund  des 
Umstandes,  dass  1,0000...  und  0,vvvv...  bei  der  Verknüpfung  ver- 
schiedene Resultate  liefert  — wenngleich  diese  Function  integrabel 
sein  wird. 

18» 
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Ferner  ist  die  gewählte  Art  der  Teilung  der  reellen  Zahlenlinie 
und  die  specielle  Weise  der  Zuordnung  der  Punkte  eines  jeden  ihrer 
Intervalle  zu  den  positiven  Zahlen,  für  die  wir  uns  behufs  Fixirung 
der  Vorstellungen  entschieden  hatten,  dabei  ganz  nebensächlich : man 
kann  ein  jedes  Intervall  auf  irgend  eine  Weise  durch  die  positiven 
Zahlen  eineindcutig  abbilden,  wofern  man  nur  die  Intervalle  selbst 
auf  die  geschilderte  Art  vermittelst  der  „vorgängigen  Ziffern“  unter- 
scheidet. 

FUr  die  so  explicirte  Function  würde,  falls  gemäss  § ö.  sie  O, 
genügt,  leicht  zu  zeigen  sein,  dass  irgend  zwei  Zahlen  immer  einen 
„Zahlenkörper“  bestimmen  müssen  von  höchstens  ns  Werten. 

Endlich  liegt  auf  der  Hand,  wie  das  Verfahren  zu  übertragen 
ist  auf  die  Ausdehnung  einer  Lösung  von  solchen  Functionalglei- 
chungen,  welche  einen  Calcul  constituiren , von  einem  begrenzt 
discreten  auf  das  contiuuirliche  Zahlcngebiet. 

Wenn  z.  B.  die  Formeln  des  Calculs  sich  beziehen  auf  zwei 
Functionen  a(-f-)A  und  «°4 , für  welche  bereits  eine  tabellarische 
Darstellung  innerhalb  des  begrenzten  discreten  Zahlengebietes  aus  n 
Elementen  0,  1.  ...  *»—  1 bekannt  ist  in  Gestalt  eines  Einsundeinses 
sowie  eines  Einmaleinses,  so  wird  die  damit  gegebene  specielle 
„Lösung  (der  Functionalgleichungen)  des  Calculs“  sich  sofort  in 
der  angegebenen  Weise  auf  das  ganze  complexe  Gebiet  übertragen 
lassen,  sobald  nur  dio  beiden  Tafeln  einen  Zahlenkörpcr 
von  mindestens  zwei  Elementen  gemein  haben,  d.  h.,  wofern  cs 
nur  unter  den  n Elementen  zweio  gibt,  welche  durch  „Addition“ 
weiter  verknüpft  mit  demselben  Zahlenkörpor  abschliessen , wie 
wenn  sic  durch  „Multiplication“  weiter  verknüpft  werden. 

Unter  den  Elementen  des  Gebiets  kann  man  ja  irgend  eine  Vor- 
täuschung— durchgängig  in  beiden  Tafeln  vornehmen,  ohne  dass 
dieselben  deshalb  aufhören,  eine  „Lösung  des  Calculs“  vorzustellen, 
und  so  kann  man,  falls  es  nicht  von  vornherein  der  Fall  gewesen 
sein  sollte,  immer  hiobringen,  dass  insbesondere  die  0 jenem  Körper 
angehört. 

Schlussbetrachtung. 

Aus  dem  Bisherigen  ist  folgendes  ersichtlich. 

Dio  hier  in  ihren  ersten  Anfängen  betrachtete  allgemeine  Theorie 
der  Verknüpfung,  welche  auch  die  Theorie  der  Functional- 
gleichungen unter  sich  begreift,  eröffnet  — unter  anderm,  und 
unerwarteter  Weise  — einen  Eingang  in  das  bisher  von  der  Mathe- 
matik vernachlässigte  Studium  der  überall  unstetigen  Func- 
tionen (beliebig  vieler  Variaboln). 
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Es  zeigt  sich,  dass  solche  Functionen,  nicht  minder  wie  die  im 
allgemeinen  stetigen , einen  grossen  Reichtom  formaler  Eigenschaften 
besitzen,  zahlreiche  Gesetze  einer  Bochstabenrechnnng  allgemein  er- 
füllen können  — ja,  es  scheint,  als  ob  in  einigen  Fällen  der  Vorzug 
der  Stetigkeit  nur  durch  Aufgeben  eines  Teils  der  formalen  Eigen- 
schaften erkauft  werden  könne.  Ich  möchte  diese,  wie  erkannt,  sich 
zuerst  nnd  am  leichtesten  darbietenden  unstetigen  Lösungen  der 
Functionalgleichungen  mit  der  Hülle  der  Nuss  vergleichen,  welche 
als  Kern  die  stetigen  Lösungen  birgt 

Sollte  die  Betrachtung  jener  unstetigen  Functionen  für  die  an- 
gewandte Mathematik  auch  ohne  directen  Nutzen  bleiben,  so  dürfte 
sie  doch  in  verschiedener  Hinsicht  beitragen,  die  Begriffe  der  Mathe- 
matik überhaupt  zu  läutern. 

Oie  Existenz  von  Lösungen  der  gedachten  Art,  welche  überall 
snstetig,  doch  integrabel  sind,  ist  für  das  gesamte  complexe 
Zahlengebiet  meist  schon  verbürgt,  wenn  man  nur  für  ein  be- 
grenztes Zahlengebiet  aus  discreten  Elementen  eine 
Lösung  des  Calculs  (in  Gestalt  eines  Systems  von  Functionstafeln) 
gefunden  hat. 

Jedoch  genügen  schon  die  Lösungen  der  letzteren  Art,  nm  die 
Möglichkeit  (Existenz)  des  Calculs,  die  Verträglichkeit  seiner  Func- 
tionalgleichungen  miteinander,  darzutun. 

Desgleichen  genügen  solche  begrenzt  discreten  Lösungen,  um  die 
Gliederung  der  Functionalgleichungen  oder  Formeln  des  Calculs  in 
coordinirte  oder  (eine  der  andern)  übergeordnete  Gruppen  von  äqui- 
valenten Formeln  bewerkstelligen  zu  helfen,  nämlich  solche  Gruppen 
hinsichtlich  ihrer  Consequenzen  innerhalb  eines  bestimmten  Formel- 
gebiets zu  limitiren:  Wird  von  einer  Lösung  eine  Formelgruppe 
A erfüllt,  eine  andere  B aber  nicht  erfüllt,  so  kann  B nicht  aus  A 
folgen. 

Ist  durch  solche  elementaren  Mittel  oin  Ueberblick  über  die 
möglichen  Algorithmen  oder  auch  Calculn  und  deren  „Structur“, 
(Gliederung  in  untergeordnete)  gewonnen,  so  kann  man  darauf  aus- 
geben, auch  stetige  Lösungen  derselben  aufzusuchen. 

Ich  habe  für  sämtliche  von  mir  untersuchton  Algorithmen  zu- 
nächst die  Lösungen  aufgesucht,  welche  im  Gebiet  der  bilinear 
gebrochenen  Functionen  existiren,  also,’  dass  die  symbolischen 
Factoren  oder  Argumente  a,  b mit  dem  „Product“ 

c = aob  — f(a,  b) 
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eine  tri  lineare  Relation  eingehen.  Und  schon  in  diesem  speci- 
ellen  Teil  des  Gebietes  der  stetigen  Functionen  licss  sich  nachwoi- 
sen,  dass  in  der  grossen  Mehrzahl  der  Falle  solche  Lösungen  vor- 
handen sind.  [Allerdings  ist  bei  diesen  die  eindeutige  Umkehrbar- 
keit, und,  wo  die  Ferm  jj  auftritt,  auch  die  Eindeutigkeit  mit  singu- 
lären Ausnahmen  behaftet]. 

Neben  diesem  Berührungspunkte  unsrer  Untersuchungen  mit  der 
Theorio  der  trilinearen  Functionen  sei  noch  auf  deren  Berührung 
mit  ein  paar  andern  Gebieten  aufmerksam  gemacht,  nämlich  einer- 
seits auf  den  Zusammenhang  mit  der  Theorie  der  Substitutionen  — 
welcher  ja  in  dem  vorhergehenden  Aufsatz  schon  genügend  zu  Tage 
tritt  — und  andrerseits  endlich  den  mit  Herrn  Walter  Dyck’s 
Untersuchungen  über  Ricmann’sche  Flächen: 

Man  kann  mit  den  „Ziffern“  1 bis  n die  Blätter  einer  n-blättrigen 
Riemann’schen  Fläche  numerirt  denken.  Schreibt  man  dann  jede 
Zeile  einer  Functionstafel,  wie  z.  B.: 

1 _ ld  _ 2=2  — 3=4  - 4=3  = 5=6  =-  6=7  = 7=8  - 8=5 
abkürzend  in: 

1 -»  1,  2,  34,  5678 

nach  der  aus  diesem  Paradigma  ersichtlichen  Weise  um,  und  lässt 
die  Functionswerte  linkerhand  ebensoviel  verschiedene  Punkte  der 
n-blättrigen  Fläche  vorstellen,  so  werden  die  „Ringe“  oder  „Cyklen, 
1,  resp.  2,  resp.  34  und  5678  rechterhand  ausdrücken,  auf  welche 
Weise  die  n Blätter  an  den  als  Verzwcigungspunkto  gedachten  Stellen 
in  einander  übergehen  — die  angeführte  Zeile  nämlich  aussagen, 
dass  an  der  Stelle  1 das  erste  Blatt  nur  in  sieb  selbst,  desgleichen 
auch  das  zweite  Blatt  in  kein  anderes  übergeht,  dagegen  Blatt  3 um 
den  Punkt  1 herum  in  4 und  4 in  3 cinmündet,  endlich  Blatt  5 in 
6,  dieses  in  7,  7 in  8 und  8 in  5 daselbst  übergeht,  und  so  weiter 
für  die  (hier  nicht  angegebenen)  folgenden  Zeilen  der  gedachten 
Tafel. 

Darnach  wird  denn  eine  jede  unsrer  Functionstafeln  einer  be- 
stimmten Verzweigungsmöglichkeit  entsprechen. 

Allerdings  schlicsscn  sich  hier  die  längs  der  Ufer  der  Verzwei- 
gnngsschnitte  auszuführenden  „Umgänge“  im  allgemeinen  nicht, 
wie  es  bei  den  algebraischen  Functionen  wenigstens  der  Fall 
sein  muss  und  auch  wol  bei  den  von  Herrn  W.  Dyck  untersuchten 
Verzweigungsmöglichkeiten  durchweg  der  Fall  ist. 

Karlsruhe  in  Baden,  im  Januar  1887. 
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XIII 

Ex  acte  Trennung  der  reellen  Wurzeln 
numerischer  algebraischen  und  transcendenten 
Gleichungen. 


Von 

Alfred  Siebei. 


Vorwort. 

Die  Trennnng  der  reellen  Wurzeln  numerischer  Gleichungen  mit 
einer  Unbekannten  ist  eines  der  interessantesten  nnd  zugleich  wich- 
tigsten Probleme  der  Theorie  und  Auflösung  der  Gleichungen. 

Ist  die  Trennung  einer  reellen  Wurzel  bewirkt,  d.  h.  hat  man 
dieselbe  zwischen  zwei  Grenzen  eingeschlossen,  innerhalb  welcher  nur 
diese  eine  Wurzel  liegt,  so  kann  man  sie  nach  den  bekannten  Nähe- 
rungsmethoden  bis  zu  einem  beliebig  vorgeschriebenen  Grade  der 
Genauigkeit  mit  Leichtigkeit  berechnen,  nnd  zwar  ist  fQr  die  alge- 
braischen Gleichungen  die  Horner 'sehe  Methode,  (Philosophical 
Transactions,  1819),  für  die  transcendenten  Gleichungen  die  Fou- 
rier’sche  Näherungsmethode  (Fourier,  Analyse  des  öquations 
determinöes,  Livre  H)  besonders  hervorzuheben.  Beide  Verfahren 
sind  im  Grunde  Verbesserungen  der  Approximationsmethode 
von  Euler. 

Sie  sind  in  den  bekannten  Lehrbüchern  ausführlich  behandelt. 

Weniger  vollkommen  ist  das  bedeutend  schwierigere  Problem 
der  Trennung  gelöst  worden  nnd  mit  diesem  wollen  wir  uns  in 
der  vorliegenden  Abhandlung  beschäftigen. 

Zunächst  betrachten  wir  in  den  §§  1—3.  die  wichtigsten  der 
bekannten  Methoden,  die  von  Fourier,  Budan,  Sturm  und 
Lagrange  in  ihren  Hauptzügen,  wobei  wir  uns  einige  der  wesent- 
lichsten Mängel  ins  Gedächtniss  zurückrufen. 
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In  §4.  gicbt  der  Verfasser  Verbesserungen  der  Lagrange- 
schen  Methode,  wodurch  diese  auch  auf  transcendente  Gleichungen 
anwendbar  gemacht  wird,  und  geht  sodann  zur  Behandlung  von 
Trennungsmethoden  über,  welche  im  wesentlichen  aus  den 
Artikeln  I— VII ')  seiner  Untersuchungen  über  algebraische 
Gleichungen,  Grunert  Archiv,  Teil  56,  57,  57,  58,  60—65 
hervorgehen  oder  sich  daraus  ableiten  lassen. 

Während  aber  dort  Kriterien  auf  elementar-geometrischem  Wege 
gefunden  werden,  leitet  der  Verfasser  diese  hier  kürzer  analytisch 
ab,  in  einer  Weise,  welche  daB  Problem  der  Trennung  von  einem 
allgemeineren  Gesichtspunkt  aus  erscheinen  lässt.  — Bei  der  Be- 
arbeitung der  Methoden  und  der  Ausdehnung  auf  transcendente  Glei- 
chungen war  der  Verfasser  besonders  bestrebt,  jono  praktisch  brauch- 
barer und  die  Darstellung  übersichtlich  zu  machen.  Wir  verweisen 
den  geneigten  Leser  insbesondere  auf  die  Anleitung  zur  Trennung  in 
§ 23.  und  die  Zahlenbeispiele  in  den  §§  24—  28. 

Diese  Methoden  möchten,  namentlich  in  Verbindung  mit  dem 
Fourier’schen  Theorem  (§  1.),  im  allgemeinen  den  bekannten  vorzu- 
ziehen sein. 

Düsseldorf,  31.  Dezbr.  1885. 

Der  V erfassor. 


Inhalt 


I.  Ueber  die  wichtigsten  bekannten  Methoden. 

§ 1.  Die  Methoden  von  Fourier  und  Budan. 

§ 2.  Die  Methode  von  Sturm. 

| 3.  Die  Methoden  von  Lagrange  und  Cauchy. 

§ 4.  Verbesserung  der  Lagrange’schen  Methode  und  Erwei- 
terung auf  transcendente  Gleichungen.  (Versuch,  die- 
selbe praktisch  brauchbar  zn  machen). 

II.  Gemeinsame  Grundlagen  für  dio  Methoden  desVer- 
fas  sers. 


§ 5.  Tronnnngsprincip. 

Intervalle  (*t),  (tx)  mit  höchstens  Einer  Wurzel, 
* gegebon,  t gesucht. 

Vorzüge  der  Methoden. 


1)  Artikel  VIII  cnth&lt  die  Trennung  (und  Berechnung)  der  complexen 
Wurzeln  algebraischer  Gleichungen. 
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§ 6.  Allgemeinste  Formel  zwischen  x und  t: 

H(x,  t)  — o. 

Fandamentalsätze  zur  Trennung  (§  6.  V). 

§ 7.  I.  Besondere  Form  von  H(xt): 

H(xt)  = (t-x)F'(O-F(t)  + <?(*), 

wo 

G(x)  - F(x)-kf(x), 

F"(x)  > 0,  G"(x)  > 0 in  einem  Intervalle  (ec'). 

II.  Geom  etris  che  Bedeutung. 

1)  Construction  der  Wurzeln  von’  f(x)  = 0 als  Ab- 
scissen  der  Durchschnitte  zweier  in  der  Bichtang 
der  positiven  y-Axe  convexen  Curven  *) : 

y = F(x),  y = G (x). 

2)  t = Abscisse  des  Berttbrnngspunktes  der  einen 
oder  andern  Tangente,  die  vom  Punkte  mit  den 
Coordinaten  x,  G(x)  au  die  Curve  y ■=»  F(x)  ge- 
zogen werden  kann. 


HI.  Andere  Ableitung  von  H(xt)  ad  I. 

m.  Fall  I:|F(*)  — x*-{-Ax-\-B, 

als  Basis  für  die  Trennungsmethoden  I,  I»,  1*, 

§ 8.  Gemeinsame  Formeln  für  diese  Methoden. 
§.  9 Hülfskriterien  zu  Methode  I*  und  Ib. 


IV. 


Fall  II:  Ff*)  — • (*  — e + o)r,  wo  c < *;  a > 0;  r ~ 3,  4 ... 
alB  Basis  für  die  Trennungsmethode  II. 

§.  10.  Grundformeln  für  Methode  II s). 


Einführung  der  Hülfsgrösse:  z 


t — c-f-a 
* — c-(-  a 


und  der  Fanction:  <p(z)  = (r—  l)*’’— r*r~1-{-l. 


§ 11.  Ueber  ?(z)  und  logtp(z). 

Erfüllung  der  Bedingung:  <p(z)  Qs) 


1)  Ueb«r  die  Eigenechaftcn  eines  Systems  zweier  convexen  Cnrven  siehe 
des  Verf.  Unters.  Ob.  algebr.  Gig.  in  Grunert  Archiv  Teil  LVII  8.  74  s.  f. 

*)  Unters,  a.  a.  0.  Teil  LVII  S.  351,  853.. 

8)  Näheres  Unters,  a.  a.  O.  Teil  LX  S.  147  s.  t 
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Fall  III:  F(z)  - «»<»-*),  wo  c<x,  a > 0, 
als  Basis  für  die  Trennungsmethode  III. 

§ 12.  Gnindformel  für  Methode  III J). 

Einführung  der  Hülfsgrösse:  * — a(t — x) 
nnd  der  Function:  ?>(*)  = 1 + (»  — l)e*. 

§ 13.  Ueber  g>(»)  nnd  log  (<?»). 

Erfüllung  der  Bedingung:  <p(e)  “S  Q- 


VI.  Besondere  Behandlung  der  Fülle  II  nnd  III. 

§ 14.  Berechnung  von  k mittelst  ^/,"(x)(obere,untereGrenzo 
von  f"(x)  in  Bezug  auf  (ce')). 

I 15.  k ausgedrückt  durch  ^ /*(*). 

$ 16.  k als  Function  des  Parameters  a : 
k-D.ai 

wo  * abhängig  von  a,  e ~ r—  p ad  Fall  II 
• “ P » » m. 

§ 17.  T=t  — x als  Function  von  * für  den  Fall: 
c = i,i  = constant. 

§ 18.  Grösster  Wert  von  T=t—x, 

wenn  x = c,  a variabel  *). 

§ 19.  Zwekmässigo  Wahl  von  a. 

§5  20.  21.  Hülfswerte  *",»). 

§ 22.  Intervalle  (x\t),  (tx)  ohne  Wurzeln, 
x gegeben,  t gesucht 
(Geometrische  Betrachtung  zu  § 4.). 

VII.  Anleitung  zur  Trennung. 

§ 23.  Zusammenfassung  der  Hauptresultatc]  in  die  Methoden 
I,  I»,  I*>  ; II;  III. 

§ 24.  Algebraische  Beispiele  zu  den  Methoden  I,  I*,  P. 

§ 25.  Transcendente  Beispiele  hierzu. 


I)  Unten,  a.  a.  0.  T.  LXV  S.  396. 

S)  Unten,  a.  a.  O.  T.  LXV  8.  401. 

3)  Unter»,  a.  a.  0.  T.  LX  8.  146,  T.  LXV  8.  406. 
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§ 26.  Algebraische  Boispiele  zu  Methode  II '). 

§ 27.  Algebraische  Beispiele  zu  Methode  III  *). 

§ 28.  Transcendente  Beispiele  zu  Methode  III. 

Tabelle  zu  Methode  III.  über  log(<pz)  (s.  § 13.) 


L 

lieber  die  wichtigsten  bekannten  Methoden. 

§ 1. 

Die  Methode  von  Fourier  und  Budan. 

Ist  /(*)  eine  algebraische  oder  transcendente  Function,  bildet 
man  die  Beihe  der  „abgeleiteten“  Functionen: 

/'■<*),  /— »(z)  ...  r(*)  •••  /'(*),  /(*), 

denkt  sich  z als  Abscisse  stetig  wachsend  von  einem  Anfangswert 
a bis  zn  einem  Endwert  b O a),  zwischen  welchen  Grenzen 

/"(*) 

sein  Vorzeichen  nicht  ändern  soll,  so  können  in  der  obigen  Reiho 
nur  an  solchen  Stellen  Zeichenwechsel  verloren  gehen  (gewonnen 
werden  keine),  für  welche  eine  der  Functionen  null  wird. 

Ein  Zeichen wechsel-Verlust  findet  wirklich  statt  beim  Durchgang 
von  x durch: 

1)  einen  t-facheu  Wurzelpunkt  von  f(x),  d.  h.  wenn 

/<-!(*)  = 0 .../'(*)  =0,  f(x)  = 0 

2)  einen  solchen  einer  mittleren  Function  /r(*),  d.  h.  wenn 

r+- 1 (*)  =0  .../’•+> (*)  = 0,  /'(*)  = 0 ; 

und  zwar  gehen  verloren: 

ad  1)  i Zeichenwechsel, 

ad  2)  falls  a)  » paar  : » Wechsel, 

„ b)  » unpaar  ist:  * ± 1 Wechsel, 


1)  Vergl.  Unters.  *.  a.  0.  T,  LXVIII  S.  1S9  s.  f. 

2)  Yergl.  Unters,  a.  a.  0.  T.  UXV  S.  406  s.  f. 
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je  nachdem  die  letztere  Functionsreihe  in  der  obigen  Reihe:  /‘"t1)... 
/'(•*),  f(z)  zwischen  Gliedern 

o)  mit  gleichen, 

ß)  mit  entgegengee.  Vorzeichen  für  jenes  * stehen,  d.  h. 
r+<(z)f'-\  (i)  > o. 

Ad  2)  geht  also  stets  eine  gerade  Anzahl  von  Zcichenwechseln 
verloren. 

Die  Stellen,  wo  in  der  Reihe  /‘"•(x),  ...  f *)  zwei  oder 

mehr  Wechsel  verloren  gehen,  wollen  wir  „kritische“  nennen. 

Fällt  eine  solche  mit  einer  andern  oder  mit  einer  Wurzel  von 
f(x  — 0 zusammen , so  hat  man  die  entsprechenden , sich  nach  dem 
Vorstehenden  ergebenden  Zahlen  zu  addiren,  um  den  Gesamtzeichen- 
wechselverlust zu  erhalten,  der  an  der  Stelle  x stattfindet. 

Es  folgt  hieraus  das  Fourier’sche  Theorem  J): 

Bezeichnet  IV (x)  dio  Anzahl  der  Wechsel  der  Reihe  /'"(x), 
fm-l(x)  ...  /(*),  so  ist 

W(b)  = W(o). 

Ferner:  Der  Unterschied  W(a)  — 1V(A)  ist  entweder  gleich  der 
Anzahl  Z der  Wurzeln  von  f(x)  — 0 zwischen  a und  b oder  gleich 
dieser  vermehrt  um  eine  gerade  Zahl  p,  sodass 

Z = W(a)-W(b)-p. 

Zwischen  a und  b liegen  also  höchstens  so  viele 
reelle  Wurzeln  als  beim  Uobcrgang  von  o nach  b Zei- 
chonwechsel  verloron  geben,  d.  h.  höchstens  TV(o) — W(A). 

Ist  f{x)  algebraisch , so  sind  zwischen  a und  b genau  j>  com- 
plexo,  paarweise  conjugirto  Wurzeln  „angezeigt“.  Dasselbe  gilt  für 
jedes  andere  ausserhalb  (ab)  liegende  Intorvall  (o,  bt),  und  zwar,  wenn 
wir  hierfür  pt  dio  analoge  Bedeutung  wie  p beilegen,  besitzt  die 
Gleichung  weiter  p,  complexe  Wurzeln. 


1)  sieh«  II,  Ste  Anmerkung. 
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Die  Fourier’sche  Methode1)  beruht  hauptsächlich  auf  der 
AnwendnDg  der  vorstehenden  Sätze,  sowie  auf  dem  Fourier 'schon 
Kriterium : 

Ist  zwischen  zwei  Zahlen  a und  £(>  o)  (im  allgemeinen  von  den 
obigen  a und  b verschieden)  die  2te  Derivirte  der  Function 

/*(x)  (wo  r > 0 ),  d.  i. 

/r+2(i),  pos.  oder  negativ, 

desgleichen  die  o und  b entsprechenden  Functionswerte  /r(a)  und 
/'[b)  beide  positiv,  bezQglich  negativ,  dagegen 

fr+l(a)  < 0 und  /r+1(i)  > 0 resp.  > 0 und  < 0 

und  ausserdem 

/r(«)  , f'W  ... 

— f'+'(a)  ' /•'■+!(*)  mcht 

so  wird  /r(r)  für  keinen  reellen  Wert  von  * zwischen  a und  b null. 

Ferner  bedarf  die  Methodo  von  Fourier  in  gewissen  Fällen 
derBestimmungdes  grössten  gemeinschaftlichen  Masses 
nicht  allein  zwischen  f(x)  und  /'(*),  sondern  auch  zwischen  mittleren 
Functionen  P(*)  und  ihren  Derivirten  /*+1(»)  (siehe  weiter). 

Das  Verfahren,  die  Wurzel  zu  trennen,  beruht  darauf,  dass  man 
das  Iutervall  (ab)  so  lange  anfs  ungewisse  hin,  durch  blosses  pro- 
biren  in  Partial-Intcrvalle  zerlegt,  bis  die  vorkommenden  kritischen 
Stellen,  bei  denen  in  der  Reihe  /"M,  ■ ■ • /(*)  zwei  oder  mehr 

Zeichenwechsel  verloren  gehen,  abgesondert  sind,  ihre  Natur  erkannt 
ist  und  den  diese  Stellen  nicht  enthaltenden  Partialintervallen  Zei- 
chenwechsel-Verluste = 0 oder  ==  1 entsprechen. 

Es  sind  dabei  oft  viele  und  unnütze  Rechnungen 
nicht  zu  vermeiden. 

Die  praktische  Brauchbarkeit  der  Fourier’schen  Methode 
richtet  sich  unter  anderm  darnach,  ob  kritische  Stellen  Vorkommen 


1)  Fourier,  Analyse  des  dquations  ddterminecs  publid  pur  Navicr,  Paris 

1831.  uud  M.  A.  Stern:  Ueber  die  Auflösung  der  transccndenten  Gleichungen 
in  Crelle’s  Journal  fflr  die  Math.,  Bd.  XXII,  Berlin  1841,  in  welcher  Preis- 
schrift (der  KOnigl.  Dänischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  r.  Jahre  1837) 
der  Verfasser  nach  Fonrter’s  Andeutungen,  u.  A.  in  dessen  Exposd  synoptique, 
weiter  ausgeführt  hat,  wie  die  Fourier’sche  Methode  auch  auf  transcendente 
Gleichungen  anwendbar  ist. 
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oder  Dicht.  Im  letzteren  Falle  ist  sie  am  brauchbarsten,  indem  als* 
dann  das  Fonrier’sche  Theorem  genügt.  Kommt  aber  obiger  Fall  2) 
b.a , wobei  » = 1,  vor,  so  muss  das  Fonrier’sche  Kriterium  zu  Hülfe 
genommen  werden,  und  finden  sich  Stellen  vor,  entsprechend  den 
Fällen : 1)  wo  i=  2,3...  oder:  wo  » = 2,4  ...  oder:  2)  b,  wo  »=3,5..., 
so  bedarf  man  (im  allgemeinen)  der  Aufsuchung  des  grössten  gemein- 
schaftlichen Masses  zwischen  f(x)  und  /'(*)  bezüglich  mittlerer  Func- 
tionen /■•(!)  und  ihrer  Dcrivirtcn , d.  i.  bekanntlich  einer  selbst  bei 
einfachen  algebraischen  Zahlengleichungen,  wenn  die  Cocfficienten 
vielziffrig  sind,  und  der  Grad  von  f{*)  resp.  /*(*)  vier  übersteigt, 
mühsamen  Operation,  welche  noch  azu  nur  eine  Ililfsrechnuug  bildet, 
während  sie  bei  der  Sturm’schen  Methode  die  Hauptarbeit  ausmacht 
und  nur  für  /(*)  und  f'(?)  erfordert  wird. 

Wir  bemerken  noch,  dass  das  Fourier’sche  Kriterium  in  gewissen 
Fällen  bekanntlich  praktisch  unbrauchbar  ist. 

II.  Die  Budan’sche  Methode  für  algebraische  Glei - 
chungen  ’) 

bedieut  sich  wie  die  von  Fourier  des  Fourier’schen  Theorems,  auch 
der  Budan’scbe  Satz  *)  genannt,  aber  im  Gegensatz  znr  letzteren 
beruht  sie  auf  der  fast  ausschliesslichen  Anwendung  desselben.  Es 
wird  nämlich  jener  Satz  sowol  auf  dio  gegebene  Gleichung  /(x)— 0 
als  zunächst  auf  gewisse  Uülfsgleichungen  von  der  Form 


angewendet, und  diese  zweifache  Anwendung  wiederholt,  indem  man 
die  Hülfsgleichung  als  gegeben  betrachtet  und  hierzu,  ähnlich  wie 
vor,  eine  neue  bildet  u.  s.  w.,  und  zwar  ist  das  Verfahren  im  wesent- 
lichen folgendes: 

Findet  man  ein  Intervall  ^e,  c+ in  welchem  die  Reihe /m(x), 
fm-\(x)  ...  /(i) : g =»  2,  3 ...  Wechsel  verliert,  so  bildet  man  die 


1)  Budan,  Nouvelle  methode  pour  la  rlsolution  des  dquations  nnmdriqucs, 
Paria  1807. 

2)  Von  Fourier  zuerst  in  seinen  Vorlesungen  an  der  polytechnischen 
Schule  zu  Paris  1796j97  mitgetcilt,  von  Budan  in  gleicher  Weise  1803,  da- 
gegen veröffentlicht  1807  in  obigem  Werke  „Nouvelle  cuethode  . . also  vor 
dem  Erscheinen  von  Fourier’s  „Analyse  des  equations  d^terminees“  (1831). 

Dieser  Satz  scheint  sowol  von  Fourier  als  von  Budan  selbstständig  ge- 
funden worden  zu  sein. 
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nach  e transformirte  Gleichung  /(x-J-c)  = 0,  hierzu  die  Reciproke 
f ^ -f-  c j und  zu  dieser  die  nach  r transformirte 

Diese  Gleichung  hat  in  dem  unbegrenzten  Intervall  (0,  oo)  eben- 
soviele  reelle  Wurzeln  als  die  ursprüngliche  in  dem  begrenzten  In- 
tervall (c,  c+~y  Hat  daher  jene  Gleichung  q'  Wechsel,  so  ist 

die  Anzahl  der  zwischen  c und  c-j--  liegenden  Wurzel  höchstens  q', 
und  es  ist 

«'  <«■ 

Die  Hülfsgloichung  wird',  wenn  1,  nach  1,  2 ...  transfor- 
mirt  u.  s.  f. 


Auf  vorstehende  Weise  geht  man  den  kritischen  Stellen  ad  I) 
aus  dem  Wege,  ausgenommen  den  mehrfachen  Wurzeln  von  /(*)  — 0. 

Auch  die  Budan’sche  Methode  beruht  auf  Probiren 
und  erfordert  oft  viele  und  mühsame  Transformationen 
und  Überflüssige  Rechnungen. 

§ 2. 

Die  Sturm’ tehe  Methode  ’). 

f(z)  sei  eine  ganze,  rationale,  algebraische,  oder  eine  transcen- 
dente  Function,  /,(*)  *“  f'(*)  ihre  erte  Derivirte. 

Im  letzteren  Fall  setzen  wir  beide  Functionen  nach  steigenden 
Potenzen  von  x entwickelt  voraus. 

Die  Functionen  f,  ft,  ft  ...  y„  p,  ...  1 seien  an  die  Gleichungen 

gebunden: 

J - fi  A 

fi  “ ftft 


tm—%  — ffm—lfm—1  — 1 fm 
und  es  sollen  zwischen  den  Grenzen 

a und  b > a 

J)  Von  Stnrm  1 819  der  Pariser  Akademie  vorgelegt.  Ein  Ausiug  der 
betreffenden  Abhandlung  befindet  sieh  im  II.  Band  von  Eerossae,  Bulletin  des 
Sciences  math.,  pbys.  et  chim.  p.  419. 
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jene  Fnnctionen  endlich  und  stetig  sein,  ferner  1 positiv,  fm  positiv 
oder  negativ  bleiben. 

Bedeutet 

Z 


der  im  Intervall  (ab)  liegenden  verschiedenen  Wurzeln  von  f(x)= 0, 
d.  h.  die  mehrfachen  einfach  gerechnet,  und  versteht  man  mit  Sturm 
unter 


den  „Excess“  von in  Bezug  auf  jeneB  Intervall,  d.  h.  die  Zahl, 
fi 

um  welche,  während  * dasselbe  von  a nach  b stetig  durchläuft, 

beim  Verschwinden  mehr  vom  Negativen  zum  Positiven  als  von 
ft 

diesem  zu  jenem  übergeht,  so  ist  einerseits 


anderseits 


und  ähnlich 


zfm  -'  = J /*~+Zfm  -ifm 

J m Jm 1 1 


sodass  man  durch  Addition  erhält: 


Z-A'j-  ...  Jfm-lfm 

/ 1 

- W(a)  - W(i), 

wo  W( x)  die  Anzahl  der  Wechsel  der  Reihe 
fx,  fxx,  ...  fux] 

bezeichnet 


Allgemein  ist: 


wo 


F^aF+ßG,  G1'~yF+ÖG,  ß > 0,  D - ! “ J 

i / 0 

and  sinnliche  hier  rorkommenden  Functionen,  F,  G,  ...  o. ,.  i, 
und  b endlich  und  stetig  sind. 


> 0 

•wischen  o 
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FQr  die  algebraischen  Gleichungen  giebt  dieser 
Stnrm’sche  Satz  eine  einfache,  exacto  Regel  an  die 
Hand,  die  Anzahl  der  in  einem  beliebigen  Intervall  («A) 
befindlichen  verschiedenen  Wurzeln  zu  bestimmen,  indem 
mau  bei  der  Aufstellung  jenes  Gleichungssystemes  so  verfährt  wie 
bei  der  Aufsuchung  des  grössten  gemeinschaftlichen  Masses  zwischen 
f und  /i,  mit  dem  Unterschiede,  dass  man 

X — +1  statt  X =•  — 1 

setzt  *). 

Ist  f(x ) transccndent,  so  wähle  man 
X=,x* 

und  verfahre  in  ähnlicher  Weise  !). 

Der  Sturm’schc  Satz  ist  von  hohem  theoretischen 
Werto  uud  bat  eiuc  ausserordentlich  reichhaltige  Litteratur  hervor- 
gerufen, eignet  sich  aber  weniger  zur  Trennung  derWur- 
zeln  als  zur  Analyse  der  algebraischen  Gloichungen. 

Von  geringer  praktischen  Brauchbarkeit  ist  derselbe  bekanntlich 
für  Gleichungen  höherer  Grade  oder  mit  viclziffrigeu  Coefficienten, 
besonders  wegen  der  umständlichen  Bildung  der  Sturm’scben  Func- 
tionen, von  noch  geringerer  Brauchbarkeit  ist  er  für  transccndcnto 
Gleichungen. 

Abgesehen  davon  leidet  die  Methode,  bei  der  Exacthcit  ihrer 
Resultate',  an  demselben  Uebclstando  wie  die  von  Fourier  und  von 
Budau,  dass  mau  bei  der  Wahl  der  Grenzen  a und  A und  der  Zer- 
legung in  Partialintervallo  auf  probiren  angewiesen  ist,  ohne 
ein  leitendes  Frincip  zu  haben. 


§ 3. 

Die  Methode  von  Lagrange. 

I.  Die  Lagrange’sche  Methode  s)  der  Trennung  der  reellen  Wur- 

1)  Mdmoire  sur  la  rdsolution  des  dquations  nuraeriques  par  C.  Sturm,  in 
Memoire»  prvi,  p.  divers.  Saran«  ä PAcaddmie  Royale  des  Sciences,  T,  6. 

S)  „Ucbcr  Anwendung  der  Stnrni'schen  Methode  auf  transcendente  Glei- 
chungen von  M.  A.  Stern“,  Crcllcs  Journal,  Bd.  33,  S.  363  ff. 

3)  Traite"  de  la  resol,  des  rquat.  nutu.  de  tons  les  (legres,  Paris  1798  und 
1808. 

Ziah.  6«  Math.  a.  Phjrs.  2.  Beihe,  Teil  V.  19 
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zeln  numerischer  algebraischen  Gleichungen,  welche  keine  mehrfachen 
Wurzeln  besitzen,  beruht  auf  folgendem  Princip: 


lstf(x  = 0 eine  solche  Gleichung,  vom  nten  Grade, 
/ 1 eine  untere  Grenze  der  Abstände  je  zweier  reellen 
Wurzeln,  so  liegt  zwischen  mJ  und  (m-|-l)z#  höchstens 
Ei  ne  W urzel. 


So  theoretisch  einfach  und  exact  dieses  Trcnnungsprincip  ist,  so 
praktisch  wenig  brauchbar  wird  die  Methode  durch  das  Verfahren, 
J zu  ermitteln,  indem  Lagrango  die  sehr  mühsam  herzustcllendo 
«(»  — 1), 


Gleichung  des 


ten  Grades  bildet,  deren  Wurzeln  die  Qua- 


drate der  Differenzen  zwischen  je  zwei  Wurzeln  der  gegebenen  Gier 
chung  sind,  eine  untere  Grenze  A der  positiven  Wurzeln  jener  Hülfs- 
gleichung  bestimmt  und  schliesslich 


et  = VA. 

Die  praktische  Anwendbarkeit  beschränkt  sich  auf  die 
Gleichungen  des  3 ten  und  4 ten  Grades,  bei  denen  keine  zwei  re- 
ellen Wurzeln,  [oder  keine  complexen  von  der  Form  p-\-q>  und 
+ nahe  aneinander  liegen;  der  Fall  gleicher  Wurzeln  ist  ganz 
ausgeschlossen. 


II.  Cauchy  hat  diese  Methode  dadurch  vereinfacht,  dass  er  J 

durch  das  von  * unabhängige  Glied  ± jener  Hülfsgleichuug, 

ausdrückt,  sodass  diese  also  selbst  nicht  entwickelt  zu  werden  braucht, 
und  eine  obere  Grenze  p der  Moduln  der  Wurzeln  von  f(x)  = 0 und 
zwar 

Amm  p 

Die  Brauchbarkeit  der  Methode  ist  durch  diese  Mo- 
dification  nur  wenig  erhöht. 


§ 4. 

Yereuch  die  Lagra nje'schc  Methode  praktisch  brauchbar  zu  machen. 

I.  Wir  modificircn  zunächst  das  Trennungsprincip  in  § 3.  I.: 

Es  sei  f{x)  » 0 eine  algebraische  oder  transcendente  Gleichung, 
/(x)  sowie  die  übrigen  vorkommenden  Functionen  sollen  zwischen 
den  Grenzen  a und  b > a endlich  und  stetig  sein,  und  in  (ab)  keine 
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mehrfachen  Wurzeln  Vorkommen,  sodass  nicht  zugleich  f(x)  = 0 und 
/■,(*)  - /'(*)  = O. 

ca  und  n>,  > o>  seien  zwei  aufeinanderfolgende  dieser  Wurzeln, 
ferner 

oder  J‘ 

eine  untere  Grenze  der  Wurzeldiffcrenz  (w,  — u>),  je  nachdem  zwischen 
» und  tf, 

f(x)  <0  oder  /■(*)]>  0. 

Alsdann  haben  wir  das  Kriterium: 

Zwischen  einem  beliebigen  x und  < — x-\-d' 
oder  i-j-rd,  befindet  sich  höchstens  Eine  Wurzel 
von  /(*)  = 0,  je  nachdem  f(x)  < 0 oder  f(x)  > 0. 

II.  Mit  Hülfe  des  Taylor’schen  Satzes  und  der,  aus  dem  Sturm- 
schen  Glcichungssystem  in  § 2.  resultirenden,  bekannten  Relationen: 

*/.  - Kfi-If 
Vh-Kfi-hf 


I— >/- -!»-*/, 

wo  die  Functionen  A und  l durch  die  Recursionsformelu: 


Ar  m gT  Ar— 1 — Vll-2 

Ir  “ Qr+llr-l — Ilr-2 

bestimmt  sind,  lassen  sich,  wie  wir  im  Folgenden  zeigen  werden, 
zf'  und  z/, 

auf  verschiedene  Weise  berechnen. 

Sämtliche  in  Klammern  ( ) stehenden  Ausdrücke  sollen  positive 
Grössen  bedeuten. 

Ferner,  unter  F(x)  eine  Function  verstanden,  die  in  (oA)  posi- 
tive Werte  annimmt,  d.  h.  nicht  nnr  negativ  ist,  bezeichnen  wir  mit 

< > 

(Fi),  (Fi) 

eine  untere,  obere  Grenze  der  positiven  Functionswerte  (Fx)  in  Be- 
zog auf  das  Intervall  (a,  b). 

v sei  eine  zwischen  w und  tr1  liegende  Wurzel  von  f‘(x)  = 0. 
III.  1)  Nach  Taylor  hat  man: 

19* 


Digitized  by  Google 


292 


Siebei:  Exacte  Trennung  der  reellen  Wurzeln 


/■(«•  i)  =/'(«’)  + («’,  —w) /'(««)+  (“h  — te)*  — . 

wo  u zwischen  w und  «■,  und  somit  zwischen  a and  b liegt. 
Daher  mit  Rücksicht  anf  die  Relationen  ad  II. : 


w,  — ic 


%L±/y) 

+r« 


A' 


<±/V) 

> 

(-/"*) 

2(±i— >/■.) 

> > 

(+*—»)•  (~f"A 


2)  Hieraus  erhalten  wir  einen  2 ten  Ausdruck  für  A\  indem  wir 
statt  hm-i  setzen  wie  sich  orgiebt,  wenn  man  ic  und  w, 

miteinander  vertauscht. 


3)  Einen  3 ten  Wert  für  J'  findet  man  bei  Zugrundelegung  der 
Formeln: 

/(«•,)  =/(«')+  (k-j  — »)/'(»)  + («i — »)*  “2“  ■ 

/(»)  — f(v)  — 


n&mlicb 


,-«-ys(±A)  (y^+y?7^;)' 

i'=  1 / 8<(+/«’) 

-v 


(-f'x) 

8(^1"-»/,) 

> > 


4)  Aehnlich  einen  4 ten  wie  folgt: 

Awi)  —/(»)  + (»>  — ") /’(“)> 
/(w)  = /■(«)  — (v  — “)/'’(“t). 

Daher 
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ir,  — w 


l±M(rk+±k} 


1> 

(T  lm-3)  (SW 


1 


> 

(+/'*) 


> 


IV.  1)  Jx  wie  ad  in.  1),  mit  dem  Unterschied,  dass  im  Nen- 
ner von  die  Vorzeichen  in  die  entgegengesetzten  zu  verwandeln 
sind,  nm  za  erhalten. 


3)  } Jx  analog  wie  vor  aus  III.  2),  3),  4). 

4)  ‘ 

V.  Durch  wiederholte  Anwendung  des  Kriteriums  in  I,  wo  J‘ 
and  dx  nach  III  and  IV  zu  nehmen  sind,  können  die  reellen  ein- 
fachen Wurzeln  getrennt  werden. 

Erhöhen  lässt  sich  die  praktische  Brauchbarkeit  dieses  Verfahrens 
durch  Verbindung  mit  dem  Stnrm'schen  Satz  (§  2.). 


Anmerkung.  Stellt  sich  heraus,  dass  die  eingeklammerten  Ausdrücke 
der  Nenner  von  J'  und  Jt  swiseben  a und  b negativ  bleiben,  so  ist  damit 
angeieigt,  dass  zwischen' o und  z sowol  als  zwischen  x und  6 höchstens  je  eine 
Wurzel  enthalten  ist. 

In  Betreff  der  Werte  von  J‘  und  Jx  ad  III  1),  S),  S)  und  IV  1),  *),  3) 
vergleiche  $ 22.III.  — 

Wir  gehon  zum  Hauptgegenstand  unserer  Untersuchungen  über. 


U. 

Gemeinsame  Grundlage  für  die  Methoden  des  Verfassers, 

§ 5. 

Trennungrprineij). 

Es  sei  t eine  einwertige  Function  von  x,  die  sich  zu  jedem  x 
leicht  berechnen  lasse  und  folgende  Eigenschaften  besitze: 

x — wr  bedinge  t — x 
und 

wr  <C.  * <!  uv -fi  bedinge  t > x, 
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unter  uv,  uv zwei,  der  Grösse  nach  anf  einanderfolgende  Wurzeln 
von 

f x — 0 

verstanden. 

Ferner:  Wenn  x von  trr  bis  uv+i  wächst,  so  nehme  t,  das  wir 
uns  wie  x und  die  Wurzeln  als  Abscisse  denken,  zunächst  ebenfalls 
zu,  von  uv  an,  überschreite  die  Wurzel  uv+i,  ab«1  keine  zweite, 
kehre  in  einem  Werte  <0  wieder  um  und  nehme  ab  bis  uv+i. 

Angenommen,  wir  könnten  eine  solche  Function  t herstellen,  so 
hätten  wir  folgenden  Trennungsmodus  gewonnen. 

Zu  einem  beliebigen  x (untere  Grenze  von  uv+i)  berechnen  wir 
( und  linden  so  ein  Intervall  (x<),  in  welchem  höchstens  Eine  Wurzel 
von  /(x)~0  liegt;  zu  t als  x — x,  bestimmen  wir  ein  neues  f = f, 
u.  s.  w.  Auf  diese  Weise  entsteht  eine  Reihe  wachsender  Zahlen: 

x,  t = (,  = X„  tj  x3  ... 

derart,  dass  zwischen  je  zwei  auf  einanderfolgenden  sich  keine  oder 
eine  Wurzel  von  f(x ) — 0 befindet,  je  nachdem  f(x)  für  beide  gleiche 
oder  entgegengosetzto  Vorzeichen  hat. 

Hiernach  würden  sich  die  einfachen  Wurzeln  der  Reihe  nach 
und  zwar  wie  oben  in  positivem  Sinne  fortschreitend,  trennen  lassen. 

Durch  geringe  Modification  des  Vorigen  lässt  sich  ein  Tren- 
nungsmodus denken,  wobei  man  in  negativem  Sinne  fortschreitet. 

Solche  Functionen  t giebt  cs  unendlich  viele,  wir  stellen  die  ein- 
fachsten auf  und  behandeln  darnach  drei  Methoden  (siehe  $ 23.). 

Obiges  Trennungsprincip  hat  einige  Aehnlichkeit  mit  dem  von 
Lagrangc  (§§  3.,  4),  nur  dass  die  einzelnen  Fortschritte  (t — *)  nicht 
wie  bei  diesem  einander  gleich  sind,  sondern  von  x abhangen. 

Bei  nahezu  gleicher  Einfachheit  und  derselben 
Exactheit  dos  Priucips  sind  imGegensatz  zu  der 
Lagrange’schen  Methode  die  Rechenoperationen 
selbst  bei  algebraischen  Gleichungon  höherer 
Grade  und  und  mit  vielziffrigenCoefficienten  leicht 
ausführbar,  und  die  Methoden  auch  bei  algebrai- 
schen und  transcendentcn  Gleichungen,  welche 
nahe  aneinander  liegende  Wurzeln  besitzen,  prak- 
tisch brauchbar.  (Siehe  die  Beispiele  der  §§  24.-28.). 
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Im  Falle  zwei  Warzein  einander  gleich  sind,  geht  der  Tren- 
nangsmodns  in  einen  Annäherungsmodus  über. 

Die  praktische  Brauchbarkeit  der  Mcthodon  lässt  sich  erhöhen 
durch  Verbindung  mit  dem  Fonrier’schen  Theorem  (§  1. 1.)  wie  dies 
in  den  Beispielen  teilweise  geschehen.  (Siehe  die  Anmerkungen  zu 
§ 23.). 


§ 6. 


Allgemeinste  Formel  zwischen  x und  t. 


I.  Wir  gehen  von  einer  Fnnction 
H(xt)) 

der  zwei  von  einander  unabhängigen  Variabein  z und  t aus,  mit  fol- 
genden Eigenschaften  in  den  in  Betracht  kommenden  Gebieton: 

I)  H(xt)  sei  einwertig,  endlich  und  stetig,  desgl.  die  ersten 
und  zweiten  partiellen  Diffcrentialquotienten  nacbz  und  t: 

SH  S»H 

fix  öi* 


2) 


dH 

3T 


habe  das  Vorzeichen  von  I—  r,  sodass 


djt 

St 


. . SH  . 

(**)  = 


a 


3) 


S1H 

& 


sei  > 0. 


II.  1)  Es  ist  allgemein: 

/Bä 

-fodt  + <p(x) 

t 

” j*  jjf  d*  + B (**)» 

X 

mithin 

SH  / SaH  J SH,  , . . 

3z  “J  = Tt(xx)  + n (xx)' 

X 

wo  //'(zz)  den  ersten  Differentialquotienten  von  H(xx)  nach  z be- 
zeichnet. 
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2)  Die  Eigenschaft  ad  I.  2)  bedingt  daher  die  folgende : 

t 


dH 

dx 


/d*H 

dWxdt+1I'(xx)' 


sodass  specicll 


ff(*z)  - n'(zx). 


Wir  werden  hiervon  später  Gebrauch  machen. 

III.  1)  Die  Eigenschaft  der  Function  H(xt)  ad  I.  2)  bedingt 
ferner  nachstehende: 


Ist  für  ein  gegebenes  x 

H(xx)  < 0, 

so  hat  H{xt)  = 0,  als  Gleichung  in  t,  eine  und  nur  eine  Wurzel, 
welche  grösser  als  x,  ebenso  eine  solche,  die  kleiner  als  x ist 

Ist  H(xx)  = 0,  so  fallen  beide  Wurzeln  t mit  x zusammen. 

(H{xx)  > 0 bedingt  H(xt)  > 0. 

2)  Eine  weitere  Eigenschaft  ergiebt  sich  aus  I.  3): 

Ist  für  ein  gegebenes  t 

, n(tt)<  0, 

so  besitzt  H{xt)  =0,  als  Gleichung  in  x,  genau  eine  Wurzel  grösser 
als  t und  eine  kleiner  als  t. 

3)  Falls  0 ist,  wird  jeno  Gleichung  höchstens  durch 

zwei  (reelle)  Wurzeln  x befriedigt,  die  beide  grösser  oder  kleiner 
als  t sind. 


IV.  1)  Sind  * und  t an  die  Gleichung 
H(xt)  — 0 

gebunden ; sehen  wir  x als  unabhängige  Variable  an , so  entspricht 
nach  III.  1)  jedem  x für  welches  H{xx)  negativ  ist,  ein  reolles  f>x 
uud  nur  ein  solches. 

Im  Folgenden  soll  unter  t diese  einwertige  Function  von  x ver- 
standen und  H(xx)  ^ 0 vorausgeszt  sein. 


Durch  Differcntiirung  obiger  Gleichung  erhält  man 
BH  , dH 


• 0. 
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Wenn 
SH  „ 
Sx 


SH 


S*H 


S'H 


S%H 


°io  i fo  “ soi , 01»,  “ S"  ' SxSt  ~ 0,1  ’ St%  “ 

and  die  einwertigen  Functionen  von  x,  die  entstehen,  wenn  in 
SlOj  S01  . ..  0OJ 

statt  t jene  Function  von  * gesetzt  wird,  mit 

%io  i X*  • • • ■*»» 
bezeichnet  werden,  so  folgt 

*10. 

-Xoi 

SH. 


2)  Differcntirt  man 


dt 

dx 


nach  x,  so  wird 
nnd  wegen  1): 


1,0  Sx 


(xt) 


dt 


X»  — -^o+^n  ^ 


y f - y ,_11  v 
-*10  ^*20  — 7 -‘MO 


Hier  ist  Xm  > 0 (s.  I 3))  und  der  Factor  von  X10  endlich  für 
jedes  nicht  mit  einer  Wurzel  von  H{xx)  — 0 zusammenfallendc  x 
(s.  III  1)  und  I 2)).  Ist  daher 

X10  = 0,  so  ist  X10‘  — ^ 0 

und  hieraus  resnltirt: 

3)  Die  Gleichung  X10  — 0 hat  zwischen  zwei  aufeinander  fol- 
genden Wurzeln  k>0  und  to,  von  H(xx),  innerhalb  welcher  H(xx)  <o 
ist,  höchstens  Eine  Wurzel  nnd  wegen  IH  1)  und  II  2)  genau  eine 
solche: 

xo- 

Denn  X10  ist  von  der  Form 

0/f 

X10  = qp(x)  — g~  (x,  rf>(x)) 

sodass 

?W  — fe  (««.  Wo)  “ Wo) 

nnd 

Bu 

9>(“i)  = (wi,  w,)  = H'(wu  io j) 
entgegengesetzte  Vorzeichen  haben. 
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V.  Dies  in  Verbindung  mit  IV  1)  und  I 2)  liefert  folgende 
Fundamental-Sätze  zur  Tronnnng,  worin  ir0,  te„  x0  die  Bo- 
dentnng  in  IV  haben. 

1)  Wächst  * von  >r0  bis  «■„,  so  t (Wurzel  > x von  H(xi)  — 0) 
von  ir0  bis  tf,.  Nimmt  x weiter  zu  bis  tr,,  so  t ab  bis  w, ; das  t 
überschreitet  also  dabei  die  Wurzel  w,  von  H(xx)  = 0 und  wegen 
III  3)  nur  diese. 

2)  Für  die  Wurzel  t < * der  Gleichung  in  t : II  (xt)  — 0 gilt 
Aehnlicbes: 

Nimmt  x von  tr,  bis  zu  einem  gewissen  r0  ab,  so  t von  ir,  bis 
t0  ab-,  nimmt  x weiter  bis  >r0  ab,  so  < bis  ir0  zu. 

Diese  x0,  t0  sind  von  denen  ad  1)  verschieden. 

3)  Zwischen  zwei  nach  1)  oder  2)  zusammengehörigen  x nnd  ( 
hat  hiernach  die  Gleichung 

H(xx)  ■=  0 

höchstens  Eine  Wurzel;  um  so  mehr  in  jedem  Intervall  (*<,)  oder 
(t,*),  dessen  Grenzen  an  die  Ungleichheiten 

H(xx)<0  und  ff(at,)<  0 

gebunden  sind. 


§ V. 

Buondert  Form  von  H(xt). 

I.  Wir  setzen 

ll(xx)  — — *f(x), 

wo  f(x)  die  gegebene  Function,  x vorläufig  eine  beliebige  Constante 
bedeutet,  und 

°Tt  -0-x)F"(t) 

ist,  sodass 

fd£dt-(t-x)  F'( ()  - F(t) -f y <«), 

H(xi)  = (t-x)  F'(t)  - F(t)  + G (x) 
wo 

(?(*)  = F(x)  — xf(x) 

Die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür,  dass  auf 
obige  Fnnction  H(xt)  die  Sätze  in  § 6 V anwendbar  seien,  lauten: 

1)  */(*)>  0. 

2)  In  einem  das  gegebene  x und  die  gesuchte  Wurzel  t,  ^ x, 
der  Gleichung  H(xt)  = 0 einschliessenden  Intervalle  (c  c‘)  müssen 
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endlich  and  stetig, 


sein. 


Hz),  H(x),  F"(x) 

H'(x)  > 0, 

GT(x)  - H\x)-xf'(x)>  0 


II.  Geometrische  Bodeatang. 

1)  die  Curven 

y - F(x) 

ad 

y — <?(*) 

sind,  in  der  Richtung  der  positiven  F-Achse  gesehen,  convex. 

Die  reellen  Wurzeln  von  f(x)  = 0 erhält  man  als  Abscisson  der 
Durchschnitte  beider. 

2)  Das  zu  * gesuchte  t x^,  welches  = 0 befriedigt, 

ist  die  Abscisse  des  Berührungspunktes  der  vom  Punkt  mit  don 
Coordinaten  x und  G(x)  = F(x)  — xf(x)  an  die  Curvo  y — F{x)  auf 
der  positiven,  bezüglich  negativen  Seite  der  Ordinate  von  x gezogenen 
Tangente. 

III.  Wir  giengen  ad  I von  der  partiellen  Differentialgleichung 
dff 

= (< — x)F"(t)  aus  und  gelangten  zu  dem  Resultat,  dass  eine 
Fnnction  nur  von  x sein  muss. 


Gehen  wir  umgekehrt  hiervon  aus,  d.  h.  setzen  wir 


sodass 

und  schreiben 
so  wird 
folglich 


8x  ’ ~ G W 

!S  LT 

Tx  - o'w-no 

an 

^ - y(xt).F"(l) 

8xdt  dtdx  *^{)  f{t)i8x 
q>(xt)  — — * 


BH 

Tt  - (i p(t)-x)F"(,t) 


woraus  wegen  § 6 I 2) 
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dH 

dt 


i>(t)  - >, 

= (t-x)F"(t ) 


i 


Demnach  gelangen  wir  auf  diese  Weise  zu  derselben  Form  für 
H(xt)  und  zu  keiner  andern. 


III. 

Fall  I:  F(x)  - x'  + Ax  + B, 

als  Basis  für  die  Methoden  I,  I*,  Ik  (§  23). 

§ a 

Formeln  für  dient  Methoden. 

Substituircu  wir  in  den  Ausdruck  für  H(xt)  (§  7 I) 

F(x)  = z'  + Ax+B,  F'(x)  -2 x + A,  F"(x)  — 2 

so  wird 

H(xt)  — (t  — z)(2t-|-A)  — (t*  — x*)  — A(t  — x) — %fx  >=  (t  — x)*  — nf[x) 
Diese  Function  wird  null  für 

t - z±y*f& j 

und  wir  haben  die  Bedingungen: 

*/•(*)>  0 und  2 — */"(*)(=  G"x)  > 0 
in  einem  x und  t cinschliessenden  Intervall  (cc). 

Oder  was  dasselbe: 

2 

x = - 
3 

> 

wo  j-  <V"(x)  “■  | °n^e  | Grenze  von  f"(x)  in  Bezug  auf  (cc), 
jenachdem  /(*)^0  und 

Of  (*)  > 0 

Anmerkung:  Ist  /"(x)  ^ 0 in  (cc')  und  resp.  f(x)  ^ 0,  so  liegt  so- 
wol  zwischen  x und  c'  als  zwischen  x und  c höchstens  Eine  Wurzel. 


§ 9. 

Hülf ekriterien  zu  Methode  Ia  und  lb  (§  23). 


Wir  greifen  zu  der  allgemeinen  Abhängigkeitsformel  zwischen 
c nnd  t in  § 6 


U(xt)  — 0 
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zurück,  unter  Beibehaltung  der  dortigen  Voraussetzungen  und  Be- 
zeichnungen. 

Wie  in  § 6 seien  tr0  und  w,  zwei  aufeinander  folgende  Wurzelu  von 

II  (rx)  = — x fx  = 0, 

H(xx)  zwischen  denselben  negativ. 

Zu  jedem  x zwischen  jenen  Wurzeln  gehören  2 reelle  i,  die  der 
Gleichung  H(xt)  =0  genügen,  das  eine  z>®,  das  andere  t < * 
(§  6 III  1))  uud  umgekehrt:  zu  jedem  t gehören  höchstens  zwei  x, 
genau  zwei,  wenn  t sich  zwischeu  »■„  und  tr,  befindet  (§  6 III  2)  und  3)), 
oder  ausserhalb  zwischen  ir,  und  tmax,  bezüglich  zwischen  w0  und 
tmin  (§  6 V 1)  und  2)). 

Es  sei  t beliebig  zwischen  n>,  und  tmaj  gegeben,  so  ist  H(x t) 
3*// 

eine  Function  nur  von  x,  (rt)  >0  (§6  13))  und  nach  dem 

Vorigen  U(zt)  = 0 für  2 Werte  von  x,  die  kleiner  als  t sind;  daher 

in 

(«)  > 0 und  wegen  § 6 II  2) 

*/•'(<)  > 0 

Aehnlich  zwischen  tr0  und  tm,„: 

*f'(0  < 0 

Dies  verbunden  mit  § 6 V 3)  liefert  folgende 
Hülfssätze. 

1)  Liegt  zwischen  dem  gegebenen  x und  der  Wurzel  t,  ^ x,  von 
H(xt)  = 0 eine  Wurzel  w von  /(x)  =0,  so  behält  die  erste  Derivirte 

/'(*) 

zwischen  diesem  w und  t ihr  Vorzeichen. 

2)  Haben  /(*,)  und  /(xa)  j ) Vorzeichen,  und  ist 

. zi  <C. 

wo  x,,  z,  und  x„  tj  zwei  Paare  zusammengehöriger  x,  t sind,  so  ent- 
hält das  Intervall 

xt) 

i keine  ) Wurzel  yon  0. 

1 eine  ) 

3)  Ist 

*i  < <i  < 's  < 
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nnd  liegen  zwischen  x,  und  xs  zwei  oder  mehr  Wurzeln  von  f(x)  — 0, 
so  sind 

t,  und  tt 

engere  Grenzen  für  die  zwischen  der  kleinsten  und  grössten  jener 
Wurzeln  befindlichen  Wurzeln  von 

f'(x)  - 0. 

Von  diesen  Sätzen  werden  wir  später  Gebrauch  machen  (§  23). 


IV. 

Fall  II : F(x ) — (x  — c -f-  a)r,  wo  c < x,  a > 0,  r — 3,  4 . . . *), 

als  Basis  fUr  Methode  II. 


§ 10. 


Grundformeln  für  Methode  II  (t  x). 

I.  Hier  ist  (s.  § 7 I): 

H(xt)  ■=•  r(t — x)(t  — e -j- o)r“*  — (t  — c+o)r  + (x  — c-f-a)r — *f{x) 
tf(x<)  , ,,  , */(*) 

j — — *=  r(z  --  1)  jr  l — *r  + l — t— — c 

(x  — c + a)r  (x  — c-\-a)T 


t — c-\-a 
x — c-j-a 


>1 


Dio  Wurzel  t,>x,  von  H(xt)  — 0 ist  durch  die  Formeln 
gegeben : 

t X = (x C-j-o)(* — 1) 

<p  (*)  — (r  — l)zr  — rzr_l-(-l  ■«*  Q 
*/(x) 


Q < 


(x—  c-f  a)‘ 


fr  > °. 


wo  x,  von  demselben  Vorzeichen  wie  fx,  hinreichend  klein  ist  und 
zwar  so,  dass  zwischen  c und  c\  ^ t 


G"(x)  — r(r— l)(x  — e + a)1-*  — *f"(x)  > 0 
II.  Es  genügt  für  unseren  Zweck  (s.  § 6 V,  3)  dio  Bedingung 
9*  (*)  < Q 

zu  erfüllen  (statt  t einen  Näherungswert  f,  auf  der  negativen  Seite 
zu  nehmen). 

I)  Die  Annahme  r = 2 führt  auf  Fall  I. 


Digitized  by  Google 


numerischer  Gleichungen. 


303 


§ 11. 

Die  Functionen  tp(z)  und  if>(z)  ■=■  log  (<pz). 

I.  1)  Es  ist 

<p  (*)  — (r  — l)*r — rzr—1  + 1 

- (*-l)»(l  + 2;!  + 3;52+...(r-  1)*— *) 

q>'(z)  — r (r  — l)(s  — l)zr~2 
<A»)  = r (r  - l)((r  - 1) « - (r  - 2))  z-2 
2)  =log(l  + *>-l((r-l)*-r)) 


y"(z)  — r(r  — 1)  —— . G (*) 

<?(*)  — (r— l)r+l  — 2(r— lJz'+rK-»— (r— l)*+(r— 2J 
(ff'(*)  = rj,-2(*— 1)»  + ^ -1) 


II.  Man  findet  ' 

1)  <p  (1)  = 0,  <p'(l)  = 0,  V"(l)=.0 

nnd  für  * > 1: 

9>  (*)  > 0,  <p'(z f>  0,  <p"(z)  > 0 

2)  if'(l)  = — oo,  V(l)==  + co,  +'(1)  qo 

ferner 

< r < 

für  z — ■ ’V'  M -“0 

>r-l  > 

- *>1  :♦'(«)>  0,  *"(*)<  0 

(da  G'(z)  > 0,  (?(1)  = 0) 

Hieraus  erkennt  man  den  Verlauf  der  Functionen  <p(z)  und  i (>(*) 
für  z > 1. 


III.  Erfüllnng  der  Bedingunggen  in  § 10  II: 

<p(z)  < Q. 

i)  ist  *'>i,  *"-i ~ Yw) 

■ 1+1/  Q 

1 + 2*'+. ..(r—  l)z’--2 

so  liegt  die  Wurzel,  > 1,  von  tpz  = Q zwischen  *'  nnd  z". 
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Denn  fassen  wir  z"  als  Function  von  auf,  und  ist  ein  gegebenes 
z s ",  so  nimmt,  wenn  z grösser,  bezüglich  kleiner  wird,  gleich- 
zeitig s"  ab,  zu.  Zwischen  t und  *"  muss  also  z' — z"  werden, 
mithin  qt>  (s)  *-  Q. 


2)  Ist  Q sehr  klein  (was  der  Fall  ist,  wenn  sich  z )in  der  Nähe 
einer  Wurzel  befindet),  so  hat  man  näherungsweise  für  die  Wurzel 
von  <p(z)  — Q: 


,=  ‘ + 1^1, 


3)  Ist  <2  > 1,  so  wird  q>  (*)  < Q durch 


3 *= 


<2-1 
r — 1' 


4)  Für  die  Fälle  r = 3,  4,  5 uud  G hat  der  Verfasser  in  Grunert 
Archiv  T.  GO  eiue  Tabelle  über  log (y, *)  gegeben  (/zwischen  1,00001 
und  100),  aus  der  sofort  brauchbare  Werte  von  * abgelesen  worden 
können.  . 


An  merkung: 


Die  Werte  log(frr)  wtmlen  für 


- um  lOerhöht. 


V.  ■ 

Fall  III:  F(x)  “ ea^t~e\  wo  c ^ r,  a N 0, 

als  Basis  für  Methode  III. 

§ 12. 

Grundformeln  für  Methode  III. 

I.  Im  vorliegenden  Fall  ist  (s.  §7  1) 

H(xt)  ■=  (o(t— *)  — l)ea«-c)-f  — x/(*)  = 0 

und  die  Wurzel  t von  II (xt)  — 0 gegeben  durch 

t—x  =-  * > 0 
a 

<p(>)  = l + (*-l)e*=  Q>  0 

«fW  >0 

wo  xf(x)  > 0,  x hinreichend  klein,  sodass  zwischen  e und 
G"(x)  — > 0. 


, > 
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IT.  Für  nnsern  Zweck  genügt: 

<p(»)  < Q 

and  zwar  so,  dass  z ein  Näherungswert  des  z ad  I auf  der  negativen 
Seite  ist. 


§ 13. 


Die  Functionen  <p(z)  und  i|'(z)  = log(i]pj)- 

I.  1)  Es  ist: 


9 (*)  l + (*  ~ 1)«' 


' a;S^'l!3<S  + 2!4'< 


<p'(s)  “ 2«* 
»"(*)"■  (2+1)«' 


2)  *(*)- 
y'(z)  — 

+'(«)= 


log(l  + (*  — 1)  «*) 

tp’z 

9~ 


II.  Der  Verlauf  der  Functionen  <p(s)  und  9(z)  ergieht  sich  ans 
Folgendem. 

1)  cp  (0)  ■*=  0,  <p‘(0)  - 0,  ?"(())  - + 1 

Für  * > 0 ist: 

9>(*)>0,  <jp'(=r)  > 0,  <p"(z)>  0 

2)  9 (0)  ■=  — ac,  ig'(O)  = -)-  oo,  +’(())  — + cc 


Für  z < 1 ist  9 (*)  < 0 

> > 

- S > 0 - +(*)  > 0,  9"(z)  < 0 

III.  Zur  Berechnung  des  s in  § 12  II  können  folgende  Sätze 
dienen : 

1)  Zwischen  einem  beliebigen  z‘  und  z"  = 1+— -jr^  liegt  die 
Wurzel  von  <p(a)  =•  Q (vergl.  § 11  III  1)). 

2)  Ist  Q sehr  klein,  so  ist  die  Wurzel  von  tp(»)  =>  Q annähernd 

- V‘2Q. 

3)  Ist  Q < 1,  so  befriedigt  z = Vq  die  Ungleichheit  <p(*XQ- 

Arel*.  d.  Math.  u.  I»bya.  2.  Roiht,  T.  V.  20 
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4)  Aua  der  am  Schlüsse  dieser  Untersuchungen  befindlichen  Tabelle 
über  log(qp*),  für  Werte  von  z zwischen  0,01  und  10,  lässt  sich  * 
ohne  Weiteres  ablesen. 


VI. 

Besondere  Behandlung  der  Fälle  II  und  III. 

§ 14. 

> 

Berechnung  von  x mittelst  ')• 

Ist  für  das  gegebene  x:  /(x)  ^ 0,  so  ist  auch  x ^ 0;  daher  eine 
untere  Grenze  von  G"(x)  in  Bezug  auf  das  Iutervall  (cc‘) 

> 

<'G"(z)=zF"(c)- *<?'(*)■ 

Es  genügt  somit,  je  nachdem  f(x)  ^ 0, 

, _ 

JC  • 

9 

WO  ^ 

9 = Vw, 

vorausgesetzt,  dass  gf(x)  > 0,  sonst 

x beliebig  ^ 0. 

Im  Fall  II  ist  F"(c)  = r(r  — l)n'-s. 

Im  Fall  III:  V(c)  - «*. 

Wir  werden  hierauf  nicht  näher  eingelion,  weil  diese  Berechnung 
von  x nur  ein  theoretisches  Interesse  darbietot.  (Vergl.  Fall  I). 

§ 15. 

> 

X auegedrücH  durch  ^fH(x). 

I.  1)  Wir  denken  uns  die  Functionen  F"(x ) und  f"(x)  nach 
steigenden  Potenzen  von  (x — c)  entwickelt  und  zwar  soweit,  dass  die 
Kestglieder  die  v te  bezüglich  « te  Derivirte  enthalten,  wo 


I) 


> 

w(x)  bedeute,  wie  früher,  eine 


ZUR  uuf  (ee'j 


obere 
i untere 


Grenze  von  f"(x ) in  Be- 


Digitized  by  Google 


numerischer  Gleichungen. 


307 


u nicht  < 3 und  nicht  > n, 
»*<3  - ->«, 

= r ad  Fall  II  (sodass  2 < r .5  n), 

n — Grad  der  Gleichung  f(x)  = 0, 

<»,  wenn  f(x)  transcendent. 

2)  lat  v = «,  so  ist: 


«o 


(?"(*)  _ £ (Ff(xf)  - «/>(,,)) 

2 (;>  — 2)! 


x8  = x«,  x«_i  = e 

c < < x < <?' 


Eine  untere  Grenze  von  G"(x),  bezogen  auf  das  Intervall  (cc‘)  ist: 

<fl"w  - f 

+ (F-(e)  -*</«(*)> 

je  nachdem  f(x)  ^ 0. 

3)  Ist  e < u,  so  ist: 

» (*  — w fr c\P— * 

*•(')  ” *<*<«—/*>»  V^)T+fr*^) 7^,1 

wo 

4*  ■“  ls  — I»-i  — <?, 
c < i.  < * < c'. 
wie  oben, 

< • (x  — en>-2 

V'(*)  - £ (Ft-(c)  - x /'P(c))  ^-^y 


«— 1 


«Vw^Tr 


- c)"-2 


wenn  f(x)  0. 


II.  1)  Ist  e — » nnd  setzt  man 


FHc) 

= fttrJ,  = 2-“_l 

F»(e)  X 

xM  = — — - » falls  fx  ^ 0 

V(x) 


20* 
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so  wird  der  Bedingung  <?"(*)  > 0 genügt  durch  x — dem  absolut 

kleiusten  x«  unter  den  { *'°S  > Gliedern  der  Reihe: 
p l neg.  J 

x„  xs  ...  x, , 

je  nachdem  /(sc)  ^ 0 für  das  gegebene  x. 

Es  sei  dies  symbolisch  bezeichnet  durch 

x — (x„  xs,  ...  x„)t 

” ( Xp)2,n  t: 

= X-2,«t 
“ (*p 1 , 

wo  die  in  der  letzten  Klammer  stehenden  *p  der  Reihe  nach  diejeni- 
gen sind,  deren  Vorzeichen  mit  dem  von  f(x)  Ubereinstimmen,  be- 
züglich ±,  und  das  letzte  Symbol  das  absolut  kleinste  dieser  xp  bedeute. 

2)  Die  Wahl  r < « bedingt,  dass 

> 

f’+Hc)  ...  </«(*) 

sämtlich  ^ 0 seien,  ausserdem  das  Vorzeichen  von  f(x)  ™ ±. 


Ist  unter  der  einen  oder  anderen  dieser  Voraussetzungen,  in 
betreff  obiger  Reihe,  bezüglich 

f(r)  < 0, 

so  genügt  x wie  ad  1),  nur  t>  statt  k gesetzt,  d.  i. 

x *»  (xj  . . . xt)i 
= (*en  *p . •••  *rj 

WO 

_ FP(c) 

~ fne) 


lieh 


Anmerkung:  In  beulen  Füllen  ist,  wenn  /(r)  ^ 0 um)  x,  . . . xN  sürat- 
sitnl,  ber.iiglich 

x beliebig  ^ 0. 


neg. 

pos. 


III.  1)  Nach  Taylor  ist 


f(x-\-c)  — 


/'M 


+ -*!  *+- 


WO 
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x^>  e 

sei,  und  hieraus  bilden  wir,  falls 

/(*)  < 0 

für  das  gegebene  x,  die  Httlfsgleichnng: 


f'M 


f—He)  , 


£b,xf 

o 


somit  ad  Fall  II : xp  = 

Dp 


V(*  + e)=/W+— jt-  —p*» 

nnd  können  hiernach  schreiben: 

Fp Ce) 

P P'.b.p 
( pr)ar~P 
br  ’ 

- Fallui:  * “ Wb,' 

Ist  r < u,  so  stimmt  bp  mit  dem  Coefficienten  der  p ten  Potenz 
von  x in  obigem  Ausdruck  für  f(x-\-c)  überein. 

2)  Die,  bei  der  Berechnung  von  * nach  II  in  Betracht  kommen- 
den Indices 

Pl>  Pi  • • • P<‘ 

sind  diejenigen  Exponenten,  grösser  als  1,  der  Gleichung 

> 

<f(r+  c)  - 0 

zu  welchen  j j Coofficienten  bp  gehören. 


§ 16. 


x als  Function  von  a. 

I.  Jo  nachdem 

fix)  5 o 

ist,  hat  man: 

K -=  + X — (+  X„  + Kj  ...  ± *,)+ 

==(±*i>,i  ±*r.  •••  +*pj 

wo  die  Glieder  in  dem  letzten  Symbol  positiv  sind , p,  ...  p«  die 
Bedeutung  in  § 15  haben. 

Jene  sind  von  der  Form: 

+ *,,  — C,o«  — K,  (>  0) 

und  wenn  wir  sie  nach  fallenden  Potenzen  von  a ordnen,  so  entsteht : 
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K — (Kk  ...  Kt  . . . K,\ 
wo 

ad  Fall  II:  « =*  r — j? 

C,  — ±y-^»  wenn  bp  ^ 0 

h -=  r—  p, 

9 — r — pm 

ad  Fall  III:  , = p 

C,  — ± . , wenn  *■>  ^ 0 

h =-  pm 
9 — Pv 

2)  Machen  wir  dio  obige  Roiho  der  A',  zu  einer  vollständigen, 
indem  wir  Glieder  mit  unendlich  grossen  positiven  Coofficienten  cin- 
schaltcn,  so  können  wir  setzen: 

K - (Km,  Kk—i  . . . Ä-,+i,  Ka). 

II.  1)  Es  möge  mit 

a»,  t oder  at,  $ 

dasjenige  a bezeichnet  werden,  welches 

K.  - Kt 

erfüllt,  ferner  mit 

<*» 

das  grösste  a unter  as,>fi,  ««,«+2,  . ..  o,.*,  mit 

a,' 

das  kleinste  a unter  i , «<, , 1 2 ...  a,,g. 

2)  Unter  der  Voraussetzung 

Ot  > a, 

ist: 

K = K, 

zwischen  a,  and  spcciell: 

K = Kk  im  Intervall  (0,  at!) 

X “ Kg  - - (flj  oo) 

Findet  jenes  nicht  statt,  so  kann  K nicht  die  Form  K,  annehmen. 

3)  Ist 

a,‘  — a,(  > a,, 

so  geht,  in  a,',  K,  in  Kt  ober,  cs  schliesst  sich  an  das  Intervall  (at  a,‘) 
unmittelbar  (ata/)  an,  und  es  ist 

9 < * < *■ 
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Denn  wäre  t > t,  d.  h.  eine  der  Zahlen  <+l,  «+2  . . . A,  so  musste 
nach  der  Definition  a,  y a,,t  sein,  was  gegen  dio  Annahme  ist 
Hieraus  resnltirt  der  Satz: 

4)  Stellt  man  K dar  durch 

K — K,  ~ C,a‘ 

oder  * — + K durch 

* — Di  cf 

so  ändert  sich  t bei  gewissen  Werten  von  a sprungweise,  während 
K stetig  bleibt,  and  es  nehmen  bei  wachsendem  a die  « ab. 


§ 17. 


T — = (t  — x)  aU  Function  von  3 für  (len  FcM  c = x. 
I.  1)  Im  Fall  II  ist  (s.  § 10  und  § 16  II  4)): 

T-  a(z  — 1) 

D.f(x) 


aP 


Daher 


wo 


T-(z 


<p(z) 

-»iW 

V 

A -=  VDr-pfix), 

i — l 


Axj)(z) 


v>(») 


V<p(z) 

Z>1 


12)  Im  Fall  III  ist  (s.  § 12  und  § 16  II  4)): 

r — - 

a . 

<p  (z)  = *f(x)  — D,  a»  f(x) 
z > 0 

folglich  wegen  * = p: 

WO 

a - Vd,Tw 
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i>(*)  — 1>  ’ 

Y<p  (*) 

o 

3)  Jedem  n entspricht,  nach  obigen  Formeln  für  < p(a),  ein  be- 
stimmtes s und  umgekehrt. 

Während  a sich  stetig  von  0 bis  +cc  ändert,  durchläuft 

im  Fall  II:  * die  Werte  von  -j-oo  bis  1, 

- Fall  III : a - - 0--j-a>. 

4)  Aus  dom  Vorigen  erkennt  man,  dass  in  den  Ausdrücken  für 
T bei  gewissen  Worten  von  * 

• p 

sich  sprungweise  ändert 


II.  Verlauf  von  tp(»)  bei  constantem  p(z>  1) 
a)  Fall  II. 


1)  Es  ist: 


/ , 2 — 1 
»k(2)  = -j — 


und  mit  Rücksicht  auf  § 11  I 1): 


V<p(2) 


VM  — — * (*  — l K<pz)F  voo) — —T 

V £ 

M(a)  {*l)P 

\ + X 
p(<pz)p 

(»-!)»<?(»)  «W 

1 p _ 

(1  -f-  2z-f- . ,(r  — 1)  »r-z)  Vgw 


M(z)  — — (»—  1)  <p'(z)  -f -/>  <p(s) 

- - (r  - 1)(*  - 1)**— * +p  ((r  - 1)  - rzr— * + 1) 

= — *r-2  N(z)  -(-p 

— — *r-2((r  — l)(r — p)zr — r(2(r  — 1) — p)»r_1-(-r(r  — 1))  -f-p 
= p(z—l)*G(z) 
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ff  fr) 


U>'fr)  . »(*)• 

= — 1)* 

„ fr—  1Kr~  ?)  ar-2_f_(r_2)Sf-3  + (r  — 3)  *'-«  + ...  2a +1 

P 


2)  Diese  Gleichung  hat  nur  dann  Eine  positive  Wnrzol 

tt 

Ha 

wenn 

2 < p <,  r 

was  r a 4 bedingt. 


z,"  ist  zugleich  die  einzige  positive  Wurzel,  > 1,  von 


und  die  Wurzel,  > 1,  von 


+fr)  ■=  0 

M (z)  = 0 


3)  Ist  i p’(z),  und  also  auch  G fr),  < 0,  so  nimmt  an  der  be- 
treffenden Stelle  i |>fr)  | a|)  | und  da 

G(l)  — r — > 0,  wenn  p > 2, 

G(+cc)  < 0,  falls  p < r,  sonst  > 0, 

so  folgt: 

Ist  p m*  2 < r,  so  nimmt  ip  ab  zw.  1 u.  -f-  oo  u.  zwar  von  1 bis  0 

. p r > 2,  - - ip  zu  - 1 - -foo  - - - 0 - j/ 

- 2 <p  <r,  - ist  <l> (*.")  ein  Maximum 
und  es  nimmt  von  z =■  1 bis  z = z":  ip  zu,  weiterhin  ab. 


b)  Fall  III. 

1)  Hier  ist' 

ipfr)  — y - — . wo  <p(z)  = l + (*  — 1)«' 
Y<p(z) 

. p<p(z)—z<p'(z) 

n>  fr)  = j—  — 

-+x 

(<pz)P 
G(z ) 

-+1 

(qpa)P 

wo 
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Sie  bei:  Exacte  Trennung  der  reellen  Wurzeln 


G( z)  — p — «'(**— P»+P)  =P9(*)~  **«* 

- (j-‘)‘,+  ri(I-,)I‘+3ii('-‘V+  - 

(O'M  - -»•*(« -p  + 2)) 

2)  Man  findet  ähnlich  wie  ad  1): 

Ist  p = 2,  so  nimmt,  während  > von  0 bis  -f-  oo  wächst,  t/>( j)  ab 
und  zwar  von  V2  bis  0. 

Ist  p > 2,  so  ist  v(-t")  ein  Maximum  und  cs  nimmt  von  » — 0 
bis  * = y(«)  zu,  dann  beständig  ab.  (y(0)  = 0,  t/>( «)  = 0) 

it 

*• 

ist  die  pos.  Wurzel  von  (?(*)  = 0 und  auch  von  y'(*)  = 0. 

§ 18. 

Grösster  Wert  der  Function  T,  falls  x const  = c,  a variabel. 

I.  Bezeichnungen. 

1)  Es  seien 

*lj  j 

diejenigen  Werte  von  z,  bezüglich  o,  die  nach  den  Formeln  für  g>(z) 
in  § 17.  LI)  und  2) 

1 H 

ff*j  O*  i 2* 

entsprechen. 

2)  Von  den  Zahlen  a„  a,',  a,"  soi 

a" 

die  mittlere,  das  zugehörige  2: 

Dieses  z"  ist  zugleich  der  mittlere  Wert  von 

r *1 

*»,  *»  , *» 

3)  Von  sämtlichen  a desjenigen  Intervalls 

a,') 

worin  x = D,  a’,  sei 

Ta, 

das  vorteilhafteste  a,  d.  h.  dem  für  dieses  Intervall  das  grösste  T: 

•7, 

entspricht  Das  zugehörige  2 sei: 

**1. 
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4)  Die  überhaupt  vorteilhaftesten  a,  z,  T seien 

»o  , »z , » r 

womit  wir  auch  der  Kürze  halber 

’ös,  'z3,  'T, 

bezeichnen  wollen,  wenn  vom  Intervall  (a„  a,‘)  die  Rede  ist. 

5)  Die  Reihe  der  bei  wachsendem  a auf  einander  folgenden 
Ausdrücke  für  k (§  16.  n.  4))  sei 

D*a*  ...  Dman  ...  D,a',  Dta1  ...  D3a9 

so  dass 

h ^ . . ,m>  ...  t > t ...  ^ g 

Ferner  bedeute 
das  »a  im  Intervall 

(dm  at) 

II.  Grösstes  T für  das  Intervall  ( a,a ,•). 

1)  Fall  II. 

wenn  p = 2 < r,  so  ist  ea,  = a,\ 

„ 2 < p = r „ »a,  = o,', 

» 2 < p < r „ *a,  = a," 

(log”«»,  = dem  mittleren  der  Wcrto  logo,,  log  as',  logo,"). 

2)  Fall  III 

wenn  p = 2,  so  ist  »a,  = a, 

« V > 2 „ »a,  = a,” 

3)  Setzen  wir 

im  Fall  II:  a",-i  ==  + »,  o"0  = 0 
„ „ IlI:«/~0, 
so  gilt  allgemein 

»o,  — o„”, 

2 — »r, 

(Siehe  I.  3.)). 

III.  Voruntersuchung  zur  Ermittlung  des  über- 
haupt grössten  T. 

a)  Fall  II. 

Es  sei 
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Siebet:  Exacte  Trennung  Her  reellen  Wurzeln 


wo  nach  § 16. 


und  nach  § 18.  1.  1) 


o«  /, 

® — Z~iT  y * — Tr  7 

fl«  fl« 


a«,<  “ ««'  — o/ 


Kl: 


r-i r-f 

V *(.«")  * °'  - V »(„") 


2)  Alan  erhält 


und  hieraus 


0<—>'.-o  = /)'r‘ . 

D.'-t  (/(*)•-< 

T(r-/,(.-/)==  £C!.(se!j>ül 

/v-<  (/*)»-< 


<r-  _ <P*a" 

— <ps,"  < 1 


nämlich  < 1,  da  z"  > z,"  (siche  § 20.,  7) ) und  <p(z)  mit  z wächst. 
$ 11.  II). 

b)  Fall  III. 


1)  Es  sei  * > t > 2, 


e,  t,  a,,t  wie  vor, 


1/W') 

V D. 


A*)’ 


Wir  finden: 


I 


«•(*-<)  = 


A*  (/*)—« 


*<(•-<) 


3) 


<P-t  . , 

<P*."  S 1 


Df  u*y-1 

h,‘  ‘ (tpzt"y~‘ 


nämlich  < 1,  da  z"  > z"  (s.  §.  21.  II.  I.  2))  uud  <y(;s)mit  t wächst. 
(§•  13.  II.). 
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IV.  Bestimmung  des  überhaupt  grössten  T. 

1)  Nach  III.  a)  3.  und  b)  3.  bedingen  sieb 

ff  < 1 und  t > 1, 
r > 1 und  ff  < 1 

d.  h. 

2)  Ist  a,"  < a,'  so  ist  at"  s,  ni  ( <,  at) 
nnd  ist 

at  at",  SO  ist  («»  Off«'  v a," 

3)  Durch  wiederholte  Anwendung  von  2)  in  Verbindung  mit  II. 

3)  resultirt: 

Ist  a,"  < a,‘,  so  ist  ro,  . . . g =-  ra,  = a", 

„ at  <,  a ",  SO  ist  vat,...t  =*  vat  at" 

4)  Dagegen 

falls  a,'  <,  a bat  man  = ,at...l 

„ a"  < a,  „ „ rah...t  ■=  rat,..t, 

5)  Mit  BQcksicht  auf  II.  3)  gelten  die  Sätze  unter  2),  3)  uud 

4)  allgemein,  ohne  die  Beschränkungen  ad  Fall  II.:  r — 2>«,  t > 0. 

ad  Fall  III:  t > 2. 

6)  Aus  3),  4)  und  5)  gebt  hervor,  dass 

ein  ganz  bestimmtes  und  bestimmbares  a ist. 

Nach  3)  findet  man, 

wenn  a.  < a,"<  a,‘  dass  •«  = a,"  (=  os"), 

„ ai"  < a,t  < Os"  „ *«  = a,t  ■=*  o,‘  = at 

Diesem  a = *a  entspricht  nach  den  Formelu  iu  § 17.  I.  1)  und 
2)  das  grösste  T: 

7 — '7' 

§ 19. 

Wahl  von  a. 

I.  1)  Ist  c — * und  f(x)  hinreichend  klein,  welcher  Fall  für 
die  Trennung  der  Wurzeln  besonders  iu’s  Auge  zu  fassen  ist,  so  hat 
man  nach  § 18.,  IV.  3)  uud  5) 
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a)  ad  Fall  II.,  wobei  r =»  r«,  ^ />,  ist: 

*a.  ■=  a,"  — 

sowol  für  jedes  * zwischen  g und  A,  als  für  » — g 2. 

Hieraas  resaltirt: 

Von  allen  a ^ a*'  ist  o*'  das  vorteilhafteste;  das  überhaupt 
zweckmässigste  ist  somit 

Ta  = «o*  = nkm  — «r-T, 

(=  n»'  = ar_Pl ; wenn  h = r — 2,  d.  i.  ;j,  = 2). 

b)  ad  Fall  III  , wobei  > ;>,  ist: 

»O,  = fl,"  •=  fl,' 

für  jedes  * > 

Daher  ist 

»a  - ™ „»= 

(=  o,'  — fi,, : wenn  j — 2). 

2)  Falls  j>«  > p,,  c < j-(  < c'),  /(<■)  uud  (*  — c)  hinreichend 
klein  sind,  weicht  *a  ad  Fall  II.  von  ru*,  ad  Fall  III.  von  «a,  nur 
wenig  ab. 

3)  Ist  pm  > />,,  e und  i beliebig,  so  lässt  sich  im  allgemeinen 
”fl  nicht  ermitteln. 

Um  uns  für  ein  « zu  entscheiden,  wühlen  wir  mit  Rück- 
sicht auf  I)  und  2) 

im  Fall  1 1. : o = o»'  = a\- , „ 
im  Fall  III.;  a = a,  = ap 

II.  Behandlung  des  Falles  = p,  (c  ^ x). 
a)  Fall  n. 

Für  r — ■ p*  = p,  (>  2)  hat  man : 

*“*  ” (*-•+■><*-»>.  -pW  - l/c'Jf+a)' 

sodass 

_s—  1 
Ycp(z) 


W = Max' 
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wenn  (s.  § 17.  II.  a))  « seinen  grössten  Wert  hat,  der  a =0  ent- 
spricht, d.  i. 

r 

. i/~i  Tw 

wenn  c — x ist  t — x — y r • -j-— • 
c<at  „ t -x  — (*  — e)(*  -1) 

WO 

, . 1 /w 

b)  Fall  III. 

1)  Ist  p«  = Pi  — p — 2,  so  ist 


Daher 


, _ * es  aP  /*W 

* * — «’  qw  ”p!  4, X*-*) 


, £_  l//W  1 

x * \ p!  pt 


' Max. 


wenn  a — 0,  nämlich  (s.  § 17.  II.  6.  9)): 


--VV-V? 


s/W 

(«) 


d.  i.  derselbe  Wert,  anf  den  das  Verfahren  in  § 8.  (Fall  I.)  führt. 
2)  Ist  p-  = p,  = p > 2 und  c = *, 

so  ist  „ 

* — x = Max.;  wenn  t = tf  , 
d.  i-,  weil  für  dieses  s nach  5 17.  II.  b.:  p<pz  — e'e*, 


, _r  l/'W 

t-z-cPy  ^ 

P 

Cf  = z ]/  —,,  * = *p" 


Speciell  hat  man: 


Cs  = 1,01,  Q = 1,19,  C’s  = 1,44 
6-8  = 1,72,  6,  = 2,02,  6'8  = 2,33 


3)  Ist  p > 2 und  c < *.  so  ist 


t — x = -,  a 


P , . _ <*  ./'(*) 

-X_C’  — p!i,  et 
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Näherungalterte  von  zp"  im  Fall  II. 

Wir  legen  von  den  Gleichuugen,  dereu  Wurzel  2,"  ist  (s.  17. 
II.  a)), 

WO 

(f(~)  — (r  — 1 ):r  — r zr~  * -f- 1 

zu  Grunde. 

Die  erste  Derivirte  ist: 

M‘(z)—  — r(r — 1)  (s  — l)sr~s  ( (r  - p)z  — (*•  — *) ) 


“ (»•— 2)(*  — l)((r— p)*— (r-3))-f»((r— p)*  -(r— 2)) 

2)  M(z)  ist  — 0 für  i — 1 und  z = z,'\  dazwischen  pos., 

„ z > z,"  negativ. 


M'(z)  = 0 für  z = 1 und  s = , dazw.  positiv 

r - p ‘ 

- *>TrZl  ,,cBativ- 

r _ 3 r 2 

Af'(t)  = 0 für  ein  zwischen  und  • liegendes 

v r — p r — p 

von  1 bis  zu  diesem  2 positiv,  darüber  hinaus  negativ. 


* -c-  ;.) » • ;.) 

=>•  r 
ct 


-...  <0 


Zwischen  diesen  Grenzen  von  z,"  ist  M"(z)  < 0.  Der  Unter- 
schied beider  ist  —_■■■.  ^1,  woraus  folgt,  dass  die  Anfaugsziffer 
2 

von  z"  mit  der  von  übcreinstiinmt. 
r—p 
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5)  Für  den  Fall  p — 3 linden  wir  in  nachstehender  Weise  eine 
r — 1,5 


nähere  obere  Grenze 


* — p 


Boweis : 


r_o  <«"r-3<  r_  1’5. 

r — a r — 3 


Aus  M(z)  =p(3-l )»(?(,)  und  jW'(j)=p(*-l)»c;'(3j+2p(,-l)C(,) 
ergiebt  sich 

M‘(z)  O'jz)  2_ 

A/(z)  " G (z)  + z — 1* 

r — 2 

Für  - — r — ist  nach  2)  M'(z)  — 0,  Af  (s)  =»  Max.  X 0,  somit 

„ O'W 


G(z) 

G\z) 


6?(zi  +*-1' 
s— 1 


G(z)  = - - — 2—  1}  z--s+  (r  — 2)sr  3 — j—  (r  — f—  3)sr  — }—  1 


<?'(*) 


(r  - - /))  (r  — 1 ) (r  — 2) 


s'-3+  (r  — 2) (r—  3)z-— * -f-  ...  2 . t 


<7*(z)  _ _ fr~ p) (r  — l)(r  — 2)(r  — 31  _4 
P * 

+ (r— 2)(r— 3)  (r-4)^-5  -f  ...  3.2.1 
Man  findet,  in  unserm  Fall  p -=  3: 


0(1)  >0,  0'd)  = O,  G"(\)  < o, 

> < 

G(z)  = 0,  wenn  * = 

< > 

G'z)  <0  „ a > 1, 


G"(z)  ZO 


>1 


Nach  Euler  liegt  daher 
zwischen 


r — 2 
r—p 


, G(z , ) z.  — 1 

und  z,  =■  s,  — v-:;  , -=  z,  + -1 

6(*i)  2 


d.  i. 


**  — ’:~§  (W. z-  *>•) 


Arch.  d.  Math.  u.  Pbjr«.  2.  Eeih«,  T.  Y. 


21 
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Siebei:  Krönte  Trennung  der  reellen  Wurzeln 


6)  Tabelle  über 


r 

V | 

t 

rt 

*1 

4 

3 I 

1 

2,414 

5 

4 

1 

3.627 

5 

3 

2 

1,697 

6 

5 

1 

4,733 

C 

I 4 

2 

2,304 

6 

3 

3 

1,461 

7)  Nach  4)  hat  man: 

r ■ — 2 


> Me"  < 


1 


und 


r — 2 „ r—  1 

< < s'  < ( 


woraus  folgt: 

Ist  / < * r — 2^,  so  ist  z,"  < z" 


( r~x 
1 wegen  — 


§ 21. 

Atiherungzieerte  von  z,"  i*  Fall  111. 

I.  1)  Es  ist  nach  § 17.  II.  b) 

Zt” 

dio  positiven  Wurzel  von 

G(z)  — p <p(z)  — z’**  — p — «*(**  — pz+p),  wo  p > 2. 

Die  beiden  ersten  Derivirtcu  sind: 

<?'(.)  = -ee(t-(p-2))z 

G"(z)  — —«'(**  — (p  — 4)z  — (p  — 2)) 

Man  findet: 

G(z)  “0  für  s = 0 und  z = z.", 
pos.  zw.  0 und  z,",  neg.  für  z > z," 

G‘(z ) = 0 für  z = 0 und  z = p — 2 
An  der  Stelle  p— 2 ist  G(z)  ein  Maximum.  G"(z)=0  für  ein  zwischen 
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p — 3 und  p — 2 liegendes  *,  pos.  von  * — 0 bis  zu  jenem  z,  weiter- 
hin negativ. 

2)  Ferner,  da  G(p  — 1)  «p-i  < o,  so  liegt 

z" 

zwischen  p — 2 und  p — 1. 

3)  In  diesem  Intervall  ist  G'(x)  < 0 und  G"(x)  < 0,  sodass 
nach  Enler  der  Ausdruck 


G(p- 1)  eP-'  — p 

P G'ip- l)~p  <p- l)*r-i 

= *'  + 


(p  — Der-1 


•p  — 1 — ; 


_p(p— 2) 
p— 1 p-i 

eine  nähere  obere  Grenze  von  ist 
Es  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  auch 


eine  obere  Grenze  von  ist. 
Beweis : 


wenn 


- «(*')=!  — 7 . <0 

p [p—  1;*  " 


(p  — <«P(P~ 2) 

oder,  — 1 — t gesetzt,  wenn 


um  so  mehr,  falls 


t2*  < e**-1,  wo  < ^ 2; 
<— l 

y<  < v'« 


Dieses  findet  statt  für  t > 3,  während  t = 2 und  < = 3 die  vor- 
letzte Ungleichheit  erfüllen. 

4)  Die  grösste  Wurzel  von 

P*+P  — 0» 

nämlich 

p-\-Vp{p  — 4) 

*•  = ~~  2 

ist  reell  ^p  — 2^,  wenn  p ^ 4. 

ai* 
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Sit  bei:  Kr  mit  Trennung  der  reellen  Wurzeln 


Da  <?(*,)  = p > 0,  so  ist  j,  eine  untere  Grenze  von  **". 
II.  Aus  I.  rcsultirt: 

1)  Ist  « = 3,  so  ist  1 < < 1,5 

„ » = 4,  „ 2 < r,"  < 2, CG 

^ i p-hVp(r—  *)  ^ s p(p-2) 

^ 2 ^ **  ^ 

« 

In  jedem  Fall  ist:  p — 2 < > — 1. 

Tabelle  über 


—p 

It 

*1 

| *=P  j **" 

3 

1,36 

0 4,75 

4 

2,56 

7 ; 5,80 

5 1 

3,67 

8 1 0,83 

2)  t - 2 < ji"  < t — 1 
und 

* — 2 < a,"  <,  * — 1 

woraus  folgt: 

Ist  t < »,  so  ist  < *«" 
wegen  /—I  ^ — 2). 


§ 22. 


Intervalle  (xt),  (*  x)  oAne  Bürzeln,  z gegeben , l geeueht. 

I.  Vertauschen  wir  iu  § 6.  x und  t mit  einander,  sehen  x (das 
frühere  ()  als  gegeben  au  und  machen  ff(u)  “■  — kfx<^Q,  so  wird 
auch  //(<<)  ■=  — k/l  <[  0. 

Zwischen  x uud  der  Wurzel  t von  H(xt)  — 0 liegt  somit  keine 
Wurzel  von  fx  — 0. 


D.  h.  es  findet  dieses  statt,  wenn  in  einem  x und  t einschliessen- 
den  Intervall  (cc'),  t wie  x als  Abscissc  gedacht,  folgende  Bedin 
gungen  erfüllt  sind: 


SH>  > 

= 0,  wenn  x — t = 0, 
8x  < < 


8*ff 

0t* 


>0 
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H(xt)  sowie  die  ersten  und  zweiten  partiellen  Differentialquo- 
tienten nach  x und  t müssen  endlich  und  stetig  sein. 

II.  1)  Eine  solche  Function  ist: 

H(xt)  = F(t)  - G(x)  -H*  - <)  <?'(*)) 

wo 

£?(*)  - F(x)  + kf(x), 

F[x)  “ x2  -{-  Ax-\-  B, 

2 -\-kf"x(—  G"x)  >0  iw.  c und  c', 
kf(x)  > 0. 

Mau  findet: 


(<  — x)>  — kf'(x)(t  — x)  — kf(x), 


i ist  also  unabhängig  von  A und  B,  die  eine  Wurzel  ist  > x,  dio 
andere  < x. 


1)  Diese  Formel  kann  man  auch  aus  der  Taylor’schen  Entwicklung, 

/<•)  = m +(«-*)  f w + (c^t  r («). 


wo  u zwischen  z und  tu  liegt,  ableiten.  — 

Intervalle  (z/)  und  ( tx ),  wo  z gegeben,  t gesucht,  die  keine  Wurzel  von 
/(x)  = 0 enthalten,  lassen  sich  auf  Grnnd  der  Taylor’schen  Reihe  auch  so  be- 
stimmen : 

I)  Ist  tu  die  x auf  der  positiven  Seite  benachbarte  Wurzel,  so  hat  man: 
/(“)  — fM+(to—x)f(u) 

Daher,  unter  Beibehaltung  der  Bezeichnungen  in  § 4.  II.,  statt  o,  b gesetzt 

e, 

'•((o  — x)  = 

S)  Ist  dagegen  z eine  obere  Grenze  von  tu,  so  findet  man  ähnlich  wie 


(±fx) 

>(T  r*) 


vor: 


<(x  — g>)  = 


j±r* L 

>(±f'x) 


wo,  wie  früher,  die  eingeklammerten  Grössen  positiv  seien,  also  die 
Zeichen,  zu  nehmen  sind  je  nachdem  fx  ^ *=  0. 


oberen  \ 
[unteren/ 


Ist  ad  1)  bezüglich  1pj\x')  <0  oder  ad  2)  -(-/'(z)^!),  50  ^*8*  2w>*chne 
sc  und  c 1 ad  1)  resp.  zw,  x und  e ad  2)  keine  Wurzel  von  /(x)  =0. 
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Siebei:  Exacte  Trennung  Her  reellen  Wurzeln 


3)  Geometrische  Bedeutung. 

Dio  Abscissen  der  Durchschnitte  der  Curven 


y = F(x) 
und 

y - G(x)  - F(x)  + kf(x) 
sind  Wurzeln  der  Gleichung 

\f(x)  - 0. 

Beide  Curven  sind,  in  der  Richtung  der  positiven  y-Axo  gosehen 
convex. 


Die  beiden  t ad  2)  sind  die  Durchschnitte  der  Curvo  y — F(x), 
mit  einer  Geraden,  welche  die  Curvo  y — G(x)  in  dem  x entspre- 
chenden, Curvenpunkt  berührt. 

III.  Nach  dem  Vorigen  liegt  zwischen  x und  jedem  der  beiden 
t ad  II.  2)  keine  Wurzel  von  f(x)  = 0,  somit  koino  solche  zwischen 
diesen  beiden  t. 

Das  Quadrat  ihrer  Differenz  ist 

wo 

<»,  und  a>, 

die  x auf  der  negativon  und  positiven  Seito  benachbarten  Wurzeln 
von  f(x)  — 0 bedeuten. 

Denken  wir  uns  x variabel  zwischen  a>,  und  o>„  setzen 
<p(x)  = (kf'xy+ikf(x), 

so  ist  für  jedes  x 

<f(x)  < (•),— 0),)» 

Die  erste  Derivirte 


<p'(x)  = 2kf\x)  (*/*(•)  + 2)  - 2k /•'(*)  G"(x) 

hat  wegen  (?"(*)> 0 das  Vorzeichen  von  kf‘(x)  mithin,  da  kf(x)~^> 0, 
das  von  f(x)  f(x). 

Sind  daher  die  Wurzeln  von  f’(x)  = 0 zwischen  «*,  und  co,  der 
Grösse  nach  v,,  v,  ...,  so  ist 

<p(x)  ein  Maximum  für  v,,  v3  ... 

(ein  Minimum  für  vt,  v4  ...). 

Setzt  man  der  Reihe  nach  oi,,  v,  für  x,  so  erhält  man  als 
untero  Grenzen  von  (o>,  — <»,)*: 

(fc/-'®,)*,  (*/'»,)»,  «/(»,), 
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von  denen  der  letztere  Wert  der  grössere  ist,  falls  sich  zwischen  a>t 
und  ca,  nur  eine  Wurzel  vt  von  f'(x)  — 0 befindet. 

Diese  Werte  entsprechen  denen  von  d'  in  § 4.  III.  1)  2)  3)  be- 
züglich zfj  in  § 4.  IV.  1)  2)  3). 


m 

Anleitung  zur  Trennung. 

§ 23. 

Zueainmenfaetung  der  HauptrenUtate. 
Trennungsmethodo  Ls 

Das  Trennungsprincip  ersiehe  ans  § 5.  und  § 6.  V.  Das  Ver- 
fahren besteht  darin,  zu  gegebenen  Werten  von  i *),  nach  § 8.,  t zu 
berechnen,  jedes  gefundene  t oder  einen  Näherungswert  zwischen  x 
nnd  ( als  nenes  x annehmond. 

(Die  geometrische  Bedeutung  ergiebt  sich  aus  § 7.,  II.). 

Wir  haben  die  Formeln 

wo 

t wie  x zwischen  c und  c', 

■>  „ /obere  \ Qrenz0  von  /"(*)  in  Bezug  auf  ( ec' ) 
y ■=  f x = \untere  / 

je  nachdem  f(x)  ^ 0. 

Die  Trennung  erfolgt  in  positivem  oder  negativem  Sinn. 

Siehe  das  Beispiel  § 25.  II.  2). 


1)  Es  ist  dabei  vorausgesetzt , dass  das  x,  von  dem  man  ausgeht,  keine 
Wurzel  von  fl»  = 0 ist. 

Um  für  eine  m-fache  Wurzel  x ein  Intervall  (xt)  oder  ((»  mit  höch- 
stens Einer  Wurzel  ausser  der  mehrfachen  zu  ermitteln,  berechne  man  I so, 
dass  zwischen  r und  t keine  Wurzel  von  /”*(»  = 0 liegt  (nach  § 8».  II.). 
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Siebei:  Exacte  Trennung  der  reellen  H urzeln 


Trcnnungsmetbode  I*: 

Wie  vor,  mit  dom  Uuterschicd,  dass  mau,  wenn  l i m gefunden, 
für  das  neue  x nicht  wie  bei  Methodo  I.  einen  zwischen  x und  t 
liegenden  Näherungswert  von  t wählt,  sondern  einen  solchen  über  t 
hinaus,  und  den  IIQlfssatz  2 in  § 9.  anwendet. 

Siehe  die  Beispiele  in  § 24.  III.  2)  ...  6),  § 25.  I.,  § 25.  II.  1), 
§ 25.  III. 

Trcnnungsmothodc  Ib. : 

Nach  den  Formeln  des  § 8.,  wio  bei  Methode  I.,  unter  Anwen- 
dung der  Hülfssätze  2,  3 in  § 9.,  indem  man  zugleich  von  x,  aus  in 
positivem,  von  x,  > x„  aus  in  negativem  Sinn  fortschrcitet 

Diese  Methode  empfiiehlt  'sich  zur  Trennung  zweier  sehr  naho 
liegenden  Wurzeln,  in  deren  Nähe  keine  weiteren  Wurzeln  sich  be- 
finden. Man  erhält  in  diesem  Falle  einen  Näherungswert  der  zwischen 
jenen  Wurzeln  liegenden  Wurzel  der  ersten  Derivirte».  (§  9.,  3)). 

Das  Weitere  erhellt  aus  den  Beispielen  § 24.  I.,  §.  24.  II. 

Modification: 

Zur  Trennung  dreier  sehr  nahe  liegenden  Wurzeln  wende  man 
diese  Methode  auf  die  Gleichung  / '(x)  ■=■  0 an,  u.  s.  w. 

Siehe  Bspl.  § 24.  III. 

Mitunter  wird  man  sich  zweckmässig  teils  der  einen,  teils  der 
audern  dieser  Methoden  bedienen,  (wie  in  dem  Beispiel  § 24.  III.) 

Trennungsmethode  II.: 

t wird  nach  den  Formeln  des  § 10.  berechnet,  im  übrigen  ähn- 
lich wie  bei  Methode  I.  verfahren. 

Man  hat 

t = x- (-(*—  c-)-a)(s — 1)  ^ c', 


<?>r«  - (r-iy-r*'- 1 ‘ + 1 
* > 1, 

«“7 
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Je  nachdem  f{)  ^ 0,  bilden  wir  die  Hülfsgleichung: 


j(x)=  f(x-\-c) 


< /■(*)“  „ , /W—1  H j , /— 2(C)  „ , , . .. 

= üt"  + (ü^iyr 1 + &=wx 

— £ brxT 
0 

> > 

die  Grenzen  ^ f(x-\-e)  und  ^ f[x)  in  Bezog  auf  ein,  x oinschlicssen- 
des,  Intervall  (cc‘)  genommen. 

Die  Exponenten  bezüglich  der  | | Glieder  seien  von  » 

anfangend  bis  2 einschliesslich  : 

Pm,  pm—\  ...  Pi 

wo  j>wk  > 2 vorausgesetzt  sei. 

(Ist  j)m  — 2,  so  verfahre  nach  Mcthodo  I.). 

Wir  unterscheiden  mehrcro  Fälle. 

1)  pm  =?!  und  c =■  x: 


, _ l/  l /(*). 

‘-*=  r r — 1 17 


2)  pm  — Pi  und  c < x: 


t — x «=  (x  — c)(a — 1) 

, , 1 f(x) 


Wir  wählen  u so,  dass  sich  eine  obere  und  untere  Grenze  von  /*(*) 
leichtest  möglich  bestimmen  lässt,  wenn  /*(■*)  algebraisch,  vom  nten  Grade, 
so  im  allgemeinen  zweckmässig  u = n,  sodass 

> 

^ f*(x)  = fn(x)  — const.  e'  = -f-  oo . 

Aach  ist  za  beachten,  dass  wenn  y(x)  zwischen  c und  c'  sein  Vorieichen 
nicht  indert,  von  dem  Fourier’schen  Theorem  Gebrauch  gemacht  werden  kann. 
« !)• 
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Siebet:  Exacte,  Trennung  der  reellen  Wurzeln 


3)  pm  ^ Pi  und  c ^ x 

Bestimme  nach  einander: 
r=p»(>  2); 

i»  ^ der  kleinsten  der  Wurzeln  von 


*p i — xr»i  *p.  — xr«  • • • *p i xpm ; 


* mit  Hülfe  der  Tabello  I.  in  Teil  LX.  dieses  Archivs,  wenn 
r < 7,  sonst  nach  § 11.  UI.;  schliesslich 


t wio  oben. 


Sieho  § 26.,  Beispiele. 

Trcnnungsmcthodo  III.: 

Wir  berechnen  t nach  den  Formeln  des  § 12.  uud  verfahren  im 
übrigen  ähnlich  wio  bei  Methode  I. 

Man  hat 

‘“a;+i(=  c')’ 


«PW  = 1 + (a  — l)e*  ^ Q, 

s > 0, 


Q - 


*/(*) 


> 0 


Zunächst  bilden  wir 

> 

g{x)  = ^ f(x-\-c)  — 2bpxt ') 
» 

wie  ad  Methode  II. 

Ist 

1)  pm(=pt)  = 2,  c 
so  setze 


1)  In  Betreff  der  Wahl  von  u siche  die  Anmerkung  zu  Methode  II. 
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t-  -x  ' 

2)  p*  -=  p,  = p > 2,  c = * 
so  setze 


1/V(*> 
K rw 


( — x ■=  C, 


i/7w 


C,  nach  §.  19.  II  b)  2. 

3)  p > 2,  c < x 

so  wähle 


t — X = z . 


4)  pm  > Pi  nnd  c ^ x 
Berechne  nacheinander: 
o der  grössten  der  Wurzeln  von 

*ti  — *r.i  *Pi  “ *?.  • • • " *p„ 


wo 


X?  ” P!  bv  ' 

z mittelst  der  Tabelle  (s.  $ 13.  III); 
m 

t — x — - 
a 

Siehe  die  Beispiele  in  §.  27.  und  §.  28. 

§ 24. 

Algebraische  Beispiele  z«  rfen  Methoden  /.,  /°.,  i4. 

L f(x)  - ®«  + 312zs+  23337z1  - 14874*  + 23G0  ') 
(nach  Methode  I4). 


1)  Die  Theorie  und  Auflösung  der  höhern  algebr.  und  der  transcendenten 
Gleichungen  von  Dr.  C.  H.  Schnusc.  Braunschweig  1850. 

S.  116.  s.  f.  — Die  zu  trennenden  Wurzeln  sind: 

0,31666447  ...  und  0,31666517  ... 
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Siebei:  Erncle  Trennung  der  reellen  Wurzeln 


1)  * = 0,  c — o,  c'  = 0,5  (obere  Grenzo  der  Wurzeln) 
rw  -=  1 2 X*  4- 1872  *+466  74 

A*)  = 2360  > 0,  >/"(*)  = r'(0,5)  “ 47613 


_ 1/4720 
~~  V 47612 


47613  “°'S1 4» 


2)  x -=  0,5,  c und  c'  wie  vor,  t < x gesucht. 


fix)  = 796,32 


t = 0,5 


1592,64 

47613 


0,3171  ... 


3)  X = 0,31 ; e — 0*1 1 ; c'  — 0,32 

fix)  = 1,04  9732  j >f'\x)  —f'\ 0,32)  = 47274,3 

fix)  = 0,000000013176  > 0 

4)  x •»  0,32 ; c und  c'  wie  vor;  t < x gesucht 
f(x)  = 0,262901 76 

‘-^-^/wr0,*“665 

/■(<)  < 0,  während  / (0,316  666)  > 0. 

5)  x = 0,31  6665;  c — 0,  & = 00 
/(x)  < 0,  f\x)  zw.  c und  c'  positiv. 

Es  liegen  zwischen  0 und  co  zwei  Wurzeln  und  zwar  nach 
dem  Vorigen 

0,316664  ...  und  0,316665  ... 

II.  fix)  — 6*5 + 1890**  + 152756  x* 

+ 1477104**—  1145108* + 213  720 

(Nach  Methode  I*). 

Es  ist 

fix)  = 120*s  + 22680**  + 916536x+2954208 

Da  fix)  > 0 für  x > 0,  so  hat  fix)  = 0 höchstens  2 reelle  positive 
Wurzeln  tu,  und  o>s. 
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1)  x — 0;  c = 0;  c' = 0,5  (obere  Grenze  der  Wurzeln) 

/ (x)  = 213  720 ; ^ f"(x)  — f"{  0,5)  = 3418101 
t = 0,3530 

1*)  x = 0;  c = 0;  c — 0,37. 

/•(*)  = 213720;  > /*'(*)  — /"(O,  37)  = 3290437, 

« = 0,30009 

2)  x = 0,30;  e und  c'  wie  vor. 

/(*)  = 72,503358. 

t — 0,386035. 

3)  x — 0,37 ; c und  c'  wie  vor,  ( < x gesucht. 

f(x)  — 18,590537. 

• t = 0,366642. 

Nach  dem  Satz  § 9.  3)  liegt  zwisclion  den  beiden  letzteren  t die 
Wurzel  von  f'(x)  = 0,  diese  ist  also  annähernd  v = 0,30004. 

/•  0,3000  — 0,002027  > 0 
f 0,30604  < 0 

f 0,36006  = — 0,00003349  < 0. 

Man  findet 

(o,  — 0,3666  . . 

= 0,36666  . . 

m.  fix)  — x6  + 378x5  + 381 89  x*  + 492368  xs 

— 572554  xs-j-213720x — 26352  = 0>) 

(Teils  nach  Methode  I,  I*,  Ik). 

Es  ist: 

n*)  — 30x4  + 7560  x3  -f-  458208**  + 2954208  x — 1145108 

1)  x = 0;  e = 0;  c = 0,5  (obere  Grenze  der  Wurzeln). 

f(x)  - - 26352 ; </"(*)  = f'(0)  = - 1145108. 

t — 0,2145. 

2)  x = 0,2;  e = 0,2;  c'  = +a> 

/■(x)  = - 2509,99 ; V'W  - T(0, 2)  = - 535875. 
t = 0,2967. 

J)  The  general  theory  and  iolution  of  equations  of  the  higher  Orders  . . . 
By  J.  R.  Young,  2.  e.  d.f  London  1842. 

Die  Theorie  und  Auflösung  der  höheren  algebr.  und  der  transc.  Gleichun- 
gen . . • von  Dr.  C.  H.  Schnusc,  Braun  schweig  1850.  (S.  245  s.  f.  u.  S.  271.) 
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3)  sc  “ 0,3;  c — 0,3;  e'  = 4-co;  t < x und  ( >•  * gesucht. 

f(x)  -=  — 161,67383 ; <f"(x)  = 0, 3) 217397,12 

( 0,261  < 0,2967 
* “ \ 0,338 

4)  x = 0,33 ; c und  e'  wie  vor. 

f(. t)  = — 26,9298. 

t — 0,345  . . 

5)  x = 0,35;  e = 0,34;  c'~+oo;  1 < x und  x gesucht 

f( r)  - - 2,526146. 

{ 0,3424  < 0,345 
1 “ \ 0,3576 

6)  x = 0,36 ; c — 0,35 ; c'  = -f-  oo 

fix)  = — 0,1606395. 

_ ( 0,3566  < 0,3576 
‘ ~ \ 0,3634 

Statt  in  bisheriger  Woiso  fortzufahren,  wodurch  wir,  wie  ersicht- 
lich, nur  langsam  znm  Ziel  gelangen  würden,  bebandelu  wir  die 
Gleichung 

fix)  = 0 

nach  Methode  lb  und  erhalten  nach  II,  indem  wir 

e = 0,36  und  e — 0,37 
setzen,  zu  * = 0,36  : t = 0,3666  35 

* = 0,37:1  = 0, 3666  42. 

Beide  t haben  die  gemeinsamen  Ziffern  0,3666,  ein  zwischen  ihnen 
liegender  Näherungswert  ist:  0,36664..  Nun  ist 

A0.3666)  < 0,  AO, 36664)  > 0 

und  es  geht  aus  II  und  § 9 3)  hervor,  dass  die  kleinste  Wurzel 
und  nur  diese  zwischen 

0,36660  und  0,36664  (=  Wzl,  von  f'x  = 0) 

liegt. 

Dio  beiden  andern  lassen  sich  leicht  trennen ; die  2 te  findet  man 
= 0,366660  die  ste  = 0,366661. 

Nach  Young  sind  die  3 Wurzeln  genauer: 

0,3666002;  0,3666600  ; 0,3666  610 
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§ 25. 

Transeendente  Beispiele  zu  Methode  I und  J°. 

I.  f(x)  = — -1)  — 1 ) -j- 5^6  — 6^rö  — 19  J) 

wo 

3 

B = V6 

Es  ist: 

f\x)  = — 20  f*!  e“  (x  - 1 ) + 30  x5  — 30  x* 

f'(x)~  — 20 l)  (,»(1  — 1)  + 1)  +150*«  — 120 x» 

Wir  stellen  uns  die  Aufgabe:  die  x = 2 auf  der  negaliveu  Seite 
benachbarte  Wurzel  <a  zu  trennen. 

W S 

Für  es=l;  c—  2 ist  f"(x)  = - F(l)-f  G(2)  = — 20V36  + 1440 
= 1374,  wo  /■»=20*ise«<'-l>(fi(x— 1)  + 1),  G(x)  = l50x*— 120x’ 

K ~ 68  7 

X = 2 (f(*)  = 8,427 

t = 2 — V */(x")  = 1,889  < 1,9  = x, (fix,)  = 2,46 

<,  = 1,9  -V*A*,)  = 1,8403  > 1,84  = xs  . . . (f(xt)  = + 0,4606 
, /-i—,  ( 1,848  > t, 

*»=  1)84  ±V»Ax.)  - ) 1)832  . . (/-(x,)  = -0, ... 

daher 

1,832  < ro  < 1,84 

die  Wurzel  ist  getrennt. 

Wir  sind  teils  nach  Methode  I,  teils  nach  Methode  I»  verfahren. 

II.  /(*)  - 1 -*+^»-3!»+ ' ' •*> 

Die  2te  Derivirte  ist 

f"(x)  = F(x)  — G(x) 

wo 


1)  Siehe  des  Verfassers  Unters.  über  algebr.  Gleich.  Gruncrt  Archiv 
T.  LXV,  8.  413. 

S)  Diese  Gleichung  kommt  unter  Andcrm  in  der  Theorie  der  Bewegung 
der  Warme  in  einem  Cylinder  Yor,  »on  Poisson  in  Mein,  de  l’acad.  des  Sciences 
T.  VIII  p.  522,  von  M.  A.  Stern  in  der  Abhandlung  „Ueber  die  Auflösung 
der  iranscendeulen  Gleichungen“  Crclle’s  Journal  für  die  Math.  Bd.  XXII  S.  35, 
behandelt. 
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1 x3  x* 

F(x)  ” 012! + 2!  II +4!  61  +'  * ’ 

x x® 

~ 1 ! 3! 3!  5! ^ 5+7!  ' 


Aufgabe:  die  kleinste  positive  Wurzel  von  /(*)  = Ozu  trennen 

Für  * -=  0 ist  f(x)  — 1 > 0 und  in  Bezug  auf  die  Grenzen 
c — 0 und  c‘  — 5 : 

>f"(x)  - F(5)-  ff(0)  = 1,06 

1 /- 

* 0 53 ' V*  **  1,37, 

Wir  finden  suecessive: 


1)  tr 
I 

also 


0. 


0 + 1,37  Vf{x)  = 1,37  < 1,4  = x,  . 

( 1,207  < t . 
\ 1,593  . . . 


1,4  + 1,37 

1,4  < tu  < 1,5  *) 


. (fix)  = 1 

• (fix,)  = 0,02 

• (V(l,5)  ” — 0, . 


Statt  wie  vor  nach  Methode  I*  zu  verfahren,  können  wir  auch 
Metbodo  I wühlen,  uümlich: 


2)  * = 0 

t = 0+ 1,37  Y/(x) 


(/•(*)”  1 

1,37  > 1,3  = x,  ...  (VtXj)  = 0,066 


t,  = 1,3  + 1,37  Y?(x,)  = 1,65 (Al,6)  = -0,.. 


folglich : 


1,3  < tu  < 1,6. 


III.  f(x)  wie  vor. 

Die  * = 3 auf  der  pos.  Seite  benachbarte  Wurzel  tu  zu  trennen. 
Wir  könuen  schreiben: 


f"  (*>  = 2T4!' {x* ~ **  + 24)  * 5 TV! (X>  5 ' 1x  + 4 ■ 5 ■ 6 • 7) 

+ öViÖ!  (*S  - 8 • 10x  + 7 . 3 . 9 . 10)  - . . . 

= ?-,(*)<?,(*)  -Fi(*)<7,(x)  + Fi(x)Os(x)-... 

Es  ist  f(Z)  — — 0,375  < 0 und  in  Bezug  auf 
c = 3 und  c'  = 10  ist : 

1)  Foigson  and  Stern  finden  w — 1,4457,  die  folgende  Wuriel  ist  nnch 
Stern  7,6178. 
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V«  = 4g  ff, (4)  - F,(10)  (7,(3)  + F,(3)  0,(10)  -...  = - 1,063 

— * = 1,063  ’ ^ ~ * = 1,37‘ 

Wir  finden  nach  einander: 

* = 3 (f(x)  = — 0,375 

i = 3+1,37  V—  fV)  = 3,83  < 4 = x,  . . . . (/(*,)  - — 0,398 

'■  = 4 + X>37  V'-/'(x’)  = { 4,86  < 5*=  x,  . . . (ft*,)  = - 0,327 

»,  = 5 + 1,37  V— A*.)  = J ^ < 6 = x„  \ . (f(x3)  = - 0,210 

t,  = 6 + 1,37  Y-  f(*3)  = j 6’^  < 7’=  X4  \ . (f(Xi)  = - o,079 

, -7-137  y— rTT,  - | 6’62  < 6’63  = *> 

4 “ 7 + 1,37  y-' 1 ( “ (7,38  < 7,4  = x6  . . (/(x5)  = - 0,027 

‘6  = 7,4  T 1,37  Y- = { , «o  < 7,38  = '4  f/<7,61)  = -0,... 

1 ’ I A7,62)  = + 0,. . . 

folglich : 

7,61  <;  a < 7,62. 

(Stern  findet  ca  = 7,6178,  Poisson  irrtümlich  7,6243,  wie  Stern 
bemerkt.) 

Es  liegt  hier  Methode  I*  vor. 


§ 26. 

Algebraische  Beispiele  zu  Methode  II. 

I.  /■(*)  = x4  — 80 15+ 1998  a:11  — 14937z  + 5000  = 0>) 

Die  den  nachstehenden  x auf  der  positiven  Seite  benachbarten 
Wurzeln  <u  za  trennen,  dabei: 

u — n — 4 (e’=  + oc) 

1)  x = c = 0 

f(0)  - 5000  > 0;  pj  — 2;  p,  — 4;  r - 4 

**  “ " **  “ 1 für  “ “ V333 

1)  The  Analysis  and  Solution  of  Cnbic  and  Biquadratic  Equations.  By 
J.  R.  Yonng,  London  1842.  S.  213  f.  und  Schnuse  a.  a.  O.  S 21*  f. 

Arcb.  4.  Math.  u.  Pijt.  2.  Koilis.  T.  V.  22 
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5000 

<P«M  - 333V . log  <r«M  - 0,6541  - 2 ; * = 1 ,082 

( - 0,082  V 333  - 1,426 
/(l)  — — 8018,  mithin 

0 < co  < 1 

2)  x — c = 12 

f(x- f 12)  - xl  — 32x3  — 1 8x* + 5367*  — 4036 
/(12)  — — 4036  < 0;  p,  — 2;  p,  — 3;  r — 3 
3 1 

16 ' * ” 32 

,,  4036  163  4036.128 

<P«M 


»3  für  a 


32  3» 


27 


1 log  <pa(i)  “ 4,2818;  * — 21 


t = 12  + 20.  jg  — 15,75 
12  co  < 15 


/(15)  > 0,  daher 

3)  x — c - 32 
f(x  + 32)  = x*  + 48x3  + 462x*  — 1 753x  + 104 
A32)  - 104  > 0;  p,  - 2;  p,  - 3,  ps  - 4;  r - 4 
77 
12 


x3  nnd  < x4  für  a — 


<?.»(*) 


A32,4)  < 0 


104.144 


773 


! s - 1,07 


77 


t - 32  + 0,07.  - 32,45 

32  < o>  < 32,4 


II.  f(x)  — ;r«+&r5  + 9x1  — 5x3  — 15x4  + 0.x  + 5 — 0') 
die  kleinste  positive  Wurzel  w zu  trennen. 

u “ n = 6,  c'  ■*»  od 

1)  x — » 0,  e — 0 

r = 6,  x = x4  für  a = 0,6 ; x = 0,6 

logV«W  = 1,8082;  *=--1,82 

*=0  + 0,6.0,82  = 0,492 
A0,49)  = 1,28  > 0 


1)  Die  poiitiven  Wurzeln  sind  der  GrOsse  nach  2 cos  36 — 1,  2 cos  12— -1, 
die  negativen:  2cosl3.12— 1,  Scoe  11.12  — 1,  2cos9.12  — 1,  2cos7.12 — I. 
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2)  * = 0,49;  e = 0 
t,  a and  * wie  vor. 

0,6./(0,49) 

<Pc(*)  = (ö^9-f^G)«’  1°89«(*)  = 9,6608;  * = 1,14 

t — 0,49  1-1,09.0,14  = 0,64 
/(0,6)  = 0,2  > 0;  /(0,64)  < 0 . . 

0,60  < a < 0,64 
(die  Wurzel  ist  ca  = 0,618). 

in.  /•(*)  = *,4~-2*,,-f*,0+3*9-f5*8— a^-f^+i  =o>) 
Für  x = c = 0 ist  p,  = 2,  pt  = 6;  j>3  = 9;  ;>4  = 10, 

Pi  = 14  = r;  a = * = 1,  <gu(*)  = V911 *;  * = 1,35, 

V9i 

-°#  = 0,24 
V9i 

f 0,24  > 0 

Zwischen  0 und  0,24  liegt  keine  Wurzel. 

IV.  f(x)  = 100z4  — 2*4  — 3*s-f  0,77*-fl  = 0 

Für  * = c = 0 ist  p,  = 2;  = 5 = r ; a sei  = 0,1 ; so  ist  x — 0,01 ; 

<j>6(*)  = IO3,  log  = 3 ; * = 3,3 

t = 0,1 . 2,3  = 0,23 

/(0,2)  > 0;  zwischen  0 nnd  0,2  liegt  folglich  keine  Wurzel. 

Die  nach  0,2  transformirte  Gleichung  /■(*-}- 0,2)  = 0 hat  keine 
Zeichenwechsel , während  f(x)  deren  vier  besitzt,  sodass  nach  dem 
Fourier’schen  Theorem  (§  1)  zwischen  0 nnd  0,2  vier  Wurzeln  „an- 
gezeigt sind“;  dies  in  Verbindung  mit  unserem  Resultat  ergiebt,  dass 

m = o 

vier  complexe  Wurzeln  hat. 

v.  f(x)  = ( V)  *** — ( V)  *" + ( V)  — • • •— (i!)  *+(H)  = 0 ’) 

die  kleinste  Wurzel  za  trennen. 


1)  Ausführliche*  Lehrbuch  der  höheren  Math,  von  A.  Burg,  Wien  183*. 
Bd.  I,  S.  164. 

*)  Die  Wnrxeln  lind  der  Grosse  nach: 

(Ssin*)*,  (SsinS.*)’,  (*  »in  5 .*)*...(*  sin  43.  *)• 

**• 
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Für  x = e — 0 ist  pt  = 2;  pa  — 4 ...  ptl  = 22  = n = r und 
wenn  o = 0,1  gewählt  wird,  so  ist  der  kleinste  der  Werte  x,  .. 

. _ JVL 

* — (V)«*0 

»mW  < Q 247;  *=1,06 

t — 0,006 

AO  < 0,  m > 0: 

Zwischen  0 und  0,006  liegt  eine  und  nur  eine  Wurzel.  (Die- 
selbe ist  0,%'487,  die  folgende  0,04371.) 

§ 27. 

Algebraitche  Beispiele  m Methode  III. 

I.  f(jr)  wie  in  § 24,  I. 

x,  e,  c\  u wio  dort. 


1)  x = e = 0 

a*  «*  1 / 12 

*4  — 4j  • *s  ” 2T1998 ’ tt~  \ J99tj * x = 
<p{»)  - *f(  0),  — log  <p  (z)  = 2,12407;  * = 0,116 


6 

i998*’ 


i = 0+-  = 1,496 

d.  i.  dasselbe  t wie  in  § 26  (Methodo  II).  /XI)  < 0 daher: 

0 < ui  < 1 

2)  x = c — 12 

Man  findet  ähnlich  wie  vor 

t = 14,8 

(nach  Methodo  II  t = 13,75). 

(14)  > 0,  daher 


3)  x = e = 32 


12  < to  < 14 


41* 


3 ! 48  ’ 


2!  462 


24 


a = ™ » x = *j,  <»>(*)  = x2. 104;  — log  qp(*)  = 1,961;  * = 0,14 


« = 32  + 0,14.-  = 32,45 


D.  i.  wieder  dasselbe  t wie  nach  Methode  II. 
II.  f(x)  wie  in  § 25,  II. 
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Für  * = c -=  0 findet  man,  wenn  das  vorteilhafteste  o — a4"—  6,6 
gewählt  wird: 

-8-i» 

(kleiner  wie  nach  Methode  II). 

III.  «*)  wie  in  5 25,  III. 


1)  Für  x -=  c = 0 erhält  man 


tp  (»)-»*  = k ‘ log  9>  (*)  — 1,4722 ; * — 2,7 


I _ ?!?  _ 0,35 

d.  i.  grösser  als  nach  Methode  II. 

2)  * = 0,3;  c = 0 

, • j « , , *rt»)  1,0694 

a und  x wie  ad  1),  «p  (*)  = — 

log  9)  (*)=■  0,498;  *=*1,4 

t = 0,3+ — - 0,48 

«0,48)  > 0 

(Ol)  enthält  keine  Wurzel  von  f(x)  ~ 0. 


§ 28. 

Tranictndtniet  Btitpiel  *u  Methode  III.  (wie  § 25,  I.) 

f(x)  = - 20  ^(*-0  (m  (*  - 1)  — 1)  + 5*8—  6**  — 19, 
a 

wo  n — Ve. 

Wir  wählen 

u = 7 

wodurch  in  f*  (*)  die  algebraische  Function  verschwindet. 

f'x  ■=  — 20fi  eM*-1) . m (x  — 1)  + 30z5  — 30*4 
fx  — — 20f**  + (x-l)  + l)  + 150**  — 120*s 

f"x  - 20fis  (ft  (x  — 1)  + 2)  + 600x5  — 360xJ 

f*x  = — 20(**  e"'*-1'  ((*  (*  — 1)  + 3)  + 1800z*  — 720* 

«* 20m5  eu<1-1)  (m  (*  — 1)  + 4)  + 3600*  — 720 

«x  = — 20m6  (M  (* — 1)  + 5) + 3600 

«x  — — 20m7  (m  (*  — 1)  + 6) 
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1)  * — 0,  c — 0,  c'  — 1 

f( 0) 9,8447  < 0 

^ f(x  -j-  c)  — 2brxt 
o 

<rw  m . m t 

' 71  “ 7i  ’ ” 0i  ’ ®s 


(HO)  , 
5!  ‘ ■** 


rm 

2! 


Pi 

*3 

«8 


3,  p,  =■  4, 

a* 

rwy  : 

*4  für  a — 


a* 

%t  ~ P'-  b 

Pa  — 5,  p«  — 
a4 

- ^ > *»  = 
M(3-p) 

2-p 


7 

a_L 

/W 


*7 


ni) 


„ ir  , ,,lA*U-f4--p 

*»  *»  - a = p J/  2^Tj4 

4 

l/  6*" 

*3  = . a - fiy  2~- 


Der  grösste  dieser  Werto  ist  der  vorletzte,  den  wir  als  a wählen. 
* = *3 , <P  0>)  = */m  log  (*)  - 4,015 ; * - 7,3 
t = - = 0,47 

O 


Da  /'(0,47)  < 0,  so  hat  f(x)  = 0 zwischen  0 und  0,47  keine  Wurzel. 
2)  x — 0,47 ; c und  «'  wie  vor. 

/"(0,47)  = — 4,097  j * und  o wie  ad  1) 

?(*)  = “•  log  <pM  =0,463;  . = 1,4 


( = 0,47  + ’ = 0,56 

u.  s.  w.,  es  iindet  eine  fortwährende  Annäherung  an  die  zweifache 
Wurzel  i»  — 1 statt 
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Tabelle  über  log  q>z.  (§  13,  III.) 
Zn  Methode  III. 


z 

— log  q>z 

Z 

— log  <pz 

z 

— log  <pz 

0,010 

4,30 

0,050 

2,89 

0,40 

0.979 

011 

21 

055 

80 

41 

955 

012 

14 

060 

73 

42 

931 

013 

07 

065 

66 

43 

907 

014 

00 

070 

59 

44 

884 

015 

3,94 

075 

53 

45 

862 

016 

89 

080 

47 

46 

840 

017 

84 

085 

42 

47 

818 

018 

79 

090 

37 

48 

797 

019 

74 

095 

32 

49 

776 

020 

69 

10 

27 

50 

755 

021 

65 

11 

19 

51 

735 

022 

61 

12 

11 

52 

715 

023 

57 

13 

04 

53 

696 

024 

53 

14 

1,97 

54 

676 

025 

50 

15 

91 

55 

658 

026 

46 

16 

85 

56 

639 

027 

43 

17 

79 

57 

620 

028 

40 

18 

74 

58 

602 

029 

37 

19 

69 

59 

584 

030 

84 

20 

64 

60 

567 

031 

31 

21 

60 

61 

549 

032 

28 

22 

55 

62 

532 

033 

25 

23 

51 

63 

515 

034 

23 

24 

47 

64 

499 

035 

20 

25 

48 

65 

482 

036 

18 

26 

39 

66 

466 

037 

15 

27 

36 

67 

450 

038 

13 

28 

32 

68 

484 

039 

11 

29 

29 

69 

418 

040 

09 

30 

26 

70 

402 

041 

06 

31 

23 

71 

387 

042 

04 

32 

20 

72 

372 

043 

02 

33 

17 

73 

357 

044 

00 

34 

14 

74 

342 

045 

2,98 

35 

11 

75 

327 

046 

96 

36 

08 

76 

313 

047 

94 

37 

06 

77 

298 

048 

92 

38 

03 

78 

284 

049 

91 

39 

00 

79 

270 
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Siebei:  Exacte  Trennung  der  reellen  Wurzeln. 


z 

+ log  <J»J 

* 

+ log  <pz 

0,80 

0,256 

1 

0,00 

3,1 

1,68 

81 

242 

1,1 

11 

3,2 

74 

82 

228 

1,2 

22 

3,3 

80 

83 

215 

1,3 

32 

3,4 

86 

84 

201 

1,4 

42 

3,5 

92 

85 

188 

1,5 

51 

3,6 

98 

86 

174 

1,6 

60 

3,7 

2,04 

87 

161 

1,7 

68 

3,8 

10 

88 

148 

1,8 

77 

3,9 

16 

89 

135 

1,9 

85 

4 

22 

90 

122 

2 

92 

4,5 

50 

91 

110 

2,1 

1,00 

5 

77 

92 

097 

2,2 

07 

5,5 

3,04 

93 

085 

2,3 

15 

6 

30 

94 

072 

2,4 

22 

6,5 

56 

95 

060 

2,5 

28 

7 

82 

96 

048 

2,6 

35 

7,5 

4,07 

97 

036 

2,7 

42 

8 

32 

98 

024 

2,8 

49 

8,5 

57 

99 

012 

2,9 

55 

9 

81 

3 

61 

9,5 

5,06 

Anmerkung:  Eine  Tabelle  zu  ^Methode  II  über  logpr(z)  hat  der 

Verfasser  in  diesem  Archiv,  Teil  LX  gegeben. 
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XIV. 

Das  Viereck  in  Beziehung  auf  seine 
Hauptträgheitsaxen. 


Von 

R.  Hoppe. 


Der  allgemeinste  Ansdruck  der  Coordinatcn  der  Ecken  oines 
Vierecks  bezogen  auf  dessen  Hauptträgheitsaien  als  Coordinaten  ist 


.—  C-=F-i+.) 


_ n 1 

( a — 2b-\-ab 

-a  V 

■=  ZJ  1 

VI  J 

\ r ' 

(a— 2ft-|-a 

° ) 

y3  = B\ 

{ r - 

f«  ) 

Vi  = B 

(b— 2o+oi 

-ic  } 

l r 

(b—Va+ab 

— OC  J 

f Sc  ) 

>4  — B | 

K r 

. „ (a  + i)(l+0*)-2(a»+*») 

r»_3 _____ 


(1) 


(2) 


Die  Indices  1,  2,  3,  4 folgen  dem  Umfang;  a,  b,  c sind  willkürliche 
Zahlen,  nur  beschränkt  durch  die  Bedingung,  dass  r reell  wird;  A 
und  B sind  unabhängig  willkürliche  Linien. 

Lässt  man  die  Relation  (2)  weg  und  betrachtet  o,  b,  c,  r,  A,  B 
als  unbeschränkt  willkürlich,  so  entsprechen  die  Coordinatenwerte  (1) 
noch  dem  Schwerpunkt  als  Anfang  bei  beliebiger  Axonrichtung. 

Beide  allgemeine  Bestimmungen  lassen  sich  nun  mit  speciellen 
Eigenschaften  des  Vierecks  verbinden. 
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Soll  das  Viereck  trägheitscentrisch  sein,  d.  h.  derart,  dass  allen 
durch  den  Schwerpunkt  gehenden  Axen  gleiche  Trägheitsmomente 
entsprechen,  so  ist  Gl.  (2)  die  erste  Bedingung,  und  als  zweite  kommt 
die  Relation  hinzu: 


& _ (a  — 1)  («  + 1 + 26)  + c*(6  - 1)  (2a  —b  - 1) 

A*  («  — l)«[(a  + l)6  + 2«]+c*<6  - 1)6  [26  — «(6  + 1 )J  (3) 

Die  Bedingung  eines  Krcissehuenvierecks  ist: 

9(«-6)(«  + 6-2)  + (l-c»)r» 

A*  U(a  — 6)  (a  + i—  2«6)  + (6»e*—  «V  (4' 

» 

Die  notwendige,  nicht  hinreichende  Bedingung  eines  Kreistan- 
gentenvierecks ist: 


(A,  + Zi,«6)|(.4*+JS’a)(l  — o)—  c*(AJ  + ZJJ6)(l  -6)|r*  - 

3(A*  + B*a)  ( A«+  Z#!6)  («  — 6)  (1  — «)  (1  — 6)  (5) 

D*esc  Gleichung  drückt  aus,  dass  die  Summe  zweier  Seiten  gleich 
der  Summe  der  beiden  andern  ist.  Eine  Uebersicht  über  die  mög- 
lichen Fälle  gewährt  der  gemeinsame  Ausdruck  aller  4 Seiten 


±[(A*+D»a)±(A*+D*6)c]  j/ (6) 


wo  das  Doppelzeichen  in  der  Klammer  den  Gegenseiten  gemeinsam 
ist  Damit  also  die  gleichen  Summen  die  der  Gegenseiten  sind,  wird 
erfordert,  dass  beide  Irrationalen  reell  sind,  und  dass  der  erste  Teil 
des  Ansdrucks  absolut  grösser  ist  als  der  zweite.  Letztere  Bedingung 
wird  unabhängig  von  c und  einzig  erfüllt  durch 


A*+D»a  «—1 
A»+B*61-6  > U 


(7) 


Um  die  allgemeinen  Gl.  (1)  auf  dieso  spcciollen  Vierecke  an- 

znwonden,  hat  man  entweder  für  c oder  für  ß die  aus  den  Gl.  (3) 

(4)  (5)  erhaltenen  Werte  einzusetzen.  Es  entsteht  dann  die  Frage, 
unter  welchen  Begrenzungen  der  übrigen  Willkürlichen  jene  Werte 
sowie  der  von  r reell  werden.  In  Betreff  der  2 ersten  hat  die  Dis- 
cussion  keine  Schwierigkeit,  möge  daher  übergangen  werden. 

Beim  Kreistangentenviereck  hingegen  ist  die  Discussion  nicht 
so  einfach,  weil  6 Bedingungen  zu  erfüllen  sind.  Zur  Abkürzung  sei 
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A » — »fl« 

D = (a+i)(l  -f  ab)  — 2(a*+6») 
E — 36  (a  — 1)  (o  — b)  — D 
3a(l  • -6)(a — 6)  — D 
k = 3ah(a  — 1) (1  — 6) (a  -6) 


v — n-\~ab 
V — (»+a)(o  — 1) 

, = (»+6)  (1-6) 

vD 

m ~ 3pg(o — 6) 

Dann  lauten  die  ans  Gl.  (6)  nnd  (2)  zu  ziehenden  Werte; 


cs  = 


a — pm 
qm  — 6’ 


r.  = _3  P. 

a-j-6e* 


8) 


Die  Bedingungen  dafür,  dass  c,  r und  die  Irrationalen  in  (6)  reell, 
n positiv,  und  (7)  erfüllt  sei,  sind  folgende  6: 

1)  **>0  2)  “-±£*>0 

5)  v(n-|-o)(n+6)^0  6)  PI  > 0 

Diese  reduciren  sich  indeB  mannichfacb. 

Wegen  pq  > 0 wird  die  5te: 

5)  v(o-  l)(l-6)  > 0 

Da  das  Viereck  dasselbe  bleibt,  wenn  man  « mit  6 vertauscht, 
wahrend  c,  r,  A,  B in  -,  re,  Ae,  Bc  übergehen,  so  kann  man 

C 

setzen : 

a ^ 6 

und  nun  folgt: 

Ware  a < 0,  also  auch  6 < 0,  a6  > 0,  so  wäre 
v > 0;  a-1  < 0;  1— 6 > 0 
im  Widerspruch  mit  Bedingung  5). 
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Wäre  4 > 1,  also  auch  a > 1,  ab  > 0,  so  wäre 
v > 0;  o — l >0;  1 — 4 < 0 
cbeufall8  gegen  Bedingung  5).  Zunächst  also  ist 
a>ü|  4 < 1 

Wäro  0 <,  4 < 1,  also  a > 0,  a4  > 0,  so  wäro 
v > 0;  1 -4  > 0 
daher  nach  Bedingung  5)  dann  2) 

o>l;  o + 4c‘ >0;  D > 0 

Es  ist  aber 

D = — (1  — *)*  — («  — 1)(1  — 4)(3+4)-(a-l)*(2— b)  < 0 
folglich  ist  auch  dieser  Fall  nicht  möglich,  und  man  hat: 
o > 0;  4 < 0 

Bei  dieser  Begrenzung  erhellt,  dass 

“ — 1>  vl  Pr  Ir  — * 

stets  gleiches  Vorzeichen  haben. 

Daraus  folgt,  dass 


P + gc* 
o—  i 


> 0 


Daher  ist  Bedingung  3)  immer  von  selbst  erfüllt. 

Nimmt  man  nun  bloss  an 

o > 0;  4 < 0;  v(o-l)  ^ 0 

so  folgt  zunächst  Bedingung  5).  Ist  jetzt  o > 1,  so  wird  p > 0 und 

q — [v  — 4(«_1)](1  — 4)  > 0 

Ist  a < 1,  also  V < 0,  so  wird  p < 0,  q < 0,  und  Bedingung  6)  ist 
in  beiden  Fällen  erfüllt.  Es  bleiben  nur  die  Bedingungen  1)  2)  4) 
zu  prüfen. 


Nach  der  ersten  Gl.  (8)  ist 


a -j-  4c*  aq  — bqm 

E,  qm  — 4 D 


(9) 


und  zwar  hat  m das  Vorzeichen  von  vD,  mithin  — das  von  v 
und  q,  und  die  Grösse  (9)  das  von 
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q_ 

qm  — b 

Der  Zähler  ist  positiv,  folglich  geht  Bed.  2)  über  in 
2)  qm  — b ^ 0 

und  Bed.  1)  in 

1)  a — pm  > 0 

Von  diesen  2 Ungleichungen  ist  immer  eine  von  selbst  erfüllt. 
Entwickelt  man  die  2 Grössen  in  v,  so  kommt: 

Fv—k 

a pm  = 3q(a  — b) 

und  die  Bed.  1)  2)  lassen  sich  schreiben: 

1)  f-^>0  2)  E+  * < 0 

Die  eine  von  beiden  Bedingnngen,  welche  vorher  noch  bestand,  lässt 
»ich  jetzt  durch  Begrenzung  von  v erfüllen.  Es  bleibt  nur  zu  prü- 
fen, welche  der  2 Begrenzungen,  diese  oder  4),  die  andre  überflüssig 
macht. 

Die  Untersuchung  verlangt  dio  Zerlegung  der  Intervalle  der  a 
und  b in  viele  Teile.  Entwickelt  mau  die'  Grössen  D,  E,  F, 
k k 

E J . F — - als  quadratische  Functionen  von  h , so  sind  zuerst 

1 ab  ab 

bei  Formwechsel  derselben  dio  Intervalle  der  a zu  begrenzen,  dann 
bei  ihrem  Verschwinden  die  der  b.  Die  so  gebildeten  Intervalle  ver- 
einigen sich  jedoch  schliesslich  grossenteils  wieder  infolge  verschie- 
dener Umstände;  es  kommen  nur  die  kleinern  Wurzeln  der  Glei- 

k 

chungen  £=0  und  E-\- ^—0  als  scheidend  in  Betracht.  Sei  4,  die 
kleinere  Wurzel  der  erBtern,  6,  dio  der  letztem.  Ihre  Werte  sind: 

f.  _ 1 + 3a  — 2a*q:U  - o)Vl  + 28a -f-  4a* 

1 ” 2(6— 4a) 

— 2-f-3a+os  + (1—  a)-/l+16a-f  16ä* 

* “ 2(2 -a) 
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Es  ergeben  sich  folgende  6 Fälle,  in  welchen  die  Werte  (1)  nach 
Einsetzung  der  Werte  (8)  ein  reelles  Kreistangentenviereck  d&rBtellen. 


I.  1,25  <« 

4 <4, 

0<  v 

II.  „ 

4,  <4<ü 

0<v<A 

in.  i< 

a<l,25 

4<0 

0<v<A 

IV.  0,8  < 

a<l 

4<0 

A<v<0 

V.  0< 

u<0,8 

4 <4, 

A<v<0 

VI. 

4,  <4<0 

a4<v<0 

In  Betreff  der  Grenzfälle  ist  folgendes  zu  bemerken.  Zwischen 
I.  und  II.  wird  h = i, ; h = ® ; daher  fallen  die  Grenzeu  der  v zu- 
sammen; zwischen  V.  und  VI.  wird  4=4,;  h — ab ; und  die  v sind 
gleich  begrenzt.  Beim  Uebergang  von  II.  zu  III.  durch  a = 1,25 
wird  4,  = — cd,  dann  = und  hört  von  da  an  auf  kleinste 

Wurzel  zu  sein,  während  die  andre  Wurzel  positiv  bleibt  I.  existirt 
dann  nicht,  und  II.  III.  lauten  gleich.  III.  und  IV.  lassen  bei  a — 1 
nur  den  Wert  v = 0 zu  und  falleu  hiermit  zusammen.  Bei  a — 0,8 
wird  4,  = 0,  und  IV.  V.  lauten  gleich. 
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XV. 

Miscellen. 


l. 


Umkehrung-  eines  Satzes  Uber  die  Anziehung  einer  Kugel. 

Nach  Newton’ächem  Gesetze  ist  die  Anziehung  einer  homogenen 
Kugel  auf  einen  äussern  Punkt  gleich  der  Anziehung  der  gleichen 
im  Mittelpunkt  vereinigten  Masse  auf  deuselben  — oder  kurz:  Der 
Mittelpunkt  einer  homogenen  Kugel  ist  Mittelpunkt  ihrer  Newton’- 
schen  Anziehung  auf  äussere  Punkte. 

Es  fragt  sich  nun,  ob  man  umgekehrt  aus  dem  gleichen  Resultate 
eines  unbekannten  Anziehnugsgesetzes  schliessen  kann , dass  dieses 
das  Newton’sche  sei. 


Der  Mittelpunkt  der  Kugel  p <^csei Anfang derPolarcoordinaten 

p,  9-,  <p,  ferner  p = A > e der  Radiusvector  des  angezogenen  Punktes, 

iy(r) 

r dessen  Abstand  von  einem  Element  der  Kugel,  — — das  Potential 

der  Anziehung  beider.  Dann  lautet  die  Bedingung  des  Mittelpunkts 
der  durch  \>  bestimmten  Anziehung: 


flr  jedes 


e 2R  48 

j'  p»0e  J'siu»a&  J dq>^~ 

o ö o 

c und  jedes  A > c,  oder: 

/ ps3p 

o 


_8R  c 3 
— 3 


2c»  ip'(A) 
3 ' A 


»'(*) 

A 


Nun  ist 


r* 


p’-j-A’  — 2Apcostf ; 


sin  & d& 
r 


8r 

Ap 


und  r variirt  bei  bei  constantem  p von  A — p bis  A-f-p.  Dies  gibt: 
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Mitcellen. 


Differentiirt  man  mehrmals  nach  c,  so  kommt: 

ip(A-(-e)  — ^(A — c)  = 2 cip'(h) 

— c)  — 2tf>'(A) 
v"ß  -f-e)  “ V"  (A  — c) 

folglich  ist  y>"(r)  constant,  mithin 


V(r)  __  A 
r r 


+ B 


Es  hat  sich  ergeben:  Ist  der  Mittelpunkt  einer  homogenen  Kngel 
Mittelpunkt  ihrer  Anziehung,  so  kann  letztere  nur  nach  Newton’schem 
Gesetze  stattfinden. 

R.  Hoppe. 


Mtlieruiigsausdrnrk  für  n. 


Den  bekannten  Näherungsausdrücken  für  die  Ludolfscho  Zahl 
lässt  sich  wol  der  folgende  an  die  Scito  stellen: 


3,141641  ...  — »-(-0,000048  .. 


welcher  um  etwa  1:65000  des  Wertes  zu  gross  ist. 

Hnlbcrstadt.  Ernst  Lakenmacher. 
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Die  synthetischen  Grundlagen  der  Theorie  des 
Tetraedroid-Complexes, 

Ton 

Fritz  Hofmann. 


Die  Absicht  der  nachfolgenden  Untersuchungen  ist:  es  soll  für 
einen  gewissen  Complcx  zweiten  Grades,  nämlich  für  jenen  Complex, 
dessen  Gerade  2 vorgegebene  Flächen  zweiten  Grades 
in  4 harmonischen  Punkten  treffen,  das  Material  zn  syn- 
thetischer Behandlung  gewonnen  werden,  soweit  es  durch  einfache 
Mittel  — Theorie  der  Strahlbüschel  erster  und  zweiter  Ordnung  — 
erreichbar  ist 

Dieser  Complex  nimmt  unter  den  Complexen  zweiten  Grades  eine 
besondere  Stellung  ein  durch  den  Umstand,  dass  seine  Singularitäten- 
fläche, das  Cayley’sche  Tetracdroid,  eine  Specialisirung  der  für  deu 
allgemeinen  Complex  zweiten  Grades  als  Singularitätenfläche  gel- 
tenden Kummcr’schcn  Fläche  mit  16  Knotenpunkten  bildet  *). 


1)  Vergl.  Salmon-Ficdler,  Raumgeomttrie,  Bd.  3-,  Art.  360.  (p»g.  471. 
der  dritten  Auflage). 

Genauer  wäre  e<  in  sagen:  Der  Tetraedroid-Complex  nimmt,  such  abge- 
sehen von  seiner  SingatariiSten-FlSche  eine  besondere  Stellung  unter  den 
Complexen  zweiten  Grades  ein  wegen  «einer  Gleichungsform: 

ci»Pis*  + c>sPis,+  C)4Pi  *! + c»s  Prs* + CI4?I4*  + «ssPst*  — 0 
(In  dieser  Gleichung  bedeuten  die  ca  folgende  Summen : 

cii  = «i*2+«iV*  cis  **  C14  = fl1^4“l“a4^1 

u.  s.  w.t  wenn  die  Gleichungen  der  beiden,  den  Complex  bestimmenden  Fli- 
ehen zweiter  Ordnung  waren: 

ai*i,  + “i*«’  + as*s,+<*4*4*  — 0;  4,  *),-f-4,*,,-f  4jX,*-f  44wt*  = 0). 

Das«  aber  diese  Gleichungsform,  selbst  wenn  man  sich  die  ca  beliebig  vorge- 
geben denkt,  nicht  die  allgemeine  ist  fQr  den  Complex  zweiten  Grades,  kann 
algebraisch  nachgewiesen  werden. 

Vergl.  F.  Klein,  Inauguraldissertation,  Bonn  1868. 

Arck.  A.  Math.  u.  Pbys.  2.  ß.ih.,  T.  V.  23 
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BoJ  mann:  DU  synthetischen  Grundlage: 


Die  dualistische  Uebertragung  der  oben  gegebenen  Definition  würde 
uns  fragen  lassen  nach  dem  Complex  jener  Geraden,  von  welchen 
aus  2 vorgegebene  Flächen  zweiten  Grades  projicirt  werden  durch  4 
Tangentialebenen,  die  ein  harmonisches  Büschel  bilden.  Nimmt  man 
als  eine  dieser  beiden  Flächen  zweiten  Grades  den  unendlich  fernen 
Kugelkreis,  so  erhält  man  bekanntlich  als  zugehörige  Singularitäten- 
fläche die  Wellenttäche. 

Indem  wir  uns  auf  die  in  den  Einleitungsworten  gegebene  Her- 
leitung beschränken,  wouach  jede  Gerade  des  Complexes  die  vor- 
gegebenen Flächen  in  4 harmonischen  Punk  ton  treffen  soll,  bringen 
die  nachfolgenden  Zeilen  als  wesentlichen  Inhalt  die  Construction 
eines  durch  einen  beliebig  vorgegebenen  Raumpunkt  gehenden,  resp. 
auf  einer  beliebigen  Ebene  des  Raums  gelegenen,  Vereins  von  Cora- 
plexgcraden,  — ein  solcher  Verein  wird  nach  gewiesen  (wozu  die 
Angabe  der  Construction  dem  Synthctikcr  noch  nicht  genügen  darf), 
als  Kegel  zweiter  Orduung , resp.  Strahlbüschel  zwoiter  Ordnung. 
Schliesslich  wird  die  Möglichkeit  von  Singularitäten  geometrisch 
erklärt,  und  der  Grad  der  Singularitätenfläche  bestimmt. 

Dio  Ermittlung  der  Knotenpunkte  ist  einfacher  synthetischer 
Behandlung  noch  ganz  gut  zugänglich;  es  wurde  iu  den  Schluss- 
artikeln ciu  Nachweis  gegeben  für  die  Existenz  solcher  Knotenpunkte, 
nebst  deren  Construction  — ; wobei  es  genügte,  um  die  aufgestellte 
Construction  schliesslich  zu  vereinfachen,  ciueu  Satz  aus  der  all- 
gemeinen Curventhcoric  zur  Hülfe  beranzuzieheu , nebst  zwei  von 
Plückcr  gegebenen  Beziehungen  aus  der  Theorie  der  Siugularitäten- 
flächen.  Es  wurde  vorgezogeu,  diese  Sätze  geradezu  zu  citircn, 
statt  syuthctisch  zu  beweisen,  da  ihre  vollständige  Erörteruug  uns 
in  allgemeine  Gebiete  und  damit  ans  dem  Rahmen  der  speciellen 
uns  vorgegebenen  Untersuchung  hiuaus  führen  würde. 


Abschnitt  I. 

Die  Geraden  des  Complexes  iu  einer  Ebene. 

§•  1. 

1)  Es  sollen  zunächst,  wenn  2 Flächen  zweiter  Ordnung  vor- 
gegeben, die  Geraden  bestimmt  werden,  welche,  in  einer  beliebig  vor- 
gegebenen Ebene  des  Raumes  verlaufend,  jene  zwei  Flächen  in  4 
harmonischen  Punkten  treffen. 
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Wir  wollen  aber  zunächst  mit  der  synthetischen  Ableitung  eines 
Satzes  beginnen,  der  zwar  für  unsere  weitern  Untersuchungen  nicht 
nnbedingt  notwendig  ist,  jedoch  mit  ihnen  den  directesten  Zusammen- 
hang hat. 

Um  jene  Geraden  zu  bestimmen , welche  „zwei  in  einer  Ebene 
vorgegebene  Kegelschnitte  in  4 harmonischen  Punkten  treffen“,  schlägt 
die  analytische  Geometrie  folgenden  Weg  ein 


Es  sei  vorgegeben: 


( + e 3Ä,+2cu*i*»  + 2c1j*,a-34-2««*8»,s  =0 

l rfn;riI+däa‘s*+^s*3,+  2‘iuIi*s  + 2'1is;ci!r«  + 2<i«s ***S  = 0 

als  Gleichungen  jener  Kegelschnitte. 

Man  stelle  anf: 


A 


cii  + wn 
fft»  + wi* 

«ia+irfu 

5. 


c*l  + irfll  r31  + A rfj,  £l 

cit  + A^s  cti  + A ,l3i  £* 

ca  ~\r  c33  "F  ^ss  £3 

£»  £3  0 


= 0 


Die  Bedingung  dafür,  dass  diese  Gleichung  zwei  entgegengesetzt 
gleiche  Wurzeln  für  A liefert,  giebt  eine  Beziehung  zwischen  c,  < l , f; 
indem  man  diese  Bedingung  herstellt  in  Form  einer  Gleichung,  er- 
kennt man  durch  Ausrechnen,  dass  derselben  ßedingungsglcichnng 
auch  die  Coordinaten  f,  f,f3  jener  Geraden  genügen,  welche  die  bei- 
den Kegelschnitte  c und  d in  4 harmonischen  Punkten  treffen. 

Der  geometrische  Sinn  dieses’,  wie  gesagt,  durch  Ausrechnung 
und  nicht  durch  Schlüsse  gewonnenen  Resultats  ist: 

„eine  Gerade  welche  2 vorgegebene  Kegelschnitte  erf  in  4 
harmonischen  Punkten  treffen  soll,  bat  dann  diese  besondere  Lage 
za  den  beiden  Kegelschnitten  cd,  wenn  jene  beiden  Kegelschnitte 
des  Büschels  cd,  welche  g berühren,  die  Kegelschnitte  cd  harmo- 
nisch trennen  (im  Kegelschnittbttschel  cd)“. 

Mit  andern  Worten:  construirt  man  ein  zu  cd  harmonisch  lie- 
gendes Kegclschnittpaar  ab  im  Büschel  cd,  so  sind  die  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  von  ab  Gerade  unseres  Complcxes. 


1)  Salmon-Fiedler,  Kegelschnitte  j art.  356. ; (pag.  536.  der  risrten'  Aof- 
lage). 


JS» 
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(Zur  Erläuterung  wiederholen  wir  den  Satz  in  Zusammenhang 
mit  Fig.  X.  „es  seien  cd  zwei  Kegelschnitte  des  BäBchels  ab,  und  es 
mögen  cd  die  beiden  ab  harmonisch  treuunen.  Ist  S eine  Gerade, 
welche  a und  b berührt,  so  siud  die  4 Schnittpunkte  von  £ mit  c 
und  d harmonisch.“ 

Es  ist  misslich , dass  die  Figur  nicht  bequem  anders  gezeichnet 
werden  kann,  als  so,  dass  einer  der  beiden  Kegelschnitte  c oder  d 
imaginär  schneidet,  so  dass  also  ein  Schnittpunktepaar  von  £ mit 
einem  der  vorgegebenen  Kegelschnitte,  das  Paar  Id'  beispielsweise, 
ersetzt  werden  muss  durch  eine  polare  Involution  auf  £ in  Bezug  auf  d. 

„Je  zwei  beliebige  Punktepaare  dieser  Involution  auf  £ , in  Be- 
zug auf  d,  liegen  mit  den  Punkten  yy\  wo  c trifft,  in  Involution“; 
diese  Auffassang  muss  bei  genauerem  Festhalten  an  der  vorliegen- 
den Figur  1.  eigentlich  gewählt  werden;  diese  Sprechweise  ist  damit 
begründet , dass  die  „involutorische  Lage  von  3 Punktepaareu“ 
zwischen  denselben  die  Beziehung  herstellt,  dass  alle  3 Paare  von 
einem  uud  demselben  Punktepaar  harmonisch  getrennt  werden,  in  un- 
serem Falle  von  den  unsichtbaren  dd‘  ■).) 

Nachdem  obiger  Zusammenhang  zwischen  zwei  so  verschiedenen 
Definitionen  der  uns  beschäftigenden  Geraden  { uachgewiesen,  durch 
Keclmung,  erscheint  cs  dem  Synthctikcr  wünschenswert,  die  algebraisch 
bewiesene  Gleichheit  der  beiden  Definitionen  auf  rein  geometri- 
schem Wege  zu  begründen.  Unser  Weg  wird  natürlich  den  vou 
der  analytischen  Geometrie  eiugeschlageneu  au  Länge  übertreffeu  müssen 
— doch  mag  manches  nebenbei  gewonnene  Resultat  die  aufgewendete 
Müho  lohnend  erscheinen  lassen. 

2.  Wir  beginnen  mit  folgenden  beiden  ganz  elementaren  Lehr- 
sätzen : 

„Sind  die  Punkte  AßCD  feste  Grundpunkte  eines  Kegelschnitt  - 
hüschcls,  r.  mit  y auf  einer  festen  Geraden  g veränderlich,  als  Schnitt- 
punkte des  beweglichen  Kegelschnitts  durch  AßCD , so  ist  die  Be- 
wegung von  x zu  y projectivisch  iuvolutorisch“. 

Denn  in  der  Figur  2 liegt  stets  der  feste  Punkt  3 mit  den 
beiden  veränderlichen  Gegenseiten-Schnittpunkteu  1 und  2 auf  einer 
Geraden.  Bewegt  sich  x,  so  bewegt  sich  dazu  projectivisch  1,  damit 
auch  2 auf  AD,  schliesslich  projectivisch  mit  x auch  y. 

1)  oder  noch  kürzer : die  Schnittpunkte  yy'  »ind  polar  conjugirt  in 
B e z u g a u f d,  ala  harmonisch  getrennt  von  dessen  imagin&ren  Schnittpnnkten 
mit  £. 
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All  das  wird  nach  Pascal’s  Theorem  geschlossen , ebenso  auch( 
dass  y nach  * rückt,  wenn  * nach  y fällt  (es  liegen  ja  auch  die 
Punkte  45  3 auf  einer  Geraden). 

Und  ferner:  „Wird  eine  Involution  abgebildet  auf  einer  Curvo 
zweiter  Ordnung , so  gehen  die  Verbindungslinien  von  Paareu  ent- 
sprechender Punkte  durch  einen  festen  Punkt.“  (Reye,  Geometrie 
der  Lage,  2.  Aufl. ; I.  pag.  118). 

3.  Lehrsatz.  Die  Bewegung  jener  Punkte  x oder  y ist  zwar 
nicht  zur  Bewegung  des  Kegelschnitts  im  Büschel  projectivisch  (für 
welche  als  Maass  die  Bewegung  einer  in  einem  Grundpuukt  B 
sich  bewegeudou  Tangente  zu  nehmen  ist,  oder  die  Bewegung  des 
zweiten  Schnittpunktes  G des  veränderlichen  Kegelschnitts , mit  einer 
festen  Geraden  BM  durch  einen  der  Grundpunkte,  vergl.  Fig.  3.); 
wöl  aber  tritt  eine  projectivische  Beziehung  zu  Tage,  wenn  man  die 
Involutiou  xy  wieder  auf  einen  Kegelschuitt  abbildet,  — durch  Pro- 
jection  von  einem  seiner  Punkte  aus  — , derart  dass  jedem  Paare 
von  zwei  Punkten  xy  eine  Verbindungslinie  ihrer  Bildpunkte  zuge- 
ordnet wird.  All  diese  Verbindungslinien  bilden  ein  Büschel  erster 
Ordnnng  (vergl.  2.);  „und  dieses  Büschel  — hervorgerufen  durch 
und  bezogen  auf  die  Bewegung  eines  Kegelschnitts  in  einem  Kcgel- 
scbnittbüschel  ist  zu  dieser  Bewegung  selbst  projectivisch“. 

Beweis.  Es  sei  etwa  (Fig.  3.)  g die  feste  Gerade,  die  von 
allen  Kegelschnitten  des  Büschels  xlBCD  getroffen  werde  in  Punkte- 
paaren xy  einer  Involution  (n.  2.).  Zu  zeigen  ist,  dass  wenn  ein 
Kegelschnitt  K benutzt  wird  diese  Involution  abzubilden  (indem 
man  immer  ein  Punktepaar,  wie  xy , von  einem  festen  Punkte  A anf 
K projicirt  nach  $»’),  schliesslich  die  Bewegung  des  Strahles  x'My' 
um  den  festen  luvolutionsmittelpnnkt  M auf  g projectivisch  ist  mit 
der  Bewegung  des  Punktes  G auf  BM  — wobei  G zweiter  Schnitt- 
punkt des  veränderlichen  Kegelschnitts  L. 

Zu  diesem  Zwecke  schneiden  wir  die  erste  Gerade  x'My'  oder  l 
mit  3 Kegelschnitten  des  Büschels:  erstens  mit  K , dann  mit  L, 
schliesslich  mit  dem  Linienpaar  AB,  CD ; und  projiciren  von  A aus 
die  6 Schnittpunkte  auf  2 nach  L.  Wir  erhalten  so  erstens  xy  mit 
der  Verbindungslinie  g,  zweitens  2 selbst,  als  Verbindungslinie  der 
auf  2 gelegenen  Schnittpunkte  von  L mit  2,  schliesslich  aber  B nebst 
einem  gewissen  Funkte  G auf  L , den  man  erhält,  indem  man  den 
Schnittpunkt  F von  CD  mit  x'y'  oder  2 projicirt  von  A aus  nach 
L.  Die  3 Verbindungslinien  g,  2,  GB  gehen  nach  unserm  Hilfs- 
satze 2.  durch  einen  Punkt,  M.  Wir  können  auch  umgekehrt 
sagen:  ist  2 eine  beliebige  Gerade,  KL  zwei  Kegelschnitte  durch  die 
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4 Paukte  ABC  D,  ist  g die  Verbindungslinie  der  Bildpunkte  xy 
auf  L,  welche  erhalten  sind  durch  Projection  von  x y'  über  A , ist 
schliesslich  M der  Schnittpunkt  von  g und  l,  F der  von  CD  und 
l,  dann  treffen  sich  die  beiden  Geraden  HM  und  AF  in  einem  Paukte 
G von  L. 

Für  einen  weiteren  Kegelschnitt  L'  (vergl.  Fig.  3.)  sind  dann 
die  beiden  nenen  Schnittpunkte  ry  immer  noch  so  gelegen,  dass  die 
Verbindungsgerade  x y'  ihrer  Bildpunkte  durch  M geht  — immer 
noch  ist,  wie  früher , ein  Curvenpunkt  G ' der  nenen  Curve  L ' ge- 
legen auf  AF',  wo  dasselbe  die  festgebliebene  Gerade  BM  trifft: 

die  Bewegung  der  Punkte  FF' ...  ist  also  perspectivisch  zn  der 
Bewegung  von  GG'\  mit  den  Punkten  F ist  aber  die  Bewegung  der 
Strahlen  x'My'  perspectivisch  — G dagegen  misst  die  Bewegung  des 
Kegelschnitts  K im  Kegelschnittbüschel.  Damit  ist  also  der  Satz  voll- 
ständig bewiesen. 

4.  Es  sei  nun  ein  Kegelschnittbüschel  vorgegeben , das  eine 
fcsto  Gerade  g zweimal  berührt,  dessen  auf  g hervorgebrachte  In- 
volution überdies  abgebildet  wurde;  in  Fig.  4.  sei  AB  das  Bild  der 
Doppelpnnkte  aß  der  Involution,  also  das  Bild  der  Berühr- 
punkte. Sei  M der  Pol  von  AB,  iin  Bezug  auf  den  abbildenden 
Kegelschnitt  K ',  dann  ist  das  Bild  eines  jeden,  von  einem  beliebigen 
Kegelschnitte  K des  Büschels  auf  G ausgeschnittenen,  Punktepaares 
eine  Gerade  k durch  M,  das  Ccntrnm  der  abbildendeu  Involution  — ; 
mit  der  Bewegung  von  K im  Kegelscbnittbüschel  ist  die  von  k im 
Büschel  M projectlvisch,  wie  so  eben  bewiesen. 

Legt  man  insbesondere  zwei  Kegelschnitte  KA",  im  Büschel 
harmonisch  zn  den  berührenden , so  ist  ihr  Bild:  — 2 Gerade 
durch  M,  welche  harmonisch  getrennt  werden  von  MA,  MB. 

Die  Geraden  k,  t,  sind  also  conjugirt;  und  hieraus  folgt,  dass 
ihre  4 Schnittpunkte  mit  dem  abbildenden  Kegelschnitt  K‘  harmouisch 
sind  ’) ; somit  auch  die  4 Schnittpunkte  der  2 Kegelschnitte  KKl  mit 

1)  Obige  Bemerkung:  .zwei  conjugirte  Gerade  treffen  den  Kegelschnitt 

in  4 harmonischen  Punkten“  bildet  den  Angelpunkt  unseres  Beweises,  doch 
kann  gerade  dieser  Sats  nicht  durch  Anschauuog  unterstützt  werden,  solange 
wir,  wie  in  Fig.  4.,  A nnd  B reell  voraussetsen,  daher  M ausserhalb  K'.  Denn 
für  eine  solche  Lage  wird  von  den  beiden  Geraden  kk,  sicher  eine  imaginlre 
treffen. 

Um  daher  diese  Bemerkung  durch  Anschauung  evident  zu  machen,  wurde 
speciell  die  Hilfsfigur  5 construirt,  die  zwei  conjugirte  Gerade  lt,  aufweist, 
die  diesmal  K'  beide  reell  treffen  — dass  dann  die  4 Schnittpunkte  auf  K' 
harmonisch  liegen,  ist  nach  den  ersten  Principien  der  Polarentheorie  selbst- 
verständlich. 
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g,  von  welchen  Schnittpunkten  die  auf  K'  liegenden  Schnittpunkte  mit 
k,  und  k nur  die  Bilder  sind. 

„Sind  daher  2 Kegelschnitte  A'A',  harmonisch  getrennt  von  2 
Kegelschnitten  ab  ihres  Büschels , welch’  letztere  eine  Gerade  g als 
gemeinschaftliche  Tangente  aufweisen,  so  treffen  dieselben  jene  Ge- 
rade g in  vier  harmonischen  Punkten.  Von  diesen  4 Punkten  sind 
2 reell,  2 imaginär,  wenn  die  Berührung  der  a b mit  g eine  reelle  ist“. 

5.  Eine  Zahl  von  für  die  elementare  Geometrie  verwendbaren 
Sätzen  über  die  Theorie  von  „Kreisen  dnreh  2 feste  Punkte“  lässt 
sich  ans  dem  bis  jetzt  gefundenen  Material  ablesen. 

Seien  vorgegeben  (Fig.  6 ) zwei  feste  Punkte  AB,  sowie  eine 
Gerade  g.  Man  lege  einen  beliebigen  Kreis  durch  AB,  ziehe  AG 
parallel  g,  schliesslich  GBM-,  der  Punkt  M ist  dann  in  besonderer 
Weise  ausgezeichnet. 

Führt  man  eine  beliebige  Gerade  z,y,  oder  g , durch  ihn,  so 
können  deren  Schnittpunkte  x1yi  mit  dem  vorgegebenen  Kreise  von 
von  A aus  auf  g projicirt  werden:  x y. 

„Die  vier  Punkte  ABxy  liegen  immer  wieder  auf  einem  Kreise“. 

„Derselbe  geht  ausserdem  durch  den  Punkt  G' , in  welchem 
AG'  (parallel  zn  y,)  die  feste  Gerade  BM  trifft“. 

(Hier  erkennt  man  besonders  dcntlich  den  in  N.  3.  aufgestellten. 
Lehrsatz  wieder.  Die  Bewegung  der  Kreise  ist  projectivisch  mit  G‘) 
Das  Büschel  AG'  ist  parallel  mit  M(g).) 

„Zieht  man  in  A die  Tangente  an  K,  so  trifft  dieselbe  in  einem 
Punkte  M ' die  g,  derart,  dass  AB  MM'  auf  einem  Kreise  liegen 
(wie  bewiesen  wird,  indem  man  gt  dnreh  M und  A führt).“ 

„Um  jene  Kreise  durch  AB  zu  finden,  welche  g berühren,  zieht 
man  von  M aus  die  Tangenten  an  A";  deren  Berührungspunkte  DD' 
werden  mit  A verbunden  und  liefern  so  die  Berührpnnkte  jener  2 
Kreise  — durch  die  Schnittpunkte  von  AD,  AD  mit  g.“ 

Anm.  Zwei  einfache  Beweise  für  den  Hauptsatz  unsers  Para- 
graphen finden  sich  bei  Duröge,  Ebene  Curven  III.  0.  Art  127. 


§ 2. 

Somit  wäre  für  jene  Geraden  einer  Ebene,  welche  unserm  Com- 
plexe  angehören,  eine  neue  Definition  gewonnen;  doch  verlassen  wir 
dieselbe  als  eine  relativ  umständlichere  um  zn  der  ursprünglich  gege- 
benen znrückznkehren ; wonach  also  die  Complexgeraden  der  Ebene 
zwei  vorgegebene  Kegelschnitte  in  4 harmonischen  Punkten  treffen. 
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Um  die  im  Nachfolgenden  zu  gebende  „Construction  von  2 
solchen  Geraden  durch  einen  beliebig  vorgegeben  Punkt  der  Ebene“ 
vollständig  zu  begründen , müssen  wir  einen  kleinen  Umweg  oin- 
schlagen,  der  nnt  die  Theorie  einer  gewissen  einfachen  Abbildungs- 
metbode  berühren  lässt 

Es  seien  (Fig.  7.)  zwei  Kegelschnitte  KK‘  vorgegeben,  dio  sich 
reell  schneiden,  M ein  gemeinschaftlicher  Punkt  derselben.  Man 
kann  dann  durch  einen  beliebig  vorgegebenen  Punkt  P sämtliche 
Seranten  PAB  durch  K legen  und  immer  die  Schnittpunkte  A uud 
B über  M projiciren  nach  den  Punkten  A'B’  auf  A".  Die  Bewegung 
der  Punkte  AB  auf  K ist  eine  involutorische,  solange  P fest,  dio 
Bewegung  von  A'B'  auf  Al ‘.ist  rcspective  projectiviscb  mit  der  Be- 
wegung von  A nnd  B auf  AT;  daher  sind  auch  die  Pnnktcpaare  A'B' 
auf  A''  in  involutorischer  Lage,  liefern  daher  Verbinduugsgerade 
durch  einen  festen  Punkt  P'. 

Wird  insbesondere  AB  zur  Tangente  PC(PCt),  so  fällt  auch 
auf  A"  das  Bild  von  AB  in  einen  Punkt  zusammen : C (resp.  C,‘); 
daher  „erhält  man  das  Bild  eines  Punktes  P am  kürzesten , indem 
man  von  P aus  die  Tangenten  an  K construirt,  die  Berührpunkte  C 
nnd  C,‘  Ober  M nach  K'  projicirt  und  in  C'C die  Tangenten  an 
K'  construirt,  die  sich  in  P'  schneiden.“ 

Es  ist  interessant  weiter  zu  verfolgen,  wie  so  für  jeden  Punkt 
P (derselbe  darf  auch  innerhalb  A'  gelegen  sein),  aber  anch  für  jede 
Verbindungsgerade  von  2 vorgegebenen  Punkten  ein  Bild  gewon- 
nen in  eindeutiger  Werne;  indem  zunächst  jedem  Punkte  P der  Ebene 
eine  ganz  bestimmte  Strahleninvolution  durch  M zugeordnet  wird; 
jeder  Geraden  aber  ein  ganz  bestimmtes  Linienpaar.  Es  würde  so 
gelingen  die  ganze  Ebene  abzubilden  im  StrahlbüBcbel  M\  ein 
Gedanke,  der  von  Hesse  vollständig  auf  analytischem  Wege  durch- 
gefüfart  wurde  in  seiner  Schrift:  „Vier  Vorlesungen  ans  der  analy- 
tischen Geometrie;  Leipzig  1866“;  die  Correspondenz  zwischen  den 
Punkten  der  Ebene  und  dem  Büschel  M wird  bei  ihm  Homographio 
genannt. 

Wir  führen  diese  Betrachtungen  nicht  weiter  als  bis  zum  Beweise 
des  folgenden  Satzes:  „die  Bewegung  der  Büschel  I\g)  und  P'(g') 
ist  projectiviscb.1“ 

Um  dies  streng  nachzuweisen,  müssen  wir  zurückgehen  bis  auf 
die  allererste  Grundlage  der  Theorie  der  Projectivität:  „zwei  Strahl- 
büschel erster  Ordnung  sind  dann  projectiviscb  auf  einander  bezogen, 
wenn  je  4 harmonischen  Elementen  des  einen  immer  4 harmonische 
Elemente  des  andern  Büschels  entsprechen.“ 
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Es  ist  non  nach  den  ersten  Grundsätzen  der  Theorio  der  In- 
volutionen einleuchtend : „Gehen  3 Gerade  g (links)  durch  einen  und 
denselben  Punkt,  so  gehen  auch  (rechts)  deren  Bilder  g durch  einen 
Puukt“  (vergl.  §.  1.,  (2) ; unser  Satz  ist  nur  eine  Wiederholung  der 
oben  gegebenen  Definition  des  Abbildungs-Princips) ; ebenso  einfach  ist 
der  Satz  zu  erkennen:  Einer  Verbindungsgeraden  von  2 Punkten 
entspricht  als  Bild  die  Verbindungsgerade  der  Bilder  jener  Punkte. 

Constrnirt  uiau  nun  (Fig.  8.)  ein  vollständiges  Viereck,  in  wel- 
chem der  vorgegebene  Punkt  /’  als  Diagonalenschnittpunkt  vorkommt, 
so  erhält  man  (rechts)  als  Bild  dieser  Figur  einen  Verein  von 
Punkten  nnd  Geraden,  welche,  nach  den  beiden  soeben  gemachten 
kurzen  Bemerkungen,  die  Eigenschaft  haben,  wieder  die  Figur  eines 
vollständigen  Vierecks  zu  bilden  mit  P als  einem  seiner  Diagonal- 
schnittpunkte. Die  links  durch  P geführten  4 Linien  sind  aber  nach 
der  Construction  harmonisch,  desgleichen!  sind  es  auch  deren  ent- 
sprechende Bilder  rechts.  Damit  ist  der  Satz  bewiesen ; wir  wieder- 
holen: „Bewegt  sich  ein  Strahl  g um  den  Punkt  P,  so  ist  zu  seiner 
Bewegung  die  des  entsprechenden  Strahles  g'  ira  Büschel  P'  pro- 
jectivisch.“ 

Mit  den  Betrachtungen  dieses  Paragraphen  ist  auch  die  Be- 
merkung erwiesen,  dass  die  Zuweisung  der  Punkto  P und  P'  in  der 
doppelt  gelegten  Zeichnungsebene  eine  collineare  ist  (wobei  die 
3 Schnittpunkte  von  KK'  ausser  M die  Doppelelemente  der  Colli- 
neation  PP'). 


«.  3. 

1.  In  Fig.  9.  seien  KK'  die  beiden  vorgegebenen  Kegelschnitte, 

P der  Punkt,  durch  welchen  die  Geraden  yy  so  zu  legen  sind,  dass 
sie  Kk'  in  4 harmonischen  Punkten  schneiden. 

Man  kann  eine  Gerade  g beliebig  durch  P gezogen  denken  und 
deren  conjugirte  Gerade  in  Bezug  auf  K'  construiren  dnreh  P\  den 
Bild punkt  von  P (vergl.  §.  2.).  * 

Diese  zu  g conjugirte  Gerade  schneidet  A"  in  B'D',  welche 
Punkte  über  M zurück  nach  K abgebildet  werden  können  als  B und 
D.  Da  die  Gerade  B'D'  durch  P'  gieng,  so  geht  die  Verbindungs- 
gerade BD,  die  wir  etwa  g'  nennen  wollen,  durch  P,  fällt  aber  im 
allgemeinen  nicht  mehr  mit  der  ursprünglich  vorgegebenen  g zu- 
sammen. Die  Bewegung  von  g'  ist  zu  der  von  g projectivisch : denn 
mit  g ist  projectivisch  die  Bewegung  des  Pols  von  g in  Bezug  anf 
K‘,  demnach  ist  das  Strahlbüschel  P'B'D1  mit  dem  Centrum  P'  pro- 
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jectivisch  mit  dem  Strahlbüscbel  g.  Nnu  ist  aber  (§.  2.)  das  Strahl- 
bilschei  P'B’D'  durch  den  festen  Punkt  P'  projoctiviBch  zu  dem 
Büschel  g durch  P;  daher  g projectivisch  zu  g . 

Wird  nun  ein  gemeinschaftliches,  sich  selbst  entsprechen- 
des Element  der  beiden  Büschel  g und  g'  bestimmt,  etwa  y (vergl. 
dieselbe  Figur),  so  bat  der  Strahl  y die  Eigenschaft,  dass,  wenn  man 
seine  conjugirte  Gerade  (in  Bezug  auf  K')  durch  P‘  zum  Schnitt 
bringt  mit  K'  in  Bv'Dr‘,  die  Bilder  dieser  beiden  Punkte,  Hv Dv, 
auf  A',  auf  y selbst  liegen.  Nennen  wir  AC  die  Schnittpunkte  von 
y mit  A"  so  siud  die  4 Punkte  A 0/  C D/  auf  dem  Kegelschnitte 
A'  harmonisch  (vergl.  Fig.  5.  und  die  Anmerkung  zu  §.  1.,  4);  wer- 
den dieselben  von  M aus  auf  y projicirt,  so  erh&lt  man:  AByCDy 
sind  harmonisch;  daher  ist  y eine  der  Lösungen  der  Auf- 
gabe. 

Wir  wiederholen  die  Constructionsvorschrift:  es  sei  vorgegeben 
P,  K,  A‘;  man  construire  P'  aU  Bild  von  P.  Hierauf  lege  man 
ein  Strahlbüschel  g durch  P,  bestimme  deu  jeweiligen  Pol  von  g in 
Bezug  auf  A'  und  verbiudo  ihn  mit  P'.  Die  erhaltenen  Schnitt- 
punkte H'  D'  auf  K‘  auf  dieser  Verbindungslinie  werden  abgebildet 
als  HD  auf  A',  wobei  die  Verbindungslinie  HD  oder  g'  durch  P geht 

Man  bcstimmo  die  beiden  sich  selbst  entsprechenden  Strahlen 
der  projectivischen  Büschel  g und  g‘,  dieselben  treffen  KK'  in  4 har- 
monischen Punkten. 

2.  Beispielsweise  legen  wir  Fig.  10.  eine  Tangente  von  P an 
K\  Berührungspunkt  Tt,  die  Verbindungslinie  von  P'  mit  diesem 
Berührungspunkte  ist  dann  conjugirt  zu  g in  Bezug  auf  A".  T,M 
schneide  A' in  ’J\‘  — daun  ist  P’J\'  das  zu  PT,  als  g gehörige  g . 

Dasselbe  gilt  von  der  zweiten  Tangente  vou  P aus  an  A". 

Ferner  denken  wir  uns  eine  Tangente  von  P an  K gezogen, 
Pr,',  projiciren  deren  Berührpuukt  über  M nach  r,  auf  K'  und 
nennen  nunmehr  Pt,  unsern  Strahl  g.  Zu  ihm  ist  conjugirt  P' r,  — 
denn  auf  der  Tangente  an  K'  in  r,  liegt  (sowoi  P'  als  auch)  der 
Pol  von  Pt,  in  Bezug  auf  A',  Die  in  t,  vereinigten  Schnittpunkte  der 
Geraden  P't,  werden  über  M nach  r,'  projicirt,  also  ist  Px,‘  das 
zu  g gehörige  g‘.  Dasselbe  gilt  für  die  zweite  Tangente  von  Paus  an  A. 

Mit  diesen  Bemerkungen  ist,  sogar  mit  Ueberbostimmung,  Mate- 
rial gewonnen  zur  Constrnction  der  beiden  Complexgeraden  durch 
einen  Punkt  P,  wenn  derselbe  ausserhalb  der  beiden  Kegelschnitte 
KK'  gelegen  ist  — und  zwar  genügen,  nachdem  P und  KK'  vor- 
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gegeben,  die  4 Tangenten  von  P an  die  Kegelschnitte  am  die  Be- 
ziehung zweier  projectivischer  Strahlbüschel  darch  P herzustellen. 

Die  Vorschrift  zur  Herstellung  dieser  Zuordnung  lässt  sich  be- 
sonders leicht  dem  Gedächtnisse  einprägen  (vergl.  Fig.  10.):  man 
projicire  die  erhaltenen  4 Berührpunkte  über  M,  einen  gemeinschaft- 
lichen Punkt  der  beiden  Kegelschnitte,  auf  den  jeweilig  nicht  be- 
rührten Kegelschnitt  (T,  nach  Tt‘,  dagegen  t,'  nach  Tj).  Hierauf 
bezeichne  man  von  den  8 so  erhaltenen  Punkten  dio  4 auf  K ge- 
legenen in  beliebiger  Reihenfolge  mit  abcd,  die  entsprechenden 
4 Punkte  anf  K'  mit  a'b'c'd'  — wobei  entsprechende  Punkte  solche 
sind,  die  durch  Vermittlung  von  M sich  gegenseitig  abbilden,  deren 
Yerbindungsgerade  also  durch  M geht. 

Die  doppeltentsprechcnden  Elemente  der  Strahl- 
büschel  P(abcd)  und  P(a'b'c'd')  1 ösen  die  Aufgabe  — es 
ist  bemerkenswert,  dass  au  s dieser  Fass  nug  derLösung 
der  Punkt  P'  ganz  eliminirt  erscheint. 

3.  Somit  wäre  bereits  die  in  den  Eingangsworten  gestellte  Auf- 
gabe : für  die  Complcxgeraden  Constructionenzu  geben  — erledigt ; 
nnd  wir  können  nach  Obigem  behaupten , dass  im  allgemeinen  durch 
jeden  Punkt  jeder  Ebene  2 solche  Gerade  gehen,  oder  auch,  dass 
jede  Ebene  durch  jeden  Punkt  des  Raumes  2 solche  Gerade  ent- 
hält Demnach  ist  in  jeder  Ebene  des  Raumes  die  von  den  Complex- 
gcraden  umhüllte  Curve  von  der  zweiten  Classe,  jeder  durch  einen 
beliebigen  Raumpunkt  gebende  Complexkegel  von  der  zweiten  Ord- 
nung. 

Darf  nun  ohne  weiteres  gesagt  werden,  dass  jene  Curve  zweiter 
Classe  in  der  Tat  Kegelschnitte  in  projectivischem  Sinn 
sind,  d.  b.  dass  jene  Curven  identisch  sind  mit  solchen,  wie  sie  die 
Verbindnngsgeraden  homologer  Punkte  von  projectivischcn  Punkt- 
reihen liefern? 

Dem  Analytiker  fällt  dio  Antwort  nicht  schwer  — er  hat  ge- 
lernt, in  einer  Gleichungsform  die  ihm  den  zweiten  Grad  einer 
Curvo  anzeigt,  auch  sofort  das  Material  zur  projectivischen  Erzeu- 
gung der  vorgolegten  Curvo  zu  finden;  für  ihn  deckt  sich  der  Be- 
griff einer  „Cnrve  nten  Grades  der  Glcichungsform  und  den  daraus 
folgenden  Eigenschaften  nach“  mit  dem  Begriff  einer  „Curve  nten 
Grades  der  Erzeugungsweise  nach.“ 

Für  den  Synthetiker  liegt  die  Frage  nicht  so  einfach.  Er  bat 
gelernt  Curven  zu  construiren,  welche  sicher  jede  Gerade  der 
Ebene  in  2,  3,  4 . . . Punkten  treffen,  indem  er  projectivische  Büschel 
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erster  Ordnung  zum  Schnitt  bringt,  oder  ein  solches  mit  einem  dazu 
projcctivischen  Büschel  zweiter  Ordnung,  oder  zwei  projectivische 
Büschel  zweiter  Ordnung.  Wenn  ihm  nun  umgekehrt  eine  Curve  vor- 
gelegt wird,  die  nicht  mehr  direct  durch  solche  fundamentale  Ope- 
rationen erhalten  wurde,  von  deren  Punkten  aber  streug  nachgewie- 
sen werden  kann,  dass  jede  Gerade  der  Ebene  deren  n enthält  — 
wenn  also  eine  Curve  vorgelcgt  wird,  die  nach  ihren  beobachteten 
Eigenschaften  vom  nten  Grade  ist,  dann  darf  er  zwar  über- 
zeugt sein,  dass  diese  Curve  den  Zusammenhang  mit  einer  der  fun- 
damentalen Ilerstellungsweisen  hat,  dass  sic  durch  eine  solche  ge- 
liefert werden  kann  — ; aber  diese  Ueberzengung  darf  noch  nicht 
als  Beweis  gelten,  nur  als  Ansporn  gerade  für  den  ihm  vorgelegten 
Fall  den  Nachweis  des  Zusammenhangs  zwischen  Grad  der  Curvcn 
und  Erzcugungsweisc  zu  geben. 

Der  Syntbetikcr  darf  also  wol  die  Existenz  des  folgenden  Satzes 
vermuten:  „Für  jede  Curve,  welche  nach  ihren  Eigenschaften 
als  vom  nten  Grade  erkannt  wurde,  d.  h.  welche  nachweisbar  ex 
constructione  jede  Gerade  der  Ebcue  in  n Punkten  trifft,  existirt 
auch  eine  der  fundamentalen  Erzeugungsweiseu,  nämlich 
die  zur  Zahl  n gehörige",  aber  da  ein  erschöpfender  allgemeiner  Be- 
weis dieses  Satzes  nicht  existirt,  so  bleibt  ihm  in  jedem  spccielien 
Falle  nichts  übrig  als  ein  Bruchstück  des  allgemeinen  Beweises 
zu  bringen,  indem  er  den  sp ec i ollen  Fall  behandelt 

Einige  ganz  einfache  Beispiele  mögen  das  Gesagte  erläutern. 
Sind  in  einer  Ebene  zwei  Kegelschnitte  vorgegeben,  so  gibt  es  auf 
jeder  Geraden  g der  Ebene  2 Punkte,  xy,  welche  die  beiden  Schnitt- 
punktepaare der  Geraden  g mit  den  beiden  Kegelschnitten  gleich- 
zeitig harmonisch  trennen.  Der  Ort  der  Punkte  xy  ist  also  eine 
Curve  2ten  Grades;  dass  dersclbo  Ort  durch  die  projectivische  Er- 
zeugungsweiso  der  Kegelschnitte  hcrgcstellt  werden  kaun , ist  sicher 
anzunehmen,  aber  — ist  auch  der  Synthetiker von  der  Existenz  dieses 
Beweises  überzeugt,  so  darf  er  hierin  nur  eine  Aufforderung  erblicken 
durch  wirkliche  Ableitung  des  Nachweises  für  das  specielle  Bei- 
spiel einen  Baustein  zu  liefern  für  das  Gebäude  jenes  oben  ausge- 
sprochenen allgemeinen  Princips. 

Ferner:  Betrachtet  man  die  Schnittcurve  zweier  Flächen  2ter 
Ordnung  von  einer  Ecke  des  gemeinschaftlichen  Polartetraeders  ans, 
so  scheinen  sich  aus  Gründen  der  Symmetrie  immer  2 Curvenpunkte 
zu  decken,  so  dass  also  in  jeder  Ebene  durch  den  Angpunkt  immer 
nur  2 Strahlen  nach  den  Curvenpuukten  binführen.  Der  projicirende 
Kegel  ist  also  sicher  von  der  zweiten  Ordnung,  dass  er  zu  den  durch 
ihre  projectivische  Erzeugungsweise  definirten  Kegeln  zweiter 
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Ordnung  gehört;  dass  er  etwa  den  Schnitt  zweier  projectiviscber 
EbenenbUsehel  vorstellt,  ist  damit  noch  nicht  bewiesen. 

Diese  Bemerkungen  mögen  za  unserer  Rechtfertigung  dienen, 
wenn  wir  mit  der  Angabe  der  in  N.  2.  gebrachten  Constrnction 
der  Geraden  durch  einen  beliebigen  Punkt  P die  projectivische 
Natur  der  von  den  Geraden  yy  nmhQUtcn  Curve  noch  nicht  ge- 
nügend cbarakterisirt  glauben.  Um  streng  nachzuweisen,  dass  jene 
Curve  ein  StrahlbUschcl  zweiter  Classe  im  projectiviscben  Sinn,  wird 
uns  nicht  erspart  werden  weite  Umwege  einzuschlagen,  sogar  die 
Theorie  der  Regelflächen,  also  den  Raum,  zur  Unterstützung  hcran- 
zuziehen;  wie  gesagt,  wird  unser  schliesslich  gelieferter  Beweis  ein 
Stuck  bilden  zum  Nachweis  jenes  oben  aufgestellten  allgemeinem 
Princips;  seine  Schwierigkeit  mag  ein  Wink  sein,  dass  der  Syntbe- 
tiker  nicht  ganz  unbedenklich  in  seinem  Gebiete  die  Schlüsse  ohne 
weiteres  wiederholen  darf,  die  in  andern  Gebieten  erlaubt  sind. 


§ 4. 

1.  Wird  der  Punkt  T,  von  welchem  aus  die  2 Complexgeraden 
yy‘  gehen  sollen,  nicht  mehr  ganz  willkürlich  gewählt,  sondern  auf 
einer  Tangeute  MT  an  einen  der  beiden  vorgegebenen  Kegelschnitte 
(Fig.  11.),  so  hat  diese  Tangente  TM  die  Eigenschaft  das  System 
der  beiden  Kegelschnitte  in  4 Punkten  zu  treffen,  von  welchen  3 in 
M selbst  vereinigt  sind,  nämlich  dio  beiden  uucndlich  nahen  Schnitt- 
punkte dieser  Tangeute  mit  A",  sowie  nochmals  der  Punkt  M,  ge- 
rechnet als  dem  Kegelschnitte  K angehörig.  Wurde  man  nuu  den 
znm  4ten  Punkte  k gehörigen  Punkt  coustrniren  auf  TM , welcher 
die  nnendlich  kleine  Strecke  der  beiden  Schuittpunkte  von  MT  mit 
K’  harmonisch  trenut,  so  würde  man  den  Punkt  M nochmals  er- 
halten: daher  ist  eine  solche  Tangente  wie  MT  durch  einen  gemein- 
schaftlichen Schnittpunkt  M der  vorgegebenen  Kegelschnitte  eine  Ge- 
rade des  Complexes,  und  die  Bcstimmuug  der  zweiten  Complexgeraden 
durch  einen  auf  dieser  Tangente  willkürlich  angenommenen  Punkt  T 
ist  eine  Aufgabe  orsten  Grades1). 

ludern  wir  die  Lage  aller  dieser  zweiten  Complexgeraden  durch 
all  die  Punkte  T studiren,  erfahren  wir  die  Lage  der  Complexgeraden 
in  der  Ebene  der  Kegelschnitte  überhaupt:  denn  jede  Gerade  des 
Complexes  schneidet  diese  Tangente,  ist  demnach  auch  in  dieser 
neuen  Aufzählung,  nach  den  Punkten  von  MT,  sicher  einmal  ent- 
halten. 

Wir  haben  demnach  zunächst  die  folgende  Aufgabe  zu  lösen: 
gegeben  von  2 projectivisehen  Strahlbüscheln  durch  T ein  Doppel- 

X)  Vgl.  Salmon-Fiedler,  Kegel  sehn.  art.  354  (p.  523  d.  4.  Aufl.j. 
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element  TM  (oder  na'),  gegeben  ferner  noch  2 mal  2 entsprechende 
Strahlen,  man  soliden  zweiten,  sich  selbst  entsprechenden,  (Doppel-) 
Strahl  der  Büschel  bestimmen. 

Um  uns  weitere  entsprechende  Strahlen  der  beiden  Büschel  zn 
verschaffen,  halten  wir  uns  wörtlich  an  die  einfache  Regel  von  § 3., 
2.:  wir  legen  2 Tangenten  von  T ans  an  K . welche  in  ßy  berühren 
mögen,  projiciren  (vergl.  die  Figur)  ßy  über  M nach  ß’y'  auf  Ä" 
nnd  lassen  dann  die  projectivische  Beziehung  zwischen  2 Strahl- 
büscheln durch  T hergestellt  sein  dadurch , dass  wir  den  3 Strahlen 
nach  aßy  als  entsprechende  zuordnen  die  nach  a ' ß'y'. 

Wenn  an'  zusammenfallen,  so  ist,  wie  gesagt,  die  Bestimmung 
des  zweiten  Doppelelements  d(d'),  welches  die  gesuchte  zweite  Com- 
plexgcrado  vorstellt,  eine  Aufgabe  ersten  Grades,  die  mit  dem  Li- 
uealo  allein  lösbar  ist  So  einfach  sich  die  Lösung  gestalten  würde, 
indem  man  die  für  diese  Aufgabe  bekannten  Vorschriften  ausfübrt, 
so  empfiehlt  cs  sich  doch  speciell  in  unserem  Falle  sich  die  folgende 
Bemerkung  für  die  Durchführung  der  Lösnug  zu  Nutze  zu  machon. 

„Lehrsatz.  Sind  a und  d die  Doppelelemente  zweier  projectivi- 
schcn  Gebilde  erster  Ordnung,  welche  bezogen  sind  durch  die  Zu- 
ordnung der  Elemente  aßy  zu  dß'y‘,  so  sind  sie  auch  die  Doppel- 
clementc  jener  Gebilde,  welche  projcclivisch  bezogen  sind  durch  dio 
Zuordnung  der  Elemente  aßß'  zu  a'yy',  d.  h.  man  darf  die  Bezeich- 
nungen der  beiden  Punkte  ß'  und  y vertauschen.“ 

Wir  bringen  von  diesem  elementaren  Hilfssatzo  zwei  Ableitungen. 

Sind  (Fig.  12.)  auf  einer  Geraden  2 projectivische  Punktreihen 
gegeben  abc  und  a'b'c,  wobei  a mit  d zusammenfüllt,  so  wird  mau 
das  zweito  Doppelelement  dd‘  des  Trägers  auf  folgendem  Wege  er 
mittein. 

Wir  nehmen  anf  einer  beliebigen  Geraden  durch  ad  zwei  Punkte 
cs,  ca'  beliebig  an;  und  verbiuden  ca  mit  der  Punktreihe  abc,  ca'  mit 
a'b'c'.  Die  beiden  so  erhaltenen  Büschel  liegen  perspectivisch , die 
Verbindungsgerade  BC  von  Schnittpunkten  B und  C entsprechender 
Strahlen  schneidet  den  Träger  im  Punkte  dd' , der  der  verlangte 
zweite  Doppelpunkt  der  beiden  Puuktreihen  ist  Ein  Blick  auf  dio 
Figur  zeigt,  dass  die  3 Puuktepaare  ad,  bc,  b'c  in  Involution  liegen, 
als  Schnittpunkte  des  Trägers  mit  den  Gegenscitcnpaarcn  und  Dia- 
gonalen eines  Vierecks  uiBco'C.  Nach  den  Elementen  der  Theorie 
der  Involution  ist  aber  bekannt,  dass  in  einer  solchen  Figur  zwei 
Gegenseiten,  wie  die  durch  1‘  nnd  c gehenden,  gleichberechtigt  sind, 
in  dem  Sinne,  dass  man  immer  den  Punkt  d an  derselben  Stelle  des 
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Trägers  erhält  als  Schnitt  der  zweiten  Diagonale  eines  Vierecks, 
wenn  nnr  von  diesem  Viereck  die  übrigen  Stücke  durch  dieselben  5 
vorgegebenen  Punkte  gehen,  nämlich  eine  Diagonale  durch  a,  zwei 
Gegenseitenpaare  durch  bc'  und  b'c.  Man  kann  auch  so  sagen : man 
verbinde  die  4 Punkte  a'toD'a  auf  jener  Hilfsgeraden  mit  den  Btt- 
schelmittelpunkten  C und  B;  so  erhält  man  2 StrahlbUschel,  welche 
den  Träger  schneiden  in  c'eda  und  b'bda-.  daher  ist  ( c'cda ) projecti- 
visch  (b'bda),  was  zu  beweisen  war. 

Anschaulicher  wird  der  Satz,  wenn  man  die  beiden  aufeinander 
bezogenen  Grundgebilde  auf  einem  Kegelschnitte  abbildet  (Fig.  13.). 
Ist  AA!  ein  Doppelelement  der  beiden  Gruodgebilde , ferner  vorge- 
geben ABC  als  entsprechend  zu  A'B'C , so  erhält  man  eine  Ge- 
rade, welche  weitere  homologe  Elemente  der  beiden  Reihen  liefert, 
indem  man  die  Punkte  ABC  mit  B',  dagegen  A'B'C'  mit  B durch 
Strahlenbüschel  verbindet.  Dieselben  liegen  perspectivisch  (weil  die 
Verbindungsgerade  BB'  entsprechende  Strahlen  enthält),  daher  ist 
der  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  eine  Gerade 
durch  AA'  uud  den  Srhnittpuukt  von  BC'  mit  B'C.  Wo  diese 
Gerade  den  Kegelschnitt  zum  zweitenmale  trifft,  DD',  haben  wir  ein 
zweites  Doppelelement  der  beiden  Reihen.  In  dieser  Figur  ist 
cs  völlig  gleichgiltig,  wenn  dio  Bezeichnungen  B'  und  C 
mit  einander  vertauscht  werden,  dio  Verbindungsgerade 
bleibt  ja  dieselbe;  cbonso  dürfte  mau  B mit  C vertauschen. 

Wir  kehren  nunmehr  zur  Figur  11.  zurück;  uud  wissen  nun- 
mehr, dass  die  Gerade  <5  sich  genau  an  derselben  Weise  einstellen 
wird,  wenn  wir  die  Punkto  aßß'  zuordneu  den  Punkten  a'yy' '). 
Um  jenes  zweite  Doppelelement  i zu  erhalten,  benutzen  wir  die 
beiden  durch  M gelegten  Geraden  ßMß',  Myy'.  Sie  werden  von  den 
beiden  durch  T gebenden  Büscheln  T(aßß')  und  T(a‘yy')  in  folgen- 
den Punkten  geschnitten:  Mßß',  Myy'.  Nach  unserm  soeben  be- 
wiesenen Hilfssatze  ist  es  nun  gestattet  zu  sagen : wir  erhalten  das- 
selbe Ti,  wenn  wir  zuordnen  o zu  a‘,  ß zu  y,  ß'  zu  y'. 

Daher  gibt  der  Schnittpunkt  x von  ßy  mit  ß'y  dio  Lösung: 
die  Verbindungsgerado  Tx  ist  diezwoito  Complexge- 
rade  durch  T. 

So  oinfacb  diese  Lösung  ist:  ,,man  constrnire  die  2 Tangenten 
Tß,  Ty  an  A';  projicire  ßy  über  M nach  K'  in  die  Punkte  ß'y'  und 
bringe  ßy  znm  Schnitte  mit  ß'y'  in  *“  — so  lässt  sie  sich  doch  noch 


I)  D.  h.  wenn  wir  die  Bezeichnungen  der  Punkte  ß'  und  y v er  tau- 
sch e n. 
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übersichtlicher  gestalten  und  bequemer  für  die  Aussprache,  indem 
wir  uns  an  eine  früher  aufgestellte  Abbildung  durch  2 Kegel- 
schnitte erinnern  (§  2.). 

Die  Geraden  ßy  geben  alle  durch  einen  festen  Punkt  P,  den  Pol 
der  Geraden  MT  in  Bezug  auf  A". 

Da  nun  ihre  Schnittpunkte  über  den  festen  Punkt  M projicirt 
werden  nach  ß'y'  auf  K',  so  gehen  auch  die  Geraden  ß'y'  dnrch 
einen  festen  Punkt,  den  Bildpunkt  P'  von  P,  vermittelt 
durch  den  Punkt  M (§  2.). 

Für  diesen  Bildpnnkt  P'  lässt  sich  eine  besonders  einfache  Con- 
struction  angeben ; indem  wir  nach  den  Vorschriften  des  § 2.  die 
beiden  Berührungspunkte  der  Tangeuteq  von  P aus  au  K projiciren 
über  M nach  K'. 

Der  eine  Berührpnukt  auf  A',  nämlich  M selbst,  liefert  als  Ver- 
bindungslinie mit  M die  Tangente  an  K in  M\  diese  Tangente  PM 
treffe  K'  zum  zweitenmale  in  £•',  dann  entspricht  k'  dem  Puuktc  M: 
ebenso  zeigt  man,  dass  dem  Punkte  k auf  K als  Bildpuukte  aus  A" 
der  Punkt  M entspricht.  Demnach  ist  der  Punkt  P'  der  Schnitt- 
punkt der  beiden  Tangenten  an  A"  in  den  Punkten  M und  £•'. 

Der  Bildpnnkt  von  P wird  also,  wenn  M zur  Herstellung  der 
Abbildung  verwendet  wird,  erhalten  durch  den  Schnittpunkt  der  vor- 
gegebenen Tangenteu  MT  au  A"  mit  der  Taugeute  au  A"  in  jenem 
Punkte  k\  wo  die  Tangente  an  K in  M den  Kegelschnitt  A'  zum 
zweitenmale  durchsetzt. 

Durch  diesen  Punkt  P'  gehen  nun  alle  Geraden  wie  ß'y'  — und 
man  kann  demnach  der  obigen  Constructiou  der  zweiten  Complex- 
geraden  die  folgende  Fassung  geben:  „Zu  jeder  Geraden  durch  P 
gehört  ihr  Bild,  vermittelt  durch  M , nämlich  eine  Gerade  durch  P‘. 
Um  die  zweite  Complcxgerade  durch  eiueu  Punkt  T der  Taugeute 
an  A"  in  M zu  finden,  construire  mau  die  Polare  vou  T in  Bezug 
auf  A',  sowie  deren  zugeordnete  Gerade  im  Strahlbüschel  P',  welches 
mit  dem  Strablbüschel  P projectivisch  liegt,  durch  Vermittlung  des 
Punktes  M (§  2.).  Wird  der  Schnittpunkt  x der  beiden  so  erhalte- 
nen Geraden  mit  T verbunden,  so  ist  'Ix  die  gesuchte  zweite 
Complexgerade.“ 

All  die  Punkte  x liegen  auf  einem  Kegelschnitte,  von  welchem 
7 Punkte  angegeben  werden  können-,  derselbe  geht  nämlich  durch  die 
ausser  M vorhandenen  3 Schnittpunkte  der  Kegelschnitte  A'A"  durch 
die  Berührpunkte  k und  k\  sowie  durch  P und  P'  selbst. 


Digitized  by  Google 


der  Theorie  de I Tetraedroid-  Compieze». 


369 


Die  Bewegung  des  Punktes  x anf  diesem  Kegel- 
schnitte ist  zu  der  Bewegung  von  T auf  MT  projecti- 
visch,  denn  eratere  wird  gemessen  durch  die  Bewegung  der  Ge- 
laden Pz,  der  Polaren  von  T in  Bezug  auf  K. 

Demnach  sind  die  Complexgeraden  Verbindungs- 
geraden entsprechender  Punkte  von  zwei  projectivisch 
auf  einander  bezogenen  Punktreihen  erster  und  zweiter 
Ordnung,  T und  x. 

Rockt  der  Punkt  T’nach  k,  so  füllt  auch  x nach 
demnach  sind  in  einem  Schnittpunkte  k der  beiden 
Punktreihen  entsprechende  Elemente  vereinigt 


5 5. 

Dass  nun  von  solchen  Verbindungsgeraden  ein  Strahlbüschel 
zweiter  Ordnung  gebildet  wird,  ist  ein  Satz  der  Geometrie  der 
Ebene;  er  kann  aber  ebensowenig  in  der  Ebene  bewiesen  werden, 
wie  der  Fundamentalsatz  der  Geometrie  der  Lage,  dass  „zu  3 vor- 
gegebenen Punkten  einer  Geraden  immer  nur  ein  fester  vierter  har- 
monischer Punkt  durch  Construction  eines  vollständigen  Vierecks  sich 
einstellt.“ 

Dieser  soeben  genannte  Satz  kann  demnach  von  zweidimensio- 
nalen Wesen  wol  seiner  Richtigkeit  nach  erkannt,  aber  nicht  be- 
wiesen werden,  wenn  dieselben  nicht  den  Schritt  wagen  durch  Ab- 
straction  in  eine  neue  Dimension , die  dritte , einzudringen  und  mit 
ihrer  Hilfe  sich  den  strengen  Nachweis  des  Satzes  zu  erholen. 

Um  den  Satz  von  der  Existenz  eines  einzigen  vierten  harmoni- 
schen Punktes  abzuleiten , fasBt  man  die  ebene  Figur  von  ‘2  voll- 
ständigen Vierecken,  deren  Gegenseitenp&are  durch  2 feste  vorge- 
gebene Punkte  des  Trägers  gehen,  auf  welchem  letztere  sich  auch 
die  Diagonalen  schneiden,  auf  als  Bild  von  2 in  verschiedenen 
Ebenen  construirten  Figuren  (welche  Ebenen  sich  auf  dem  Träger 
schneiden).  Mit  Hilfe  dieses  einfachen  Gedaukens  wird  dieser  „Fun- 
dameutalsatz“  rasch  und  Qbersichtlich  bewiesen  (v.  Staudt,  Geometrie 
der  Lage,  Bud.  I.,  Art.  88.).  — 

Um  den  uns  hier  beschäftigenden  Satz  zu  erweisen: 

„Sind  eine  Punktreihe  erster  Ordnung  und  ein  Kegelschnitt  k 
projectivisch  aufeinander  bezogen,  wobei  in  einem  Schnittpunkte  der 
beiden  Träger  entsprechende  Punkte  vereinigt  liegen,  so  bilden  die 
Verbindungslinien  homologer  Punkte  ein  StrablbUschcl  zweiter  Ord- 

IrcU.  t.  M*th.  u.  Pkj..  ä.  lUlhe,  T.  V.  24 
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nnng“  Fig.  14.).,  — bleibt  uns  nicht  erspart  die  Figur  aufzufassen  als 
eine  räumliche,  indem  wir  uns  den  Kegelschnitt  k vorzustellen 
haben  als  in  einer  Ebene  liegend,  welche  den  Träger  g nicht  enthält 

Wir  erledigen  dann  den  Nachweis  unsres  Satzes  im  An- 
schluss an  die  Betrachtungen , wie  sie  sieb  in  Reye's  „Geometrie 
der  Lage,  2.  Auflage“  I.  pag.  110 — 112  bei  Besprechung  desselben 
Gegenstandes  finden. 

(Ist  eine  Kegelscbaar  irgendwie  vorgegeben,  welche  den 
Kegelschnitt  k enthält,  ist  g eine  Gerade  der  Regelschaar , so  kann 
man  dann  immer  2 Punkte  — auf  g einerseits,  auf  k andererseits 
— einander  zuordnen , wenn  sie  auf  derselben  Geraden  der  einen 
Geradenschaar  der  Regelfläche  liegen.  Diese  Zuordnung  ist  eiue 
proj  ectivische. 

Beweis.  Es  gehöre  C zu  C',  B zu  B',  x zu  x' . Mit  der  Be- 
wegung von  x auf  g ist  das  Ebenonbüschel  g(x‘)  projectivisch , also 
der  Büschel  A in  der  Ebene  von  k.  ABC,  A'B'C  genügen  zur  Her- 
stellung der  projeetivischen  Beziehung.  — ). 

Nicht  jede  durch  g,  CC\  BB‘  gehende  Regclschaar , deren  es 
wegen  der  freien  Wahl  einer  zweiten  Raumgeraden  durch  A unend- 
lich viele  gibt,  wird  durch  den  vorgegebenen  Kegelschnitt  k gehen. 
Aber:  man  kann  eine  Regelschaar  angeben,  welche  sicher  durch  g, 
VC',  BB'  und  den  Kegelschnitt  geht  Es  ist  die  durch  proj  ectivische 
Zuordnung  der  Punkte  von  g zu  denen  von  k hergestellte , die  Ver- 
bindungslinien homologer  Punkte  enthaltende  Regelschaar  (Iteye 
a.  a.  0.  p.  111). 

Jede  Regelschaar  erscheint  dem  Auge  als  Strahlbüschel  zweiter 
Ordnung,  denn  sie  wird  ihm  übermittelt  durch  ein  Ebeneubflschel 
zweiter  Ordnung. 

Construirt  man  demnach,  wiederum  in  der  Ebene  der 
Figur,  die  Vcrbiudungsgeraden  homologer  Punkte  der  beiden  Trä- 
ger, der  Geraden  g und  des  Kegelschnitts  k,  so  umhüllen  die- 
selben einen  Kegelschnitt  — sie  sind  ja  die  Projection  auf 
die  Zeichnungsebene  (vom  Auge  aus)  eines  räumlichen  Strahlenge- 
bildes, das  — wir  wiederholen  — dem  Auge  übermittelt  wurde  durch 
einen  Ebenenbüschel  zweiter  Ordnung. 

Die  Frage  nach  der  projeetivischen  Natur  jener  Curven, 
welche  die  Complexgeraden  in  einer  Ebene  umhüllen,  ist  demnach 
entschieden  — nicht  d i r e c t aus  der  allgemeinen  Construct ion  holten 
wir  die  Antwort,  obwol  uns  dieselbe  sofort  die  Curve  als  von  der 
zweiten  Classe  erkennen  liess,  sondern  durch  eine  Weiterverfolguug 
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jener  Construction  in  ganz  bestimmter  Richtung  wurde  es  uns  er- 
möglicht die  zu  untersuchende  Curve  den  durch  fundamentale  Er- 
zeugungsweisen definirten  „Kegelschnitten“  zuzuweisen.  — 

Nach  t.  Staudt  „Geometrie  der  Lage  I.,  Art.  293.“  ist  der  Satz 
bekannt:  „Schneiden  sich  zwei  Cunren  II.  Ordnung  in  4 Punkten,  bo 
berühren  die  acht  Geraden,  deren  jede  eine  von  den  beiden  Curven 
in  einem  jener  Punkte  berührt,  eine  dritte  Curve  II.  Ordnung,  [oder 
es  schneiden  sich  vier  in  einem  Punkte  und  die  übrigen  in  einem 
andern  Punkte]“  *). 

Zu  diesem  Satze  haben  unsere  Untersuchungen  einen  neuen  Be- 
weis geliefert;  denn  jene  8 Geraden  sind  Complexgeraden,  vergl.  die 
Einleitung  zu  §.  4. 

Wir  können  das  Ergebniss  dieses  Paragraphen  zusammen  fassen 
in  den  Worten:  „In  jeder  Ebene,  welche  die  vorgegebenen  Flüchen 
zweiter  Ordnung  in  2 Kegelschnitten  KK'  schneidet,  umhüllen  die 
Complexgeraden  jenen  Kegelschnitt,  welcher  bestimmt  wird  durch  die 
in  den  4 Schnittpunkten  der  Kegelschnitte  möglichen  8 Tangenten 
an  K und  K ’ “ *). 


Abschnitt  II. 

Die  Slngularitltenüüche. 

§.  6. 

Nach  der  eingeklammerten  Bemerkung  in  der  im  vorigen  Para- 
graphen gegebenen  Fassung  des  Satzes  „vom  Kegelschnitt  der  8 Tan- 
genten“ kann  es  bei  besondrer  Lago  der  Kegelschnitte  KK'  zu  ein- 


I)  Vergl.  Salmon-Fiedler.  Kegelschnitte  Art.  354  (4.  Aufi.)  pag.  523. 

3 ) Handelt  es  sich  darum  so  viele  andere  Tangenten  jenes  Complexkegel- 
sebnittes  als  möglich  zu  linden,  so  nehme  man  die  Punkte  D,  durch  welche  je  2 
Complexgerade  gehen  sollen,  geradezu  auf  einem  der  beiden  Kegelschnitte  an 
s.  B.  auf  K (Fig.  IS).  Für  diesen  Fall  ist  die  Construction  besonders  einfach: 
man  verschafft  sich  die  Polare  von  D in  Beiug  auf  K ' ; dieselbe  schneidet  K 
in  den  Punkten  B.  Die  Verbindungsgeraden  DB  sind  dann  Complexgerade, 
denn  ABCD  sind  harmonisch. 

So  einfach  diese  Construction  sämtlicher  Tangenten  an  den  Complex- 
kegelechnitt  ist,  so  würe  doch  aus  ihr  — die  übrigens  für  die  Construction  der 
beiden  Geraden  durch  einen  beliebigen  Punkt  der  Ebene  noch  einen  weiten 
Schritt  zu  tun  lksst  — die  Natur  der  umhüllten  Curve  noch  schwieriger  tu 
erkennen,  als  nach  unteren  Methoden;  denn  die  Zuordnung  der  Punkte  D und 
B ist  eine  ziemlich  verwickelte.  — 

St« 
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ander  Vorkommen,  dass  der  zugehörige  Compleikegelschnitt  ansartet 
in  ein  Punktepaar. 

Das  mag  uns  auf  jene  Ebenen  des  Raumes  aufmerksam  machen, 
welche  in  ihrer  Schnitt  figur  mit  den  vorgegebenen  beiden  Flächen 
zweiter  Ordnung  zwei  Kegelschnitte  KK'  von  so  specieller  Lage  zu 
einander  aufweisen.  Die  Auffindung  solcher  Ebenen  wird  uns  später 
beschäftigen;  einstweilen  gedenken  wir  zu  zeigen,  wie  in  einer  Ebene 
zwei  Kegelschnitte,  die  jene  besondere  Beziehung  zu  einander  haben 
sollen,  construirt  werden  können. 

Wir  stellen  uns  also  die  folgende  Aufgabe:  „Gegeben  (Fig.  IC.) 
ein  Kegelschnitt  K,  sowie  zwei  beliebige  Punkte  E und  M , gesucht 
ein  Kegelschnitt  A",  der  mit  K zusammen  einen  Complexkegelscbuitt 
bestimmt,  der  in  ein  Punktepaar  ausartet“. 

Hierbei  wird  uns  die  in  den  letzten  Worten  des  vorigen  Ab- 
schnitts gemachte  Bemerkung  leiten,  dass  nämlich  jener  Complex- 
kegelschnitt  identisch  ist  mit  jenem,  welchen  die  8 Tangenten  in  den 
4 Schnittpunkten  von  KK'  bestimmen. 

Nachdem  (Fig.  16.)  von  E und  M aus  die  Tangenten  au  K ge- 
zogen worden,  liefert  uus  eine  Anwendung  des  Pascal’schen  Satzes  : 
„EHE  liegen  auf  einer  Geraden“.  Zieht  man  nun  die  Geraden  EC 
und  ED,  so  bilden  auch  die  6 Geraden,  welche  in  der  Figur  durch 
Zahlen  bezeichnet  sind,  ein  Pascal’sches  Sechseck,  und  man  bat: 
die  Punkte  D (doppelt  gerechnet  als  zwei  unendlich  nahe  Punkte 
von  der  Verbindungsrichtung  ED),  B,  C (doppelt  gerechnet),  A 
liegen  auf  einem  Kegelschnitte.  Das  heisst:  „Ein  Kegelschnitt  Ä* 
geht  durch  die  4 Punkte  BDAC,  welcher  zugleich  CE  und  ED 
berührt  in  C resp.  D“. 

Wir  wollen  ihn  K'  nennen  — für  K und  K‘  gehen  also  (Fig.  17.) 
vier  Tangenten  von  jenen  8,  nämlich  die  4 Tangenten  in  A,  B,  C,  D 
durch  E.  Wenu  aber  von  einem  Kegelschnitt  (in  unserem  Falle  vom 
Complexkegclschttitt)  bekannt  ist,  dass  drei  seiner  Tangenten  durch 
einen  Punkt  gehen,  so  muss  derselbe  zerfallen  (Hesse:  Sieben 
Vorlesungen  aus  der  analytischen  Geometrie  der  Kegelschnitte,  Leipzig 
1674.;  pag.  17.,  N.  5.).  Demnach  wäre  zu  schliessen,  da  die  beiden 
Tangenten  an  A'  in  C und  D durch  M gehen , dass  auch  die  beiden 
Tangenten  an  K'  in  A und  B durch  M gehen  (denn  durch  E wer- 
den letztere  im  allgemeinen  nicht  auch  noch  gehen). 

Aber  wir  wollen  doch  diesen,  der  analytischen  Geometrie  ent- 
nommenen Schluss  synthetisch  begründen.  In  Figur  17.  weist  man  leicht 
nach,  dass  die  Punkte  G nnd  G'  die  Punkte  AB  harmonisch  tren- 
nen; dasselbe  gilt  von  F und  F'.  Sucht  man  nun  die  Pblare  des 
Punktes  G in  Bezug  auf  K‘,  so  gebt  dieselbe  erstens  sicher  durch 
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D (weil  K'  von  GD  in  D berührt  wird),  dann  aber  auch 
durch  jenen  Punkt  auf  AB,  welcher  mit  G die  Strecke  AB  harmo- 
nisch trennt,  d.  h.  dnrch  G'.  Daher  ist  die  Tangente  DG'  an  K 
ohne  weiteres  die  Polare  von  G in  Bezug  auf  K'. 

Mit  Hülfo  eines  ähnlichen  Schlusses  für  F tindet  man,  dass  M 
der  Pol  ist  von  der  Geraden  FG  oder  AB  für  K'. 

Demnach  gehen  die  beiden  Tangenten  in  A und  B an  K'  durch 
M,  was  gezeigt  werden  sollte. 

Unsre  oben  gestellte  „Aufgabe“  erscheint  damit  erschöpfend  ge- 
löst Sind  K,  E,  M vorgegeben,  so  ziehe  man  die  Tangenten  von 
£ ans  sowol,  als  auch  von  M an  K. 

Jeder  Berührpunkt  ist  mit  dem  jeweilig  nicht  zu  seiner  Con- 
strnction  verwendeten  der  beiden  Punkte  £ und  M zu  verbinden. 
Es  existirt  dann  ein  Kegelschnitt  K',  welcher  die  vier  Geraden  EC, 
D,  MA,  MB  berührt  in  resp.  C,  D,  A,  B. 

§•  7. 

Construetion  Ton  singulären  Ebenen. 

1.  Jene  Ebenen  des  Baumes,  welche  einen  Oomplexkegelschnitt 
aufweisen,  der  in  ein  Pnnktepaar  ansartet,  werden  „singuläre  Ebenen 
des  Complexes“  genannt-,  jene  Punkte  des  Raumes,  für  welche  der 
zugehörige  Complexkegel  in  ein  Ebenenpaar  ausartet,  werden  „sin- 
guläre Punkte  des  Complexes“  genannt. 

Jene  „Bingnlären  Ebenen“  nmhttllen  eine  gewisse  Fläche,  von 
der  vierten  Classe,  wie  wir  bald  sehen  werden ; die  „singulären  Punkte“ 
dagegen  erfüllen  eine  gewisse  Fläche  von  der  vierten  Ordnung. 

Wir  citiren  ohne  Beweis  den  Satz  aus  Plückers  „Geometrie  des 
Raumes,  Leipzig  1868“  (Art.  320.):  „Die  von  den  singulären  Ebenen 
umhüllte  Fläche  ist  identisch  mit  der  von  den  singulären  Punkten 
erfüllten  Fläche“ , eine  Bemerkung,  die  uns  später  bei  dualistischer 
Uebcrtragung  gewisser  „Singularitäten“  dieser  „Singolaritätenfläche“ 
wichtig  werden  wird. 

Jede  Ebene  e also,  deren  Oomplexkegelschnitt  sich  in  ein  Punkte- 
paar auflöst,  berührt  jene  „Singularitätenfläche“,  und  zwar  hat  ihr 
Berührpunkt  P mit  dieser  Fläche  die  Eigenschaft,  dass  sich  sein 
Complexkegel  in  ein  Ebenenpaar  auflöst.  Dabei  braucht  aber  jener 
„Berührungspunkt“  der  ausgezeichneten  Ebene  durchaus  nicht  dem 
„Punktepaar“  dieser  Ebene  e anzugehüren;  im  allgemeinen  liegt 
dieses  Punktepaar  vom  Berührpunkte  P ganz  getrennt.  Da  nnn  die 
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2 Punkte  dieses  Punktepaares  gewiss  wieder  singuläre  Punkte  des 
Complexes  sind,  nach  der  Definition  (denn  für  sie  zerfällt  der 
Complexkegel,  weil  er  die  ganze  Ebene  « enthält)  — , so  erkennt 
man,  was  übrigens  bei  Flächen  jeder  Ordnung  bekannt  ist,  dass  jede 
Tangentialebene  derselben  die  Fläche  auch  noch  schnei- 
det; auf  der  Schnittcnrve  liegt  dann  irgendwo  das  Punktepaar. 

2.  „Hat  man  von  einer  Ebene  des  Raumes  bemerkt,  dass  sie 
einen  Punkt  E aufweist,  durch  welchen  3 Gerade  des  Complexes 
gehen,  so  muss  sie  im  allgemeinen  noch  einen  zweiten  Punkt  At 
von  derselben  Eigenschaft  enthalten.“ 

Denn  das  Zusammenrücken  der  beiden  Punkte  des  „Com- 
plexpunktepaares“  einer  singulären  Ebene  wäre  eine  weitere  Spe- 
cialisirnng  — : wird  demnach  eine  Ebene  durch  das  Auftreten 
eines  gemeinschaftlichen  Schnittpunktes  von  3 Complexgeraden  als 
eine  ausgezeichnete  erkannt,  so  muss  man  solange  von  der  Existenz 
eines  zweiten  Punktes  überzeugt  sein  (und  kann  denselben  auf  syn- 
thetischem oder  analytischem  Wege  ermitteln),  als  jene  Ebene  keine, 
etwa  durch  ihre  Construction  charakterisirte,  besondere  Stellung  zum 
Complex  besitzt. 

Diese  Bemerkung  musste  eingeschaltet  werden,  ehe  wir  die  „Con- 
struction der  singulären  Ebenen  durch  eine  beliebig  vorgegebene 
Axe“  erschöpfend  aufstellen  können. 

Diese  Construction  ist  identisch  mit  jener,  welche  für  den  all- 
gemeinen Complex  dieselbe  Aufgabo  der  „Bestimmung  der  sin- 
gulären Ebenen  durch  eine  Axe“  löst.  (Reye,  Geometrie  der  Lage, 
II.  Tbeil;  Art.  85,  pag.  281  der  zweiten  Auflage.) 

Man  nimmt  auf  jener  Axe  3 Punkte  ABC  beliebig  an  und  be- 
stimmt deren  zugehörige  Complexkegel.  Dieselben  schneiden  sich  in 
8 Punkten.  Sei  D einer  dieser  Schnittpunkte,  so  gehören  die  3 Ge- 
raden DA,  DB,  DC  in  der  durch  ABC  und  D gelegten  Ebene 
dem  Complex  an.  Auf  dieser  Ebene  muss  aber  nach  Obigem  noch 
ein  Punkt  irgondwo  liegen,  von  der  Eigenschaft,  dass  sämtliche  Ge- 
rade durch  ihn  Complexgerade  sind,  d.  h.  noch  einer  der  übrigon  gemein- 
schaftlichen Funkte  der  drei  Kegel.  Daher  bestimmen  jene  8 Punkto 
schliesslich  — im  allgemeinen  — 4 Ebenen,  welche  durch  dio  vorge- 
gebene Gerade  gehen,  während  zugleich  der  auf  ihnen  gelegene 
Complexkegelschnitt  in  ein  Punktepaar  ausarlct.  — Also  enthält 
unser  Complex  singuläre  Ebenen,  (vgl.  Nachtrag.) 

Dieser  Paragraph  soll  über  die  Lage  der  „singulären  Ebenen“ 
im  Raumo  orientiren  und  für  weitere  synthetische  Untersuchungen 
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die  Vorbereitung  bildcu;  sein  Inhalt  ist  nicht  original,  sondern  der 
allgemeinen  Theorie  der  Complexe  entnommen. 

§.  8. 

Vereinigte  Lage  der  Pankte  eines  Complex-Punktepaares. 

Man  kann  nun  aber  (Fig.  17.)  C gegen  A , D gegen  B rücken 
lassen,  — dann  fallen  schliesslich  die  4 Tangenten  sowol  in  A und 
B,  als  auch  die  in  C und  D zusammen  in  die  beiden  Geraden  AE  und 
BE\  indem  man  stetig  den  Kegelschnitte'  an  dieser  Bewegung  der 
Punkte  C und  D teilnebmen  lässt,  werden  wir  auf  eine  Grenzlage 
des  Kegelschnitts  K'  aufmerksam,  für  welche  das  Punktepaar,  in 
welches  der  Complexkegelschnitt  ausartete,  sich  spedell  zusammen- 
zieht in  einen  Punkt  E\  in  dieser  Grenzlage  berührt  A'  jedenfalls 
K in  A und  B. ») 

Wichtig  ist  hier  der  folgende  Satz:  „Ist  ein  Kegelschnitt  K' 
gefunden,  der  mit  K zusammen  einen  Complexkegelschnitt  liefert, 
der  überhaupt  ausartet,  und  berührt  dabei  K'  doppelt  den  Kegel- 
schnitt K,  so  kann  diese  Ausartung  nicht  mehr  die  gewöhnliche,  die 
in  ein  Punktepaar  sein,  sondern  muss  speciell  eine  Ausartung  in 
einen  Punkt  darstellen;  mit  andern  Worten:  es  gibt  keinen  Kegel- 
schnitt K',  der  in  Üoppelbertthrung  mit  K einen  Complex- 
kegelschnitt bestimmt,  der  in  ein  getrenntes  Punktepaar  auB- 
artet;  ist  für  K und  K'  der  Complexkegelschnitt  singulär,  so  stellt 
er  einen  einzigen  Punkt  vor.“ 

Indem  wir  von  den  Resultaten  des  folgenden  Paragraphen  das 
wichtigste  anticipiren,  nehmen  wir,  zum  Beweise  des  soeben  ausge- 
sprochenen Satzes,  als  bekannnt  an:  (vergl.  §.  9.) 

„In  Bezug  auf  2 sich  in  A und  B berührende  Kegelschnitte 
KK'  bildet  der  Complexkegelschnitt  einen  dritten  mit  A'  und  K'  in 
doppelter  Berührung  befindlichen  Kegelschnitt  k durch  A und  B " 
vergl.  Fig.  18. 

D.  h.  Der  Complexkegelschnitt  bat  mit  K und  K'  immer  die 
Tangenten  in  den  Punkten  A und  B gemeinschaftlich,  wenn  sich 
daselbst  K und  K‘  berühren. 

I ) Aber  nicht  jeder  Kegelschnitt,  der  K in  A and  B berührt , liefert 
einen  in  einen  Punkt  E entartenden  Complexkegelschnitt  mit  K;  soll  er  diese 
specielle  Eigenschaft  haben,  so  muss  er  entweder  durch  die  oben  genannte 
stetige  Transformation  aus  früheren  Lagen  des  Kegelschnittes  K'  der 
Fig.  17.  entstanden  sein,  oder  er  muss  durch  eine  gewisse  directe  Couslruction 
erhalten  worden  sein,  welche  zeigt,  dass  et  bei  vorgegebenen  K und  £ nur 
einen  K'  von  der  verlangten  Eigenschaft  gibt.  (|.  10.). 
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Es  gibt  nun  nur  einen  einzigen  Punkt  der  Ebene,  nämlich 
den  Tangentenschnittpunkt  E selbst  (vergl.  Fig.  20.),  von  welchem 
2 Tangenten  zusammenfallcn  mit  den  Geraden,  welche  KK1  beruhten 
in  A und  B-  oder:  Einen  andern  Punkt  der  Ebene  als  JE  berühren 
die  in  A und  B construirten  Tangenten  von  AA"'  sicher  nicht-,  — 
wenn  nun  aus  irgend  einem  Grunde  bewiesen  wird,  dass  für  2 solche 
KK'  in  DoppelberUbrung  der  Complexkegelschnitt  ausartet  in  ein 
Pnnktepaar,  so  müssen  die  Punkte  vereinigt  liegen  in  E. 

Oder  noch  kürzer:  „Geht  ein  Kegelschnitt  durch  2 feste  Punkte 
AB,  in  ihnen  2 feste  Geraden  berührend,  AE,  BE,  so  kommt  es 
nur  einmal  vor,  dass  ein  Kegelschnitt  dieser  Schaar  ausartet-, 
cs  ist  dies  der  vom  Schnittpunkte  E der  vorgegebenen  Geraden  dar- 
gestellte Kegelschnitt“ 

Ist  demnach  ein  Ort  O angebbar  für  Raumebenen  von  der 
Eigenschaft,  dass  alle  Ebenen  durch  0 Complexkegelschnitte  liefern, 
die  in  ein  Punktepaar  ausarten,  ist  ferner  ein  Ort  Cf  angebbar  für 
Raumebenen  von  der  Eigenschaft,  dass  alle  Ebenen  durch  O'  die 
vorgegebenen  Flächen  zweiter  Ordnung  in  der  Figur  von  2 sich 
doppelt  berührenden  Kegelschnitten  schneiden;  dann  artet  in  einer 
Ebene,  welche  sowol  dem  Orte  O,  als  O*  angehört,  der  Complex- 
kegelschnitt in  einen  einzigen  Punkt  aus. 

Eine  solche  Ebene  heisst  nach  Plücker  a.  a.  0.  Art.  320  eine 
„Doppclebene  des  Complexcs“;  für  die  Möglichkeit  der  Bestimmung 
solcher  Doppelebenen  eröffnen  uns  unsere  letzten  Bemerkungen  bereits 
Aussicht. 


§■  9. 

Kegelschnitte  ln  Doppelberührung. 

Bisher  haben  wir  noch  an  keiner  Stelle  von  der  speciellen  Lage 
gesprochen,  die  die  beiden  vorgegebenen  Kegelschnitte  KK'  (die 
Schnitte  der  beiden  vorgegebenen  Flächen  zweiter  Ordnung  mit  einer 
Ebene),  zu  einander  aufweisen  können.  Auf  alle  speciellen  Lagen 
einzugehen  würde  uns  hier  zu  weit  führen  — ebenso  gedenken  wir 
die  Fälle  nicht  weiter  zu  besprechen,  wo  von  den  vorgelegten  Curven 
die  eine  oder  andere  ausartet. 

Aber  ein  besonders  interessanter  und  leicht  zu  behandelnder 
Fall  möge  hier  doch  durchgeführt  werden,  umsomehr  als  er  mit  den 
vorbergegangenen  und  den  nunmehr  zu  besprechenden  Dingen  Zu- 
sammenhang hat;  wir  meinen  die  Doppelberührung  der  vorgegebenen 
Kegelschnitte  (Fig.  18.). 
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„Im  Fall  der  DoppelberOhnrng  KK'  in  den  Punkten  A and  B 
geht  der  Complexkegelschnitt  in  Doppelbertthrang  mit  beiden  Kegel- 
schnitten ebenfalls  durch  A und  B.u 

Znm  Beweise  diese»  Satzes  machen  wir  mit  gutem  Erfolge  von 
dem  wirksamen  Werkzeug  Gebrauch,  das  uns  das  Princip  des  „Zu- 
sammenhangs zwischen  der  Theorie  der  Kngelkreise  und  der  Kegel- 
ichnitte  in  Doppelberührung“  liefert  *). 

Nämlich  „ein  Kreiskegel,  d.  h.  der  verbindende  Kegel  eines 
Kreises  auf  einer  Kngel  mit  deren  Mittelpunkt,  zeigt  auf  der  unend- 
lich fernen  Ebene  gegen  den  unendlich  fernen  Kugelkreis  genau 
dasselbe  Verhalten,  wie  ein  denselben  doppelt  berührender  Kegel- 
schnitt: jedem  Satz  aus  der  Theorie  der  Kreiskegel  entspricht  ein 
Satz  aus  der  Theorie  der  doppeltberührenden  Kegelschnitte  und  um- 
gekehrt“. 

Ist  nun  vorgegeben  ein  Kreiskegel  K\  sowie  der  unsichtbare 
unendlich  ferne  Kugelkreis  ■£',  so  lautet  unser  Problem  der  Be- 
stimmung des  Complexkegelschnittes , angepasst  dieser  metrischen 
Specialisirung : „Man  soll  Ebenen  durch  den  Scheitel  S von  K be- 
stimmen derart,  dass  die  beiden  Strahlen  (Erzeugenden  des  Kreis- 
kegels K),  in  welchen  sie  K treffen,  rechtwinklig  auf  einander 
stehen“. 

Solche  Ebenen  sind  ganz  besonders  einfach  zu  construiren:  ist 
D ein  beliebig  vorgegebener  Punkt  des  Kugelkreises  K (Fig.  19.), 
durch  welchen  solche  Ebenen  (grösste  Kreise  auf  der  Kugelober- 
fliche)  gelegt  werden  sollen,  so  construire  man  die  Ebene  S senk- 
recht zur  Richtung  vom  Mittelpunkt  S nach  D.  Dieselbe  trifft  K 
in  2 Punkten  B.  Da  nun  die  Funkte  B und  D auf  der  Kugelfläche 
um  90"  entfernt  sind,  so  lösen  die  Ebenen  BD  durch  den  Mittel- 
punkt die  Aufgabe. 

Bewegt  sich  nun  D den  Kugelkreis  entlang,  so  umhüllen  offenbar 
die  grössten  Kreise  BD  einen  mit  K concentrischen  Kreiskegel 
(dessen  Schnitt  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  eigentlich  dann  den 
oben  verlangten  Complexkegelscbnitt  bildet). 

Ein  solcher  mit  K concentriscber  Kreiskegel  hat  aber  die  Eigen- 
schaft (vergl.  des  Verfassers  oben  citirte:  „Constructionen“)  den  un- 
endlich fernen  Kugelkreis  in  denselben  Punkten  zu  berühren,  wie  K 
selbst.  — 


1)  V«rgl.  des  Verfassers:  „Construction  doppelt  berührender  Kegel- 

schnitt»*, Leipzig  188t;  pag.  41—45. 
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Demnach  sehlicssen  wir  ans  dieser  metrischen  Specialisirang  des 
Problems  rückwärts  für  die  allgemeine  Figur  18:  „Der  Complexkegel- 
schnitt  für  2 sich  doppelt  berührende  Kegelschnitte  geht,  mit  dop- 
pelter Berührung  der  beiden  Kegelschnitte , durch  deren  gemein- 
schaftliche Punkte“. 

Zu  seiner  Construction  genügt  also  die  Herstellung  einer  ein- 
zigen Tangente;  derselbe  fällt  übrigens  niemals  ausserhalb  der 
beiden  Kegelschnitte,  sondern  in  den  zwischen  beiden  eingeschosse- 
nen (in  Fig.  18.  sebraffirten)  Kaum;  gelegentlich  sei  hier  die  Be- 
merkung eingeschaltet,  dass  überhaupt  jedo  Complcxgerade  wenig- 
stens eine  der  beiden  vorgegebenen  Flächon  immer  reell  trifft,  denn 
ist  von  2 Punktepaaren  keines  reell,  so  können  sie  sich  nicht  gegen- 
seitig harmonisch  trennen. 


§.  10. 

Hat  ein  Kreiskege!  eine  üeffnung  von  90°,  so  sind  für  jede 
Ebene,  die  durch  seine  Mittellinie  gelegt  wird,  die  beiden  Schnitt- 
geraden  mit  dem  Kegel  anf  einander  senkrecht  Demnach  ist  das 
Auftreten  einer  Ausartung  des  Complexkegelschnitts  in  einen  Punkt 
metrisch  besonders  einfach  erklärbar.  Wir  brauchen  nur  die  Con- 
strnction  eines  Kreiskcgels  mit  einer  Oeffuung  von  90°,  wobei  dio 
Mittellinie  vorgegeben,  aus  dem  Metrischen  in  die  allgemeine  Figur 
zu  übersetzen,  nm  auch  die  allgemeine  Construction  jenes  Kegel- 
schnitts K'  zu  erkennen,  „welcher  zu  dem  vorgegebenen  K die  Lage 
haben  soll,  dass  der  Complcxkegelschnitt  in  Bezug  auf  K und  K‘  in 
einen  einzigen  Punkt  ansartet“. 

Ist  die  Mittellinie  für  den  zu  bestimmenden  Kreiskegel  dnreh 
den  Mittelpunkt  einer  Kugel  vorgegeben,  so  bestimme  man  für  jede 
Ebene  durch  diese  Mittellinie  jene  beiden  Strahlen  durch  den  Kugel- 
mittelpnnkt,  welche  von  der  Mittellinie  um  45°  entfernt  sind;  die- 
selben sind  synthetisch  dadurch  charakterisirt,  dass  sie  sowol  der 
(rechtwinkligen)  Involution  des  Kugelmittelpnnkts  angehören,  als  auch 
gleichzeitig  die  Mittellinie  und  die  zu  ihr  conjugirte  Ebene  durch 
den  Mittelpunkt  harmonisch  trennen;  führt  man  die  Ebene  um  die 
Mittellinie  herum,  so  erhält  man  auf  der  Kugelfläche  eine  zusammen- 
hängende Curve;  nämlich  die  Schnittcurve  (mit  der  Oberfläche  der 
Kugel)  jenes  gesuchten  Kreiskegels  von  der  vorgegebenen  Oeffnung 
von  90°. 

Wir  wiederholen  die  Construction  an  der  Hand  der 
allgemeinen  Figur  (Fig.  20.).  Sei  vorgegeben  K,  sowie  £ beliebig. 
Gesucht  wird  der  Kegelschnitt  K‘ , von,  der  Eigenschaft,  das«  jede 
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Gerade,  welche  K und  K'  harmonisch  trifft,  durch  den  einzigen  Funkt 
E gehe. 


Wir  suchen  hierzu  auf  jeder  Geraden  EC  durch  E jene  beiden 
Punkte  MN,  welche  sowol  von  EC  harmonisch  getrennt  werden,  als 
auch  polar  conjugirt  sind  in  Bezug  auf  K.  Die  Bestimmung  dieser 
Punkte  ist  eine  Aufgabe  zweiten  Grades.  Dass  all  diese  Punkte  MN 
eine  stetige  Curve  bilden,  speciell  noch  einen  Kegelschnitt,  ist  zwar 
bereits  aus  dem  für  die  metrische  Figur  des  Kreiskegeis  erhaltenen 
Resultate  zu  schliessen;  doch  kOnnon  wir  in  leichter  Weise  den 
Nachweis  dieser  Bemerkung  auch  an  der  allgemeinen  Figur  her- 
steilen. 

Sei  F der  Pol  von  EC,  EF  die  Polaro  von  C,  dann  schneidet 
letztero  den  Kegelschnitt  K in  zwei  Punkten  DG-,  und  die  4 Punkte 
DFGE  sind  harmonisch.  Da  EC  die  Polare  von  F,  so  schneiden 
sich  die  Verbindungslinien  von  BG  und  AD,  sowie  auch  GA  und 
BD  in  Punkten  MN  von  EC.  MN  sind  nun  harmonisch  getrennt 
durch  EC  (wegen  des  harmonischen  Strablbüschels  durch  B oder 
durch  A nach  den  Punkten  DFGE),  zugleich  aber  polar  conjugirt 
in  Bezug  auf  A"  nach  den  Grundsätzen  der  Polarentheorie,  MN  sind 
also  die  gesuchten  Punkte  auf  der  willkürlich  vorgegebenen  Geraden 
EC  durch  E. 

Wir  wiederholen  die  Vorschriften  zur  Construction : man  suche 
jene  Gerade  EF,  welche  conjugirt  ist  zur  vorgegebenen  FC  in  Be- 
zug auf  K,  projicire  deren  Schnittpunkte  DG  vom  festen  Punkte  A 
(oder  B)  aus  auf  EC  nach  MN. 

Bewegt  sich  nun  G auf  K,  so  ist  seine  Bewegung  zu  der  von 
B projectivisch , daher  sind  die  Büschel  von  B nach  G und  von  A 
nach  D projectivisch  und  erzeugen  bei  der  Bewegung  von  EC  durch 
ihre  Schnittpunkte  N einen  Kegelschnitt  K‘. 

Dieser  Kegelschnitt  berührt  K sowol  in  A als  in  B,  ferner 
geben  alle  (Complex-)  Gerade,  welche  K und  K'  in  4 harmonischen 
Punkten  treffen,  durch  den  festen  Punkt  E ; aus  diesen  beiden  Eigen- 
schaften schliesst  man  (§.  8.),  dass  für  die  Kegelschnitte  AfA''  die 
Complexcurve  ausgeartet  ist  in  einen  einzigen  Punkt  E. 

(Umgekehrt  sind  2 Punkte  HJ,  in  welchen  A'  getroffen  wird  von 
einer  Geraden  durch  E,  auch  conjugirt  in  Bezug  auf  K' ; dies  be- 
darf keines  besonderen  Beweises:  die  4 Schnittpunkte  dieser  Geraden 
mit  K und  K‘  sind  harmonisch,  dies  sagt  genau  dasselbe  aus). 
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Dieser  Kegelschnitt  K‘  kann  nicht  in  das  Innere  von  K fallen, 
wenn  E ausserhalb  K vorgegeben,  denn  dann  würde  es  Complex- 
gerade  dnreh  E geben,  welche  an  beiden  Kegelschnitten  vorbeigehn 
ohne  zu  schneiden,  waB  nach  einer  früheren  Bemerkung  nicht  mög- 
lich ist;  fällt  E innerhalb  K,  so  fällt  der  Complexkegelschnitt  A" 
von  der  gewünschten  Eigenschaft  imaginär  aus. 


§.  11. 

Existenznaehwelse  und  Cunstructionen  flir  die  Doppelebenen 
dcB  Oomplexes. 

1)  Sind  die  Gleichungen  von  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung 
vorgegeben,  bezogen  auf  das  gemeinschaftliche  Polartetraedor: 

a x*-f-4  y*-\-c  -0  I 

a’**+4y +«'«*+ d1  - o | 

so  kann  man  aus  ihnen  % eliminiren  und  erhält  so  die  Gleichung 
jenes  Cylinders , welcher  vom  unendlich  fernen  Punkte  der  s-Axe 
aus  die  Schnittcurve  der  beiden  Flächen  projicirt.  Dieser  Cylinder 
wird  vom  zweiten  Grade,  demnach:  „Die  ßaumeurvo  4ter  Ordnung, 
in  welcher  sich  2 Flächen  zweiter  Ordnung  schneiden,  erscheint  von 
einem  Eckpunkt  des  gemeinschaftlichen  Polartetraeders  aus  als  Curve 
2ter  Ordnung.“  Wir  geben  von  diesem  Satze  eine  strenge  synthe- 
tische Ableitung. 

Es  seien  vorgegeben  2 Flächen  zweiter  Ordnung  KK',  welche 
die  Ebene  der  xy  (Fig.  21.)  schneiden  mögen  in  Kegelschnitten  S 
und  S'. 

Es  seien  I,  II,  III,  IV  die  Punkte,  welche  beide  Flächen  gemein- 
schaftlich haben  mit  der  Coordinatenebene  xy  (also  die  Schnittpunkte 
der  beiden  Schnittcurven  SS'). 

Dann  erscheint  ihre  gemeinschaftliche  Curve,  eine  ßaumeurvo 
vierter  Ordnung,  vom  unendlich  fernen  Punkto  * der  z-Axe  aus  pro- 
jicirt durch  einen  Cylinder  (dessen  Bild  in  der  Figur  durch  eine 
nicht  ausgezogene  Linie  angedeutet  ist) ; zu  beweisen  ist  ■) , dass 


1)  Man  lieht  sofort,  da«  jede  Erzeugende  des  Cy linden  2 symmetrisch 
zur  ry-Ebene  gelegene  Funkte  der  Buumcurre  enthalt;  daher  ist  der  Cylinder 
als  von  der  zweiten  Ordnung  seinen  Eigenschaften  nach  zu  erkennen, - 
dies  lehrt  dem  Bynthetiker  noch  wenig  Aber  die  projectivische  Natur 
des  Gebildes. 
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dieser  Cylinder  (oder  seine  in  der  Figur  sichtbar  gemachte  Schnitt- 
curve mit  der  xy  Ebene)  von  der  2.  Ordnung  im  projectivi- 
Bchen  Sinn  ist  (vergl.  §.  3.). 

Zu  diesem  Zwecke  nehmen  wir  auf  der  ebenen  Schnittlinie  S' 
einen  Funkt  Q fest  an;  desgleichen  auf  der  räumlichen  Schnitt- 
curve  von  A'  und  A''  einen  festen  Raumpunkt. 

Wir  legen  nun  einen  Cylinder  durch  * und  durch  die  5 Punkte 
I.,  II.,  III.,  IV.  nebst  dem  Raumpnnkto  P (auf  KK').  Dieser  Cy- 
linder möge  K in  einer  weitern  Raumcurve  vierter  Ordnung  schnei- 
den, welche  wir  mit  Rt  bezeichnen  wollen;  dieselbe  konnte  in  der 
Figur  nicht  angedeutet  werden,  da  sie  mit  der  schon  froher  einge- 
zeichneten Schnittcurve  von  K und  K‘  zusammenfallen  wurde,  wie  , 
wir  zu  beweisen  gedenken.  — 

Durch  die  Raumcurve  Ilt  und  Q,  jenen  auf  S‘  angenommenen 
Punkt,  ist  nur  eine  Fläche  2ter  Ordnung  möglich  (Reye  6eom.  d. 
Lage  II.;  pag.  149.  der  zweiten  Auflage),  sie  sei  mit  F bezeichnet. 

Sie  ist  zur  Ebene  der  xy  symmetrisch  und  schneidet  die  Zeicbnungs- 
ebene  in  einem  Kegelschnitte,  welcher  bestimmt  ist  durch  die  5 
sicher  anf  ihm  enthaltenen  Punkto  I.,  II.,  III.,  IY.  und  <2,  also  zu- 
sammen fällt  mit  S'.  Wir  wiederholen:  „Die  Fläche  F,  welche  be- 
stimmt ist  durch  A4  und  Q,  schneidet  die  xy  Ebene  im  Kegelschnitt 
<S‘  und  geht  überdies  noch  durch  den  Raumpnnkt  P,  weil  ja  der  zur 
Herstellung  von  A4  benutzte  Cylinder  durch  P gieng“. 

Aber  auch  direct  durch  die  Curve  S'  und  den  Raumpunkt  P 
kann  (nur  eine)  Fläche  2ter  Ordnung  gelegt  werden,  welche  sym- 
metrich  ist  zur  xy-Ebene.  Man  erhält  also  jene  Fläche  F 
wieder,  wenn  man  zur  xy-Ebene  symmetrisch  eine  Flä- 
che zweiter  Ordnung  K'  bestimmt  sein  lässt  durch  den 
Kegelschnitt  S'  und  den  Raumpunkt  P. 

F fällt  also  zusammen  mit  der  vorgegebenen  Fläche  zweiter 
Ordnung  K' , welche  ja  a priori  die  Curve  S' , den  Raumpunkt  P, 
sowie  die  Symmetrie  zur  xy-Ebene  aufweist  als  Bestimmungsstacke. 

Das  heisst:  jeder  Punkt  der  Fläche  F (welche  gelegt  wurde  durch 
die  Raumcurve  Ä4)  gehört  auch  der  Fläche  K'  an;  daher  gehört 
auch  jeder  Punkt  der  Raumcurve  J?4  der  Fläche  K ' an.  Daher 
liefert  der  Schnitt  des  durch  z als  Scheitel,  sowie  durch  die  5 Punkte 
I. , II. , III. , IV.  und  P bestimmten  Cylinders  mit  K lauter  Punkte, 
welche  auch  der  Fläche  K'  angehören;  also  wird  schliesslich  die 
Schnittcurve  von  KK‘  von  * als  Cylinder  zweiter  Ordnung  projicirt. 
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(Die  Einschiebung  dieses  Artikels  hatte  den  Zweck  den  Grad 
der  nunmehr  noch  folgenden  Aufgabe  der  „Bestimmung  der  Doppel- 
ebenen“  bo  weit  möglich  zu  erniedrigen).  — 

2.  Wir  können  nun  zwei  unendlich  nahe  Punkte  der  räumlichen 
Schnittcurve  der  vorgegebenen  Flächen  zweiter  Ordnung  verbinden 
durch  eine  Tangente  x und  dieselbe  mit  dem  unendlich  fernen  Punkte 
der  z-Axe  verbinden  durch  eine  Ebene ; diese  Ebene  enthält  wegen 
der  Symmetrieeigenschaften  der  Figur  auch  immer  noch  eine  zweite 
Tangente  r derselben  Raumcurve.' 

Eine  solche  Tangente  der  Raumcurve  verbindet  2 unendlich 
nahe  Punkte  der  vorgegebenen  Flächen ; sie  verbindet  also,  nachdem 
diese  Ebene  durch  z gelegt  wurde,  zwei  uucudlicb  nahe  Punkte  der 
Schnittcurven  dieser  Ebene  mit  den  vorgegebenen  Flächen ; d.  h.  die 
Tangente  an  die  räumliche  Schnittcurve  ist  zugleich  Tangente  an  die 
beiden  Kegelschnitte  KK',  in  welchcu  die  durch  sie  sowie  x gelegte 
Ebene  die  vorgebenen  Flächen  zweiter  Ordnung  schneidet;  wir  er- 
halten also  die  Fig.  22.  als  Schema  der  Schnittfigur  auf  einer  sol- 
chen Ebene. 

Lässt  man  daher  bewegliche  Ebenen  durch  z den  Cylinder  um- 
hüllen, welcher  von  x aus  die  Schnittcurve  der  vorgegebenen  Flä- 
chen zweiter  Ordnung  projicirt,  so  haben  alle  diese  Ebenen 
die  Eigenschaft,  die  vorgegebenen  Flächen  in  der  Fi- 
gur von2  sich  doppelt  berührenden  Kegelschnitten  zu 
treffen. 

Durch  jenen  Punkt  z geht  aber  auch  noch  ein  ganz  besonders 
ausgezeichneter  Kegel  4 ter  Ordnung,  nämlich  jener  Kegel , welchen 
die  durch  z gehendeu  singulären  Ebene  umhüllen.  (§.7.  am  Schlüsse.) 

Jede  Tangentialebene  dieses  Kegels  mit  dem  Scheitel  x hat  die 
Eigenschaft,  dass  sie  die  vorgegebenen  Flächen  zweiter  Ordnung  in 
einer  Schnittfigur  von  2 Kegelschnitten  trifft,  für  welche  der  Com- 
plexkegelschnitt  ausartet  in  ein  Punktepaar. 

Bestimmt  man  daher  die  gemeinschaftlichen  Ebenen  jener  beiden 
Kegel  zweiter  und  vierter  Ordnung  durch  z (Kegel  nach  der  Schnitt- 
curve hin  und  Kegel  der  singulären  Ebenen),  so  haben  dieselben 
die  Eigenschaft,  dass  für  sie  der  Kegelschnitt  ausartet  in  einen  ein- 
zigen Punkt;  nach  §.  8. 

Demnach  existiren  Doppelebeuen  des  Complexes,  uud  zwar 
gehen  sie  durch  die  Ecken  des  gemeinschaftlichen  Polartetraeders 
der  vorgegebenen  Flächen. 
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(Ans  der  dualistischen  Matur  des  Complexes  schliesst  man:  es 
eiistiren  Doppelpunkte,  für  welche  sich  der  Complexkegelschnitt 
»«/löst  in  eine  einzige  Ebene  — und  zwar  liegen  dieselben  auf  den 
Coordinatenebenen). 

Ans  Symmetriegranden  schliesst  man:  da  im  allgemeinen 
kein  Grand  vorhanden  ist,  dass  eine  Doppelebene  mit  einer  Coordi- 
natenebene  Zusammenfalle,  so  müssen  durch  jeden  Eckpunkt  minde- 
stens 4 solcher  Ebenen  gehen;  daher  ist  die  Anzahl  der  Dop- 
pelebenen des  Complexes  ein  Vielfaches  von  4.4  — 16. 

Da  nns  im  ersten  Abschnitt  nnsers  Paragraphen  gelungen  die 
Classe  des  einen  der  beiden  Kegel  durch  < auf  2 zu  erniedrigen,  wah- 
rend der  Kegel  der  durch  z gehenden  singulären  Ebenen  nach  Frü- 
herem ($7.  am  Schlüsse;  vgl.  den  Nachtrag)  von  der  4.  Classe,  so 
seheint  die  Bestimmung  der  Doppelebenen  dnrch  einen  Polar- 
tetraeder-Eckpunkt eine  Aufgabe  vom  2.4  — 8ten  Grade  zu  sein. 

3.  Als  Endziel  nnd  Hauptinhalt  dieses  Paragraphen  soll  der 
Nachweis  von  der  Existenz  der  Doppelebene  angesehen  werden. 
Wir  bringen  für  dieselbe  noch  einen  auf  ganz  verschiedenem  Ge- 
dankengaug  beruhenden  Beweis,  der  sich  direct  an  f 10.  anscbliesst. 

Wir  haben  dort  gezeigt,  dass  die  Schnittcurve  eines  KreiBkegels 
von  der  Oeffnung  90°  auf  der  unendlich  fernen  Ebene  mit  jenem 
imaginären  KreiBe,  in  welchem  diese  Ebene  von  jeder  Kngel  ge- 
troffen wird,  die  Figur  von  2 Kegelschnitten  bildet,  für  welche  der 
Complexkegelschnitt  in  einen  Punkt  ausartet,  nämlich  in  die  Rich- 
tung der  Mittellinie  jenes  Kegels.  Wir  können  dieses  Resultat  auch 
so  fassen:  Ist  zur  Bestimmung  nnsers  Complexes  vorgegeben  eine  Ku- 
gel, sowie  ein  Kreiskegel  von  der  Oeffnung  90°  (oder  ancb  irgend 
ein  Rotations-Hyperboloid,  welches  einen  solchen  Kegel  zum  Asym- 
ptotenkngol  hat),  so  ist  für  dieses  Flächenpaar  die  unendlich  ferne 
Ebene  eine  Doppelebene. 

Sind  demnach  2 Flächen  zweiter  Ordnung  beliebig  vorgegeben, 
so  ist  nur  noch  die  Aufgabe  zu  lösen : eine  jener  Flächen  durch 
coilineare  Umformung  in  eine  Kugel  zu  verwandeln,  die  andre  in  ein 
Rotations-Hyperboloid,  welches  einen  Asymptotenkegel  von  der  Oeffnung 
90°  besitzt;  hat  man  die  Collineation  gefunden,  welche  diese  Transfor- 
mation vermittelt,  so  ist  jene  Ebene  des  früheren  Raumes,  welche  der 
unendlich  fernen  Ebene  des  transformirten  Raumes  entspricht,  eine 
Doppelebene  des  Complexes  für  beide  vorgegebene  Flächen. 
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Projectivisch  lässt  sich  fttr  diese  Transformation  eine  Vorschrift 
in  einfacher  WeiBe  nicht  bersteilen;  doch  wollen  wir  noch  zeigen, 
dass  dieselbe  nicht  allein  — auf  analytischem  Wege  — als  voll- 
kommen lösbar  nachweisbar  ist,  sondern  sogar  noch  weiteren  7 Be- 
dingungen unterworfen  werden  dürfte. 

Zar  Herstellung  einer  vollständig  bestimmten  Collineation  ge- 
hören 15  Bedingungen  (denn  eine  solche  ist  bestimmt,  indem  man 
5 beliebigen  Punkten  des  ersten  Systems  5 beliebige  Punkte  des  zweiten 
Systems,  welche  5.3-=  15  Coordinaten  aufweisen,  zuordnet);  die 
Umwandlung  einer  Fläche  in  eine  Kugel  entspricht  5 Bedingungen 
(durch  4 Punkte  ist  eine  Kugel  bestimmt,  9 Punkte  bestimmen  eine 
Fläche  zweiter  Ordnung,  9 — 4 — 5);  dio  Umwandlung  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  in  ein  Kreis-Hyperboloid  von  vorgegebener  Oeffnung 
des  Asymptotenkegel 8 entspricht  3 Bedingungen  (durch  6 Punkte  ist  ein 
solches  bestimmt).  Daher  die  Möglichkeit  jener  Forderung  noch 
15  — (5-f-3)  — 7 Bedingungen  hinzuzufügen. 

Ferner:  man  lege  eine  Ebene  durch  den  Mittelpunkt  M der 
Kugel  (Fig.  23.),  sowie  dio  Mittellinie  m des  Hyperboloids;  sei  p 
die  zur  Ebene  Mm  coqjugirte  Richtung.  Für  beide  Flächen  gleich- 
zeitig ist  dann  die  Polarebene  des  unendlich  fernen  Punktes  von  der 
Richtung  p jene  Ebene  durch  M uud  m.  Daher  ist  der  „uuendlieb 
ferne  Punkt  p'1  ein  Eckpunkt  des  gemeinschaftlichen  Polartetraeders : 
demnach  geht  die  Doppelebene  durch  einen  solchen  Eckpunkt,  wie 
auch  in  N.  2.)  bewiesen. 


§.  12.  (Anhang). 

Reduetien  der  Bestimmung  der  Doppelebenen  auf  eine  Aufgabe 
niedrigeren  Grades. 

1.  Die  in  der  Einleitung  gestellte  Aufgabe  erscheint  hiermit 
vollständig  erledigt,  wir  haben  die  Construction  der  Coroplexgeradeu 
in  einer  beliebigen  Ebene  gegeben,  sowie  den  Grad  der  umhüllten 
Curve  bestimmt;  wir  haben  das  Auftreten  von  singulären  Ebenen, 
sowie  von  Doppelebenen  als  notwendig  nachgewiesen , und  es  sei  an 
dieser  Stelle  bervorgehoben,  dass  wir  unsre  Resultate  gewonnen 
haben  ohne  bei  irgend  einem  der  „Geometrie  der  Lage“  fremden  Gebiete 
eine  Anleihe  zu  machen ; denn  auch  die  ohne  Beweis  citirte  Bemer- 
kung des  §.  7.  fand  bis  jetzt  keine  Verwendung;  sie  sollte  nur  den 
Leser  über  die  Gestaltung  der  Singuläritätenfläche  orientiren. 

Um  jedoch  den  Grad  der  in  §.11.  N.  2.  behandelten  Aufgabe  so  weitals 
möglich  zn  erniedrigen,  wollen  wir  von  einigen  wenigen  Hilfsmitteln  Ge- 
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brauch  machen,  die  wir  ans  anderen  Theorien  entnehmen  — sie  ge- 
statten die  Bestimmung  der  Doppelebenen  oder  der  Doppelpunkte  in 
rascher  und  übersichtlicher  Weise  zum  Abschluss  zn  bringen. 

a)  „Die  von  den  singulären  Ebenen  umhüllte  Fläche  ist  identisch 
mit  der  von  den  singulären  Punkten  erfüllten  Fläche“  (Plücker, 
Geometrie  des  Raumes,  Art.  320). 

ß ) „Die  Knotenpunkte  und  doppelt  berührenden  Ebenen  dieser 
„Singularitätenfläche“  eines  Complexes  sind  identisch  mit  den  Doppel- 
punkten und  Doppelebenen  des  Complexes“  (Plücker  a.  a.  0.  Art.  321). 

7)  „Hat  eine  Curve  nter  Ordnung  mehr  als  — — 

Doppelpunkte,  so  muss  sie  zerfallen“  (Plücker,  Algebr.  Curv. 
pag.  215). 

Dass  überhaupt  Doppelebenen  (und  -punkte)  ex  Satiren,  haben 
wir  bewiesen  ($.  11.);  aus  Symmetriegründen  schlossen  wir,  dass  auf 
einer  Coordinatenebene  mindestens  4 solche  Doppelpunkte  („Knoten- 
punkte der  Singularitätenfläche“  nach  ß))  liegen  müssen.  Nach  y) 
kann  aber  eine  einfache  Curve  vierter  Ordnung  nicht  mehr  als 
3 2 

-=-  — 3 Doppelpunkte  haben;  demnach  muss  die  Curve  4ter  Ord- 
nung, welche  den  Schnitt  der  Singularitätenfläche  mit  einer  Coordi- 
natenebene bildet,  zerfallen. 

Es  mnss  also  (da  eigentliche  Curven  dritter  Ordnung  aus  Sym- 
metriegründen auszuschliessen  sind)  die  Scbnittcurve  einem  der  Typen 
aß  der  Figur  24.  entsprechen  (denn  der  Typus  y würde  die  Be- 
vorzugung einer  Coordinatenaxe  anzeigen,  was  bei  der  Voraussetzung 
einer  in  nichts  specialisirten  Lage  der  vorgegebenen  Flächen  nicht 
zulässig  ist). 

Der  erste  Typus  würde  Ecken  des  Coordinatentetraeders  als 
singuläre  Punkte  des  Complexes  erkonnen  lassen , für  welche  An- 
nahme wiederum  bei  allgemeiner  Lage  der  erzeugenden  Flächen  keine 
Berechtigung  vorbanden  ist 

Demnach  muss  man  schlicssen  :der  Schnitt  der  Singularitätenfläche 
mit  den  Coordinatenebenen  ist  vom  Typus  ß:  die  Schnitt- 
curven  zerfallen  anf  diesen  Ebenen  in  zwei  Kegel- 
schnitte. 

(Hiermit  bestimmt  sich  die  Anzahl  der  Doppelpunkte  und  Dop- 
pelebenen endgiltig  zu  16.  Man  kann  sich  durch  einige  einfache 
Schlüsse,  die  dem  j.  11.  nachzutragen  wären , überzeugen , dass  jene 

*»*.  i«  Hits.  o.  rhj..  3.  R.iie,  T.U  T.  25 
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Ebenen,  welche  die  räumliche  Schnittcurve  der  vorgegebenen  Flächen 
2 mal  berühren,  immer  durch  einen  Eckpunkt  des  gemeinschaftlichen 
Polartetraeders  geben  ; daher  gehen  die  Doppolebenen  ebenfalls  immer 
durch  solch  einen  Eckpunkt , und  wir  erhalten  alle  Doppelebenen, 
wenn  wir  sie  nach  den  Coordinatenecken  zusammenzählen:  4.4-=  lß). 

Die  Doppelebenen  des  Complexes  sind  nach  Satz  ß)  identisch 
mit  jenen  Ebenen  des  Raumes,  welche  die  Singularitätenfläche  dop- 
pelt berühren;  bringt  man  also  dio  Uaumfigur  der  Siugularitäten- 
fläche  nebst  einer  solchen  Doppelebenc  /.um  Schnitt  mit  irgend  einer 
Ebene , so  kann  in  der  Schuittflgur  mit  dieser  Ebene  die  Spur  der 
Doppelebcne  dio  Spur  der  Fläche  nicht  schneiden,  sondern  muss  sie 
berühren. 

Demnach  haben  die  Spuren  d der  Doppelebenen  auf  einer  Coor- 
dinatenebene  (Fig.  25)  diu  Eigenschaft  die  beiden  Kegelschnitte, 
in  welche  auf  jener  Ebene  die  Spur  der  Singularitätenfläche  zer- 
fällt, zu  berühren  (sie  kann  nicht  einen  allein  berühren;  würde 
man  die  Lage  der  Spur  angebeu  als  d\  so  würde  eben  diese  Gerade 
die  durch  den  Verein  der  Kegelschnitte  gegebene  Curvc  vierter 
Ordnuug  schneiden). 

Es  bedeute  nun  in  der  Figur  dio  nicht  ausgezogeuc  Linie  r die 
Projection  der  räumlichen  Schnittcurve  der  beiden  vorgegebenen 
Flächeu  auf  die  Coordinatcnobcne  vom  gegenüber  liegenden  Eck- 
punkt aus;  nach  Früherem  (§.  11.)  wissen  wir,  dass  dio  Spur  der 
Doppelebcne  diese  Projection  berührt;  daher:  „Dio Projection  der 
Ranmcurve  4 tcr  Ordnung,  in  welcher  sich  die  vorgegebenen  Flächen 
zweiter  Ordnuug  schneiden,  von  einem  Eckpuukte  des  Coordinaten- 
tetraeders  ‘auf  die  gegenüber  liegende  Coordinateuebene  bildet  mit 
den  beiden  Kegelschnitten,  in  welche  der  Schnitt  dieser  Ebene  mit 
der  Singularitätenflächo  zerfällt,  die  Figur  von  3 Kegelschnitten, 
welche  4 (symmetrisch  liegende)  gemeinschaftliche  Tangenten  be- 
sitzen.“ 


Demnach  kann  die  Doppelebcne  erhalten  werden,  indem  man 
die  Kegelschnitte  bestimmt , in  welche  die  Schnittcurve  der  Sings- 
laritätenfläcke  mit  einer  Coordinatenebcne  zerfällt  und  hierauf  die 
gemeinschaftlichen  Tangenten  construirt  für  die  Projection  der  Schnitt- 
curve der  vorgegebenen  Fläche  und  einen  jener  Kegelschnitte. 

2.  Demnach  kauu  die  effectivo  Bestimmung  der  Doppelebenen 
zurückgoführt  werden  auf  die  succossive  Lösung  von  Aufgaben  4ten  und 
2ten  Grades:  man  bestimme  auf  Geraden,  welche  man  in  einer  Coordi- 
natenebenc  beliebig  wählte,  die  4 Schnittpunkte  mit  der  Singulari- 
tätenflächc;  so  erhält  man  Material  zur  Bestimmung  der  Kegel- 
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schnitte,  in  welche  die  Schnittcorve  der  Singularitätenflache  zerfällt. 
Hierauf  löse  man  die  Aufgabe:  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  zu 
suchen  für  einen  dieser  Kegelschnitte,  sowie  die  Projection  der 
Schnittcorve  der  vorgegebenen  Flächen,  oder:  Man  bestimme  die 
gemeinschaftlichen  Tangenten  der  beiden  Kegelschnitte,  in  welche  die 
Schnittcurve  der  Singolaritätenfläche  zerfällt*). 

Schlusswort. 

Man  kann  übrigens,  wenn  man  will,  den  ganzen  Inhalt  des  Vor. 
hergehenden  niederlegen  in  der  einzigen  Gleichung 
A . . . (ao«)*  — 0 (Clebsch-Lindemann.  Geometrie;  pag.  281). 
Dieselbe  stellt,  wenn  a*1  — 0,  axi  — 0 die  vorgegebenen  Kegelschnitte 
waren,  die  Gleichung  in  Liniencoordinaten  jenes  Kegelschnittes  vor, 
welcher  die  beiden  Kegelschnitte  a und  u in  4 harmonisch  liegenden 
Punkten  trifft  — * 

Denn,  denken  wir  uns  zwei  Punkte,  y und  *,  und  fragen  nach 
den  Schnittpunkten  ihrer  Verbindungsgeraden  mit  den  Kegelschnitten 
a und  «,  so  hätten  wir  zu  setzen: 

Xi  ■= 

nnd  durch  Substitution  dieser  Coordinatcnwerte  in  die  Kegelschnitt- 
gleichungen die  Werte  von  1,  und  1 s zu  ermitteln.  — Wir  erhalten 
wenn  abkürzend  at  gesetzt  wird  für 

«iki  + ^ys+^ys 

als  Substitutionsresultat: 

(Jtja^-f-Ajai)*  — ■ 0 und  (i,  ot-|- A,u,)*  =>  0. 

Dies  fassen  wir  auf  als  zwei  zusammenbestehende  Gleichungen  des 
binären  Gebiets  für  die  beiden  Veränderlichen  A,  1,.  Nun  ist  die 
Bedingung  der  harmonischen  Lage  der  Wurzelpunkte  von 
<pz * — 0 und  i px*  — > 0 

das  Verschwinden  der  zweiten  Ueberschiebung  der  Formen  <p  und  tp ; 
symbolisch : 

(9><W*  — 0. 

Für  unser  Beispiel  hätten  wir  als  Coefficienten  einzufübren  die 
in  den  Klammern  sichtbaren  Grössen  at,  a,,  a„  o, ; und  erhalten  so 
als  Bedingung  der  harmonischen  Lage  der  vierWnrzeln  von  und 
v«'  die  Determinante 

I I*  _ 0 

I «»  o«  I 


1)  Letitere  Aufgaben  aind  nnr  vom  zweiten  Grade,  da  von  allen  letzt- 
erwähnten Kegelschnitten  das  gemeinschaftliche  Polardreieck  bekannt  ist, 
wegen  der  Symmetrie  gegen  die  Coordinatenaxen. 

25* 
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Was  die  ausgeschriebene  Determinante 

a\V\  +<>jyi+asys  ai*i  + a»s'»+as*a 
«1*1 +»»»»+ °sys  “i*i+“«*s+“s*s  I 
anlangt,  so  kaun  man  mit  ihr  eine  identische  Umformung  vornehmen 
(vergl.  etwa  Gordau-Kerschensteiner,  Invarianten  I,  pag.  87),  um  zu 
erhalten : 

«i  “j  I1  y1  ys  i , ! “j  % ' yi  ys  1.1  “» “s  ]i  ys  h 
I o,  “i  ii  *1  H ! ‘ ! “l  “3  |!  *1  **  I i “*  “S  l!  % *3  \ 

Nun  sind  aber  die  Grössen  j y‘  u.  s.  w.  nichts  Anders  als 
I *i  *s  I 

die  Coordinaten  u der  durch  y und  * gehenden  Verbindungsgeraden. 
Demnach  ist  schliesslich  jene  Determinante  identisch  mit 

[ a,  o,  flj 
■ a,  «s  ns  . 

Und  ihr  Quadrat: 

a,  o3  o3  ■* 

“i  “»  “s  i-O 
“i  u,  us 

oder  noch  mehr  abkürzend 

A (an»)*  — 0 

gibt  in  der  Tat  die  Gleichung  des  gesuchten  Kegelschnitts  ')• 

In  dieser  Formel  A ist,  wie  gesagt,  Alles  niedergelegt  — nicht 
allein  was  im  allgemeinen  aber  jenen  Kegelschnitt  gesagt  werden 
kann,  also  z.  13.  der  Nachweis  überhaupt  von  seiner  Existenz,  son- 
dern auch  bei  richtiger  Interpretation  der  zwischen  den  Coefticicuteu 
möglichen  specicllen  Beziehungen  auch  die  Theorie  unsrer  Doppel- 
punkte — ; und  bei  sachgemässer  Behandlung  obiger  Formel  er- 
schlicsst  sich  auch  jede  im  Raume  auftretende  Singularität. 

Das  Beispiel  scheint  auf  dass  Frappautcstc  das  Uebergewicht  der 
Analysis  Ober  die  synthetischen  Methoden  zu  illustrircn;  und  zwar 
so  frappant,  dass  cs  uns  nötigt  noch  eiuigc  Worte  Ober  die  gegen- 
seitige Stelluug  dieser  Disciplinen  hier  cinzufttgeu. 

Zunächst  wäre  nun  zu  bemerken,  dass  der  Gebrauch  obiger 
Formel  voraussetzt,  dass  man  sie  in  alle  Details  zn  deuten  wisse; 


I)  Eine  «weite  symbolische  Ableitungawclie  derselben  Gleichung  findet 
sieb  bei  Salmon  Algebra  der  tin.  Transf.  Art.  134.,  Beispiel  23. 
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aber  das  vollständige  Verständnis  der  in  obiger  Gleichungsform  nie- 
dergelegton  Abkürzungen , wo  eine  Symbolik  anf  die  andre  aufgebaut 
erscheint,  wird  wol  erst  nach  gründlichem  nnd  langwierigem  Stadium 
sich  erschliessen. 

Und  ferner:  Derjenige,  dor  obige  Gleichung  zam  erstenmale 
niederschrieb  um  in  ihr  die  Gleichung  jenes  uns  beschäftigenden, 
harmonischen  Kegelschnitts  zu  geben,  mag  wol  erst  nach  langer 
und  vor  Allem  synthetischer  Arbeit  anf  sie  gelangt  sein  — 
denn  der  analytisch  Rechnende  muss  fortwährend  geometrisch 
denken;  er  kann  keinen  einzigen  sicheren  Schritt  tun,  wenn  ihm 
nicht  bei  jeder  algebraischen  Operation  die  geometrische  Vorstellung 
die  Hand  führt  — so  lange  er  sich  oben  mit  Problemen  geometri- 
scher Natur  beschäftigt.  — Ja,  wir  behaupten:  wenn  jemals  ein 
„reiner  Analytiker“  einen  neuen  Satz,  speciiisch  geometrischer  Natur, 
allein  mit  Hilfe  seines  algebraischen  Handwerkszeugs  und  ohne  vor- 
hergehenden geometrischen  Entwurf  bergestellt  hätte,  bo  wäre  das 
ein  ebenso  grosser  Zufall,  wie  wenn  jemand  etwas  Richtiges  gesagt 
hätte,  ohne  an  den  Inhalt  des  Auszusprechenden  vorher  gedacht  zu 
haben. 

Die  Geschichte  dor  Wissenschaft  bringt  dafür  Beweise.  — Jahr- 
zehnte langes  Denken  in  rein  synthetischen  Dingen , nach  den  Er- 
folgen von  Monge,  Poncelet,  Staudt,  Steiner,  jahrzehntelanges  Vor- 
wärtsdringen in  die  von  der  synthetischen  Geometrie  erschlossene 
neue  Welt  war  die  Voraussetzung  dafür,  daRs  jene  mathematischen 
Geister,  denen  — bei  mehr  algebraischer  Anlage  — das  Handwerks- 
zeug der  Analysis  besonders  nahe  lag,  allmählich  in  jene  Richtung 
der  Algebra  hineingezwungen  wurden,  die  im  Ausbau  der  modernsten 
algebraischen  Disciplin,  der  Invariantentheorie,  einen  glänzenden  Er- 
folg nnd  Abschluss  aufznweisen  hat,  — Wir  wiederholen:  es  ist  nicht 
anzunehmen , dass  gerade  diese  Richtung  von  der  Algebra  einge- 
schlagen worden  wäre,  hätte  nicht  die  Fülle  von  synthetischem 
Material  Vorgelegen,  das  seiner  systematischen  Sichtung  und  Dar- 
stellung harrte  — und  nunmehr  allerdings  von  den  Hilfsmitteln  der 
Analysis  bewältigt  uns  vorliegt. 

Und,  wie  wir  schon  oben  bemerkten,  auch  jetzt  noch,  nach  dem 
Ausbau  jener  algebraischen  Disciplin,  der  Theorie  der  linearen  Trans- 
formation, kann  — wir  behaupten  es  — die  geometrische  Analysis 
für  sich  allein  nnr  selten  schöpferisch  arbeiten,  ohne  sich  an 
die  geometrische  Vorstellung  als  leitenden  Faden  zu  halten. 
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Doch , am  nicht  ungerecht  zu  werden , sei  ausgesprochen , dass 
die  höchste  Leistung  des  Geometer’s  schliesslich  darin  bestehen  wird, 
das  synthetisch  Gefundene  so  elegant  wie  möglich  auszu- 
sprechen in  der  Sprache  der  analytischen  Geometrie.  Syn- 
thetisch zu  finden  wissen,  analytisch  fixiren  können:  das  wird 
also  das  Ziel  der  geometrischen  Ausbildung  bleiben.  Wir  wollen 
mit  einem  Gleichnisse  schliessen.  Ein  Angehöriger  einer  nicht  zu 
den  Culturvölkern  gerechneten  Nation  wird  es,  — wenn  er  vielleicht 
in  sich  eine  Welt  von  schönen  und  neuen  Gedanken  aufgebaut  hat, 
schmerzlich  empfinden  durch  seine  Unkenntniss  der  modernen  Cultur- 
sprachen  ohne  Zusammenhang  mit  der  wissenschaftlichen  Wolt  zu 
bleiben;  sein  höchstes  Streben  wird  sein  sich  die  Kenntniss  einer 
solchen  Cnltnrprache  zu  erwerben  und  er  wird  sein  Lebensziel  als 
erreicht  ansehn,  wenn  es  ihm  gelungen  diese  Sprache  mit  solcher 
Leichtigkeit  zu  behandeln,  dass  ihm  der  Ausdruck  jener  seiner  6e- 
dankenschöpfungen  nicht  mehr  schwierig  erscheint. 

Aber  dabei  wird  ihm  diese  neue  Sprache  selbst  keine  neuen 
Gedanken  zu  seiner  früheren  Ideenwelt  hinzufilgen ; wenn  er  letztere 
nicht  bereits  mitbringt,  wird  sie  ihm  von  der  neuen  Sprache  auch 
nicht  verschafft  Und  so  bildet  auch  die  analytische  Darstellungs- 
weise gewissermassen  die  Cultursprache  der  Geometrie. 

Aber  wie  die  Sprache  nicht  immer  ehrlich  ist,  so  besteht  manch- 
mal die  Arbeit  des  Analytikers  darin,  dass  er  den  Gedankengang, 
dem  er  bei  der  Ableitung  eines  Resultats  folgte,  zu  verstecken 
sucht ; während  bei  der  synthetischen  Darstellung  der  Gedankengang 
offen  daliegt,  denn  er  ist  ja  ohne  weiteres  identisch  mit  dem  Inhalt 
des  Gebotenen. 


Nachtrag  zu  pag.  374.  Z.  2.  v.  u. 

Auf  jeder  Geraden  des  Raumes  liegen  demnach  wegen  der  voll- 
ständigen Reciprocität  der  Singularitätenfläche  4 Punkte  jener  Flä- 
che ; demnach  schneidet  jede  Ebene  dieselbe  in  einer  Curve  4.  Gra- 
des, und  die  von  einem  beliebigen  Raumpunkt  an  die  Singularitäten- 
fläche gelegten  Tangentialebenen  umhüllen  einen  Kegel  4.  Classe. 
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XVII. 

Ueber  die  Contractio  venae  bei  spaltförmigen 
und  kreisförmigen  Oeffnungen. 


Von 

Herrn  Dr.  Frltl  Kötter 

in  Berlin. 


§.  1.  Bekanntlich  bat  Torricelli  für  die  Geschwindigkeit,  mit 
welcher  Teile  einer  incompressiblcn  Flüssigkeit  ein  Gefäss  verlassen, 
den  nach  ihm  benannten  Wert  V'2gh  anfgestellt.  Die  Richtigkeit 
dieses  Wertes  lässt  sich  bekanntlich  bei  kleinen  Oeffnnngen  für 
Punkte  des  Randes  6trcng  erweisen  *),  und  man  ist  daher  wol  be- 
rechtigt der  oben  genannten  Grösse  in  einem  gewissen  Sinne 
den  Namen  „Ansflnssgescbwindigkeit“  beizulegen.  Man  ist  aber  je- 
denfalls anch  berechtigt  mit  diesem  Namen  diejenige  Grösse  zn  be- 
legen, mit  welcher  man  die  Grösse  der  Oeffnung  F,  das  Zeitele- 
ment dt  nnd  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  p zn  mnltipliciren  hat, 
nm  das  Quantum  dQ  zn  erhalten,  welches  während  dt  das  Gefäss 
erlässt,  d.  h.  die  Grösse  t>„,  welche  der  Gleichung 

dQ  «=  p.Fvtdt 

genügt. 

Theoretische  Ueberlegungen  zeigen,  dass  diese  Grösse  v„, 
welche  wir  genauer  als  „mittlere  Geschwindigkeit“  bezeichnen  wollen, 
bei  hinreichender  Kleinheit  der  Dimensionen  der  Oeffnung  gegen  die 
des  Gefässes  ein  lediglich  von  der  Form  der  Oeffnung  abhangonder 


1)  Kirehhoff,  Mechanik  pag.  S48— 349. 
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Bruchteil  a der  Bandgeschwindigkeit  V‘2gh  ist.  Wir  erhalten  daher 
folgende  antb  durch  zahlreiche  Versnche  bestätigte  Formel 

dQ  = o f FY'2gh  dt 

in  welcher  »bekannt  nur  noch  dioConstante  o ist,  für  welche  zahl- 
reiche Versuche  der  verschiedensten  Forscher  ungefähr  den  Wert  0,62 
liefern. 

Auf  den  folgenden  Seiten  soll  zunächst  berichtet  werden,  was 
in  theoretischer  Beziehung  über  diese  wichtige  Grösse,  den  soge- 
nannten AsBflnsscoefficicnten,  ermittelt  ist;  sodann  wollen  wir  eine 
auf  Herrn  Kirchhoif’s  Methode  der  Behandlung  stationärer  Flüssig- 
keitsbewegung gestützte  Bestimmung  desselben  für  spaltförmige  Oeff- 
nungen  mitteilen  und  endlich  werden  wir  oine  auch  auf  andere  Oeff- 
nnngen  anwendbare  Methode  zur  Bestimmung  einer  oberen  und  einer 
unteren  Grenze  des  Ausflusscoefficienten  für  kreisförmige  Ocffnungen 
durchführen. 

§.  2.  Um  uns  zunächst  den  Bewegungsvorgang,  welchen  wir  zn 
untersuchen  haben  werden,  im  allgemeinen  klar  zu  machen,  weisen 
wir  darauf  hin,  dass  die  Flüssigkeit  sich  der  Oeffnung  von  allen 
Seiten  nähert,  daher  wird  in  der  Oeffnung  selbst  die  Bichtung  der 
Geschwindigkeit  variiren.  Während  am  Bande  die  letztere  in  der 
Ebene  der  Oeffnung  liegt,  wird  sie  an  den  mittleren  Stellen  der  Oeff- 
nung nahezu  auf  der  letzteren  senkrecht  stehen.  In  der  Verfolgung 
der  ihren  Geschwindigkeiten  entsprechenden  Bahnen  werden  sich  die 
einzelnen  Flüssigkeitsteilcben  bindern.!  Während  die  zur  Oeffnung 
tangentiale  Componente  allmählich  vernichtet  wird,  nähert  sich  die 
Normalcomponente  der  Grenze  V2gh\  in  einiger  Entfernung  von  der 
Oeffnung  hat  die  Geschwindigkeit  also  constante  Bichtung  und  Grösse. 
Während  dieses  Vorganges  wird  auch  der  Querschnitt  des  Strahles 
eine  Veränderung,  die  sogenannte  Contraction,  erfahren.  Bezeichnen 
wir  mit  / den  Querschnitt  des  contrahirten  Strahles,  so  können  wir 
die  Wassermenge  dQ,  da  sie  gleich  derjenigen  ist,  welche  im  Zeit- 
Zeitelement  dt  durch  f tritt,  mit  Hülfe  der  Formel  bestimmen 

dQ  — gfi^ghdt 

Vergleichen  wir  diesen  Ausdruck  für  dQ  mit  dem  zuerst  entwickelten 
Wert,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

aF-=  f 

welche  die  mechanische  Bedeutung  des  Ausflusscoefficienten  erken- 
nen lässt.  Derselbe  ist  identisch  mit  dem  Verhältniss  des  contra- 
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hirten  Strahlquerschnittes  zu  der  Oefihung.  Man  kann  also  die 
Grösse  n auch  experimentell  bestimmen,  indem  man  die  Grösse  f 
misst.  Auf  diesem  Wege  hat  Newton,  wie  er  in  der  zweiten  Anf- 
lage seiner  Princ.  phil.  nat.  math.  auseinandersetzt,  seinen  nach 

neueren  Versuchen  allerdings  etwas  zu  grossen  Wert  für  a be- 
stimmt, er  erhält  also  für  die  mittlere  Ausflussgeschwindigkeit  den 
Ausdruck  Vgh,  welchen  er  auch  in  der  ersten  Auflage  mit  einer  an- 
deren Begründung  mitteilt. 

§.  3.  Die  älteren  mir  bekannt  gewordenen  Versuche  die  Grösse 
a theoretisch  zu  bestimmen,  von  Navier,  Bidone  und  Bayer,  weiland 
Obristlieutcnant  im  grossen  Generalstabe,  benutzen  neben  anerkannten 
Gesetzen  der  Hydrodynamik  in  erster  Linie  specielle  Hypothesen  über 
dio  Natur  der  Flüssigkeitsbewegung  in  der  Nähe  der  Oefihung.  Bi- 
done *)  und  Bayer  *),  welche  nur  kreisförmige  Oeffnungen  in|  Betracht 
ziehen,  nehmen  an,  dass  in  einer  Halbkugel,  welche  sieb  über  der 
Otfinuug  als  einem  grössten  Kreise  beschreiben  lässt,  die  Geschwin- 
digkeit nach  der  Mitte  der  Oefihung  gerichtet  ist  und  die  Grösse 
V'2gh  hat. 

Schon  Poncclet  und  Lesbros  *)  haben  darauf  (Angewiesen , dass 
cino  strenge  Benutzung  dieser  Hypothese,  weil  die  Halbkugel  doppelt 
so  gross  wäre  als  die  Oeffnung  selbst,  für  die  in  den  halbkugelför- 
migon  Raum  eintretende  Wassermenge  den  Wert 

dQü  = 2 fWtghdt 

liefern  würde.  Da  genau  ebenso  viel  Wasser  das  Gefäss  durch  die 
Oeffnung  verlassen  müsste,  so  erhielte  man  unter  Voraussetzung  der 
Richtigkeit  der  genannteniHypothese  für  den  Ausflusscoefficienten  nicht 
einen  echten  Bruch,  sondern  den  aller  Erfahrung  widersprechenden 
Wert  2. 

In  der  Tat  benutzt  Bidone  auch  gar  nicht  die  von  ihm  an  die 
Spitze  gestellte  Hypothese,  sondern  eine  andere,  welche  er  irrtüm- 


1)  Mm.  sur  la  detennination  theoriqua  de  la  section  contractee  dei  reines 
liquides.  Mcm.  di  Torino  XXXIV  368  u.  B.  1830. 

2)  Die  Arbeit  von  J.  Bayer,  deren  Kenntnis*  ich  einer  gütigen  Mitteilung 

des  Herrn  Dr.  Rosochatius  verdanke,  befindet  sich  in  Crelle  Journal  der  Bau- 
kunst, Bd,  25,  1847. 

3)  Expdrience«  hydranliqnea.  Mdm.  de  l'acad.  des  Science«  de  Faria 
(Savans  dtrargers)  III  242  n,  B.  1832.  J.  156, 
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lieber  Weise  als  eine  Conseqncnz  der  erstcron  betrachtet.  In  der 
Meinung,  dass  die  FlUssigkeitsteile , nachdem  sie  jene  Halbkugel 
passirt  haben,  ihre  Geschwindigkeit  ungeftndert  beibebalten,  gelangt 
der  genannte  Autor  von  seiner  Hypothese  aus  zu  der  neuen,  auch 
von  Navier  benutzten  Grundlage  seiner  Betrachtungen,  dass  in  allen 
Punkten  der  Oeffnung  dio  Geschwindigkeit  gleich  V2yA  sei.  Wäre 
nuu  in  einem  Elemente  <IF  der  Oeffnung  der  Winkel,  welchen  die 
Richtung  der  Geschwindigkeit  mit  der  Normalen  des  erstcreu  bildet, 
p,  so  wfire  die  während  des  Zeitelementes  dt  ausfliessonde  Wasser- 
menge 


dQ 


dFcos(ii) 


und  daher  der  Ausfiusscoefficicnt 


a = 


fdFcos  n 
F 


Den  Winkel  p bestimmt  Bidone,  soviel  ich  zu  erkennen  ver- 
mochte, ohne  Beweis  durch  die  Annahme,  dass  die  Richtung  der  Ge- 
schwindigkeit in  jedem  Punkte  der  Oeffnung  parallel  demjenigen 
Radius  der  mehrerwähuten  Halbkugel  ist,  dessen  Endpunkt  senkrecht 
über  dem  Punkte  der  Oeffnung  liegt  Bezeichnen  wir  nun  mit  y den 
Abstand  der  beiden  letztgenannten  Punkte  und  mit  Ji  den  Radius 
der  Engel,  so  können  wir 

cos  p = yR  und 


ykFcosp /yrfF 

F " RF 

setzen.  Der  Zähler  der  rechten  Seite  in  der  letzten  Gleichung  stellt 
nun  aber  das  Volumen  der  Halbkugel  dar  und  ist  also  | RF\  Bidone 
erhält  daher  für  den  Ausflusscoeffidenten  den  Wert  f. 

Wir  haben  schon  hervorgehoben,  dass  die  strenge  Benutzung  der 
Hypothese  des  Herrn  Obristlieutenaut  Bayer  für  den  Ausflusscoef- 
ficienteu  den  Wert  2 geliefert  hätte.  Dem  gegenüber  beweist  dio  in 
der  Tat  glänzende  Uebereinstimmnng  seines  Resultates 

G)’-°>617 

mit  Ergebnissen  der  Beobachtung  von  Bossut  (0,617),  Eytelwein 
(0,6176),  D'Aubuisson  (0,617),  welche  von  ihm  als  Bürgschaft  für  dio 
Gültigkeit  seines  Resultates  hervorgehoben  wird,  gar  nichts  für  die 
Correctheit  seiner  schwer  zn  verstehenden  Speculationen.  Ich  muss 
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Kötter : Uebtr  die  Contr actio  vtnae 


es  mir  versagen  hier  auf  dieselben  näher  einzugehon , da  ich  be- 
furchten musste,  bei  ihrer  Wiedergabe,  den  Sinn  des  genannten 
Autors  nicht  völlig  zu  treffen. 


Wie  ich  schon  oben  angedeutot,  geht  Navier  *)  bei  der  Bestim- 
mung des  Ausflusscoefticienten  für  kreisförmige  und  spaltförmige 
Oeffuungen,  von  der  Annahme  aus,  dass  in  allen  Punkten  der  Oeff- 
nung  die  Geschwindigkeit  V'2gh  ist  Also  wird  auch  bei  ihm  der 
Ausflusscocfficient  durch  die  Formel 

/cosii  dF 
° ~ F 

dargestellt.  Ueber  den  Winkel  p macht  Navier  die  Annahme,  dass 
er  bei  kreisförmigen  Oeffuungen  lediglich  eine  Function  des  Ab- 
standes r des  betreffenden  Punktes  vom  Mittelpunkte  der  Oeffnung 
ist,  während  er  bei  spaltförmigeu  Oeffuungen  nur  durch  den  Abstand 
y von  der  Mittellinie  bedingt  ist.  In  der  Mitte  muss  wegen  der 
Symmetrie  der  Verhältnisse  dio  Geschwindigkeit  eine  auf  der  Ebeue 
der  Oeffnung  senkrecht  stehende  Richtung  haben  und  daher  p ■=  0 
sein;  beim  Uebergang  von  der  Mitte  bis  zum  Rande  muss  p be- 
ständig wachsen,  ohne  dass  cosp  negativ  wird.  Da  nun  am  Rande 
die  Richtung  der  Geschwindigkeit  in  die  Ebene  der  Oeffnung  fällt, 

muss  dort  p -=  ^ sein.  Die  einfachsten  Functionen,  welche  diesen 
Bedingungen  genügen,  siud  nun  die  folgenden 


r*  7t 
/{»  2 


uud 


? * 

b 2 


wo  R und  b den  Radius  resp.  die  halbe  Breite  der  Oeffnung  be- 
deuten. Mit  Benutzung  dieser  Ausdrücke  erhält  man  für  die  Aus- 
Husscocfticienten  die  Werte 

2n  fr,lr  COS  (y*.  j)  J dy  COS  Q 

_? und  zt . 

ll*n  2 b 

2 

welche  sich  beide  auf  - reduciron. 

n 


1)  Navier  bat  «eine  Untersuchung  über  diesen  Gegenstand  in  den  mir 
leider  unzugänglichen : 

„Le^ons  lithographides  de  l’Ecole  de«  ponts  et  chaussces“ 
vom  Jahre  1829  bekannt  gemacht. 

Das  hier  dargestellte  ist  aus  den  betreffenden  Abhandlungen  von  Boussi- 
neiq  nnd  Poncelet  und  Lesbros  entlehnt. 
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Schon  Herr  Bonssinesq  ')  hat  auf  die  Mängel  der  Entwickelung 
von  Navier  hingewiesen.  In  der  Tat  erkennt  man  leicht,  das  weder 
Bidone  noch  Navier  eiue  theoretische  Bestimmung  des  Ausflusscoef- 
ficienteu  im  eigentlichen  Sinne  des  Wortes  geben.  Eine  solche  würde 
im 'wesentlichen  in  einer  Herleitung  von  Ausdrücken  für  die  GröBse 
und  Richtung  der  Geschwindigkeit  in  den  einzelnen  Punkten  der 
Oeffnung  aus  deu  Gesetzen  der  Hydrodynamik  bestehen,  also  in  einer 
Arbeit,  deren  eventuelle  Ergebnisse  hier  dnreh  Annahmen  ersetzt 
werden , welche  nicht  frei  von  Willkür  sind.  Dazu  kommt,  dass  die 
ans  ihnen  zn  ziehenden  Folgerungen  zu  Beobachtungsresultaten,  an- 
erkannten Gesetzen  der  Hydrodynamik  und,  was  noch  schlimmer  ist, 
unter  einander  im  Widerspruch  stehen. 

ln  erster  Beziehung  macht  Herr  Bonssinesq  gegen  die  Voraus- 
setzungen von  Navier  und  damit  auch  gegen  die  von  Bidone  folgende 
durch  Poncelet  und  Lebros  (1.  c.  §.  154)  mitgeteilte  Beobachtung 
von  Lagerhjelm  geltend.  Der  letztgenannte  Forscher  tauchte  eine 
an  beiden  Enden  offene  Glasröhre  in  das  mit  Wasser  gefüllte  Gefäss 
nnd  zwar  so,  dass  das  untere  Ende  der  Röhre  bis  io  die  Nähe  des 
Oeffnungsmittelpunktes  reichte.  Alsbald  stieg  das  Wasser  in  der 
Röhre  fast  bis  zum  Niveau  der  im  Gefäss  enthaltenen  Flüssigkeit 
empor  und  verharrte  dann  in  dieser  Höhe.  Herr  Boussinesq  zieht 
aus  dieser  Erscheinung  die  Folgerung,  dass  der  Druck  in  der 
Mitte  der  Oeffnung  nahezu  dom  hydrostatischen  Drucke  gleichkomme, 
nnd  dass  also  die  Geschwindigkeit  in  der  Mitte  der  Oeffnung  sehr 
gering  sei.  Bei  diesem  Schlüsse  ist  offenbar  übersehen,  dass  durch 
den  Einfluss  der  Capillarkraft  und  die  Reibung  an  deu  Wänden  der 
Röhre  eine  jedenfalls  nicht  unbeträchtliche  Erhöhung  des  Niveau’s 
in  der  Röhre  bewirkt  wird;  das  angegebene  Experiment  widerspricht 
also  lange  nicht  in  dem  Masse  der  Hypothese  von  Navier  als  Herr 
Bonssinesq  anzunehmen  geneigt  ist. 

Mehr  Gewicht  legen  wir  dem  zweiten  Einwnrf  bei,  welchen  der 
mehrfach  genannte  Forscher  gegen  die  bisher  dargestellten  Lehren 
erhebt.  Wir  werden  aus  dem  Folgenden  ersehen,  dass  es  mit  Hülfe  der 
Potentialtbeorie  möglich  ist,  den  Bewegungszustand  in  der  Nähe  der 
Oeffnung  vollständig  zu  bestimmen,  sobald  nur  die  zur  Ebene  der 
letzteren  senkreebten  Componenten  der  Geschwindigkeit  für  alle 
Punkte  der  Oeffnung  bekannt  sind.  Legt  man  uun  die  Ausdrücke 
von  Navier  zu  Grunde,  so  erbält  man  für  die  Geschwindigkeit  am 


1)  Essai  mr  la  theorie  de  l’dcoulement  d’un  liquide 
mince  parois. 


Comptes  rendtu  LXX  33,  117,  1279.  1870. 


par  un  orifice  en 
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Kötter:  Ueber  die  Contractio  venae 


Rande  an  Stelle  des  richtigen  Wertes  V 2gA  die  Werte  0,59  Vigh 
resp.  0,57 (vcrgl.  Bonssinesq  a.  a.  0.  pag.  1282),  während  der 

Ausdruck  von  Bidoue  den  Wert  *V2gA  liefert. 

§.  4.  Herr  Bonssinesq  sucht  nun  die  locale  Ausflussgeschwindig- 
keit, wie  wir  die  erwähnte  Componente  der  Geschwindigkeit  für 
Punkte  der  Oeffnung  nennen  wollen,  so  zn  bestimmen,  dass  die  von 
ihm  bei  Navier  gerügten  Uebelstände  vermieden  werden.  Es  handelt 
sich  auch  bei  ihm  um  die  Ausflusserscheinungen  bei  kleinen  kreis- 
förmigen und  schmalen,  von  zwei  parallelen  Geraden  begrenzten 
Oeffnnngen  in  dem  dünnen  horizontalen  Boden  eines  Gefässes. 

Bei  der  mathematischen  Behandlung  dieses  Problems  darf  die 
Existenz  eines  Geschwindigkcitspotentiales  vorausgesetzt  werden  d.  h. 
die  Componenten  der  Geschwindigkeit  sind  die  Ableitungen  einer 
Function  nach  den  betreffenden  Coordinaten. 

Herr  Boussinesq  bedient  sich  eines  Coordinatensystems , dessen 
(x,  y)  Ebene  mit  dem  ebenen  Boden  des  Gefässes  zusammenfällt, 
während  die  z Achse  die  der  Schwere  entgegengesetzte  Richtung  hat. 
Bei  kreisförmigen  Oeffnungen  soll  der  Mittelpunkt  zugleich  Anfangs- 
punkt des  Coordinatensystems  sein,  während  bei  spaltförmigen  Oeff- 
nungen die  x Achse  mit  der  Mittellinie  der  Oeffnung  zusammenfällt. 
Das  Geschwindigkeitspotential  <p  genügt  zunächst  der  partiellen  Dif- 
ferentialgleichuug 

Sx>+Sy»  +0^ 

An  den  festen  Grenzen  ist  die  Ableitung  von  <p  nach  der  Nor- 


können,  da  vorausgesetzt  wurde,  dass  der  Oeffnung  Radius  resp.  Breite 
unendlich  klein  gegen  die  Dimensionen  des  Gefässes  sei,  die  Com- 
ponenten der  Geschwindigkeit  als  unendlich  klein  betrachtet  werden 
(vergl.  Kirchhoff  Mechanik  pag.  348—349). 

ln  irgend  einem  Elemente  iU>  der  Oeffnung  sei  nun  die  localo 
Ausflussgeschwindigkeit  d.  h.  die  Yerticale  Compouente  der  Geschwin- 
digkeit gleich  /,  so  dass  also 

dtp  Sa> 

ist.  Dann  erhalton  wir  einen  Ausdruck,  welcher  all  den  angegebenen 
Bedingungen  wenigstens  angenähort  genügt,  durch  die  Formel 
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wo  t die  Entfernung  des  Elementes  do  von  demjenigen  Punkte  be- 
zeichnet, für  welchen  y bestimmt  werden  soll.  In  der  Tat  ist  für 
die  Punkte  der  Oeffnnng 


für  die  Punkte  des  horizontalen  Bodens  ist 


während  für  die  Punkte  der  anderen  festen  Wände,  da 

dip  di!’  dw 

lieber  Entfernung  von  der  Oeffnung  liegen,  g^-.  g^  . g-- 


sie  in  end- 
und  damit 


dtp 

auch  g^  unendlich  klein  von  der  Ordnung  der  Oeffnung  werden. 

Dass  der  erwähnte  Ausdruck  auch  der  Hauptbedingung,  nämlich  der 
partiellen  Differentialgleichung  ß(g)  >=  0 genügt,  ist  bekannt. 


Herr  Bonssinesq  legt  deshalb  seinen  ferneren  Betrachtungen 
über  die  Ausflusserscheinungen  den  genannten  Ausdruck  zu  Grunde, 
ohne  den  Beweis  zu  lietern,  dass  die  Geschwindigkeitscomponenten 
sich  überall  und  also  auch  namentlich  in  der  Nähe  der  Oeffnung  un- 
endlich wenig  von  den  Ableitungen  der  GröSBe  unterscheiden.  Um 
diesen  Beweis  zu  liefern,  fügen  wir  zu  <p  so  eine  additive  Constante, 
dass  die  Differenz  % ■=  (<P  — VO  in  einem  Punkte  endlicher  Entfer- 
nung von  der  Oeffnung  verschwindet.  Dann  wird  diese  Differenz 
selbst,  sowie  ihre  Ableitungen  für  alle  Punkte  in  endlicher  Entfer- 
nung von  der  Oeffnung  unendlich  klein.  Für  den  horizontalen  Boden, 

sowol  für  die  festen  Teile  als  für  die  Oeffnung , wird  g*  gleich  null. 
Es  ist  also  zunächst  nach  dem  Mittelwertssatz  überall  unendlich 

dz 

klein.  Da  nun  für  Punkte,  deren  Abstand  von  deren  Boden  des  Ge- 
fässes  ein  endlicher  ist,  dio  Differenz  % — <P — w unendlich  klein  ist, 

so  wird  % überall  unendlich  klein  sein.  Dieselbe  Betrachtung  wie 
2 2 

für  % selbst,  lässt  sich  für  g*  und  g^  <jnrchführen.  Denn  für  den 
Boden  des  Gefässes  ist 


während  diese  Grösse  in  endlicher  Entfernung  von  der  Oeffnnng 
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Kötter:  Ueber  die  Contractio  veno* 


di 

ebenso  wie  / unendlich  klein  ist  Daraus  folgt  dann  zunächst,  dass 
q~~q.  Überall  unendlich  klein  ist  und  daraus  wiederum  dieselbe  Eigen* 


schaft  vou 


h 

Sx 


In  der  Tat  liefert  also  der  von  Herrn  Boussincsq  aufgestellte 
Ausdruck  für  Punkte  in  der  Nähe  der  Oeffnung  und  in  dieser  selbst 
eine  angenäherte  Darstellung  der  ßcwcgungscrschcinnngen  unter  der 
Voraussetzung,  dass  mindestens  eine  Dimension  der  Oeffnung  sehr 
klein  gegen  die  Dimensionen  des  Gefässcs  ist. 


Für  die  beiden  Arten  von  Oeffhnngcn,  welche  in  Betracht  ge- 
zogen werden,  darf  bei  geeigneter  Form  des  Gefässcs  in  voller  Ge- 
nauigkeit, bei  einer  allgemeinen  gewählten  Form  wenigstens  in  erster 
Näherung  die  locale  Austlussgeschwiudigkeit  als  eine  Function  be- 
trachtet werden,  welche  lediglich  durch  den  Abstand  r vom  Mittel- 
punkte resp.  den  Abstand  y von  der  Mittelliuie  der  Oeffnung  bedingt 
ist.  Dann  wird  bei  kreisförmigen  Oeffuungcn  das  Geschwiudigkeits- 
potential  in  einem  Punkte  r,  * gegeben  durch  die  Formel 

_ _ _i_  r r”_ fModyeUf 

^n'J  •/  — 2e  r COS  -f-r* 

Dagegen  darf  bei  spaltförmigen  Oeffnungen,  wie  man  leicht  ableiten 
kann, 

+6 

<P  “ — * J' f(q)ff’)logV**-(-(y  — 1))‘ 
gesetzt  werden. 

Dieses  sind  die  Gleichungen,  aus  denen  Herr  Boussinesq  einen 
seiner  Einwände  gegen  die  Entwicklungen  von  Navier  abgeleitet  hat 

Die  Function  / muss  nnn  folgenden  Bedingungen  genügen: 

1)  Da  am  Rande,  wie  schon  mehrfach  hervorgehoben  ist,  die 
Richtung  der  Geschwindigkeit  in  der  Ebene  der  Oeffnung  liegt,  so 
verschwindet  dort  /. 


2)  Die  Grösse  der  Geschwindigkeit,  welche  nach  den  bisherigen 
Entwicklungen  an  den  eben  gekennzeichneten  Stellen  durch  — ^ 

resp.  — ^ dargestellt  wird,  ist  dort  gleich  ’V'igh- 
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Eine  dritte  Bedingung  leitet  Herr  Boussinesq  aus  dem  oben  mit- 
geteilten Experiment  von  Lagorjhelm  ab  sie  lautet,  dass  der  Bruck 
in  der  Mitte  gleich  dem  hydrostatischen  Drucke  ist,  und  dass  also 
die  Geschwindigkeit,  welche  wegen  der  Symmetrie  der  Verhältnisse 
dort  durch  / repräsentirt  wird,  verschwindet. 

Wir  lassen  dahingestellt,  ob  unsere  oben  ausgesprochenen  Zweifel 
an  der  Richtigkeit  der  Folgerungen,  welche  Herr  Boussinesq  aus 
dem  Beobachtungsresultat  von  Lagerjhelm  zieht,  gerechtfertigt  sind; 
jedenfalls  vermochten  die  Speculationen,  welche  Herr  Boussinesq  mit- 
teilt, um  die  dritte  Bedingung  für/  auf  anderem  Wege  plausibel  zu 
machen,  nicht  dieselben  gänzlich  zu  zerstreuen.  Wie  es  sich  aber 
auch  mit  dieser  Bedingung  verhalten  möge,  jedenfalls  ist  so  viel  klar, 
dass  sie  allein  in  Gemeinschaft  mit  den  beiden  vorhergehenden  nicht 
hinreiebt  die  Function  f auch  nur  angenähert  zu  bestimmen. 

Herr  Boussinesq  nimmt  zunächst  an,  dass  /(r)  sowol  als  f,(y) 
sich  in  der  Form  von  nach  geraden  Potenzen  aufsteigenden  Reihen 

entwickeln  lasse,  welche  wegen  der  Bedingung  3)  mit  f ^ resp. 

beginnen  müssen.  Weniger  gerechtfertigt  ist  die  Specialisiruug 

dieser  Reihen,  welche  Herr  Boussinesq  voruimmt,  um  die  erste  Be- 
dingung zu  befriedigen,  indem  er  setzt: 


resp. 


f(r)  = 54  (l  " Jii)  {<*+*>  Üj*  + c»  (/<)  • • •} 

äm = (4)  (i_^)K+c‘'(i)  +e»'  (ö  • • •} 


Die  Möglichkeit  f(r)  und  /,(y)  in  dieser  Form  darznstellen  ist 
wesentlich  an  die  Bedingung  geknüpft,  dass  der  Convergenzbezirk 
der  Reiben  über  den  Rand  der  Oeffnung  hinausreicht.  Das  ist  nun 
aber  bei  der  singulären  Rolle,  welche  der  Rand  offenbar  bei  den 
Ausflusserscheinungen  spielt,  durchaus  nicht  so  selbstverständlich  als 
Herr  Boussinesq  anzunehmen  scheint.  Ein  Beweis  wäre  also  jeden- 
falls wünschenswert  gewesen,  und  zwar  um  so  mehr,  als  Herr  Bous- 
sinesq, ohne  einen  Versuch  einer  Feblcrbestimmung  auch  nur  anzu- 
deuten,  die  Reihen  bei  ihren  ersten  Gliedern  abbricht  und  also  setzt: 

/m  - *(*)*(»  -(*))  m - v (ff  ('-(ff)- 

Die  Constanten  c9  und  c,  werden  jetzt  durch  die  Bedingung  2) 
bestimmt,  nach  welcher  die  horizontale  Randgeschwindigkeit  gleich 

Ink.  d.  lutli.  0.  Phj».  2.  Reihe.  T.  Y.  *6 
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Kötter:  Ueber  die  Contractio  venae 


V: 2gh  ist,  und  zwar  bedient  sieb  Herr  BonBsinesq  der  entwickelten 
Aasdrücke  für  das  Geschwindigkeitspotential.  Dabei  ergiebt  sich 

3t  5*  7 

Co'  — j*  y2pA  and  e„  — * Y'2gh 

Nach  den  bisherigen  Entwicklnngen  haben  die  Fonctionen  /(r) 
und  f,(j)  in  der  Tat  einige  Eigenschaften  mit  der  localen  Ausfluss- 
gesebwindigkeit  gemein.  Es  ist  aber  darch  das  bisher  Vorgebrachte 
nicht  nachgewiesen , dass  die  genannten  Ausdrücke  für  jede  der 
Oeffnungen  genau  genug  übereinstimmen,  um  die  Annahme  zu  recht- 
fertigen,  die  Ausdrücko 

+ 6 It 

2 \ J fl  (*)  dV  “nd  Rt  J f (r)r dr 

k 0 

seien  die  Werte  der  mittleren  Ausflussgeschwindigkeit.  Nach  der 
Meinuug  des  Verfassers  kann  die  Uebereinstimmung  der  sich  er- 
gebenden Ausdrücke 


" VW  - 0,628  V‘2 gh 
o 

resp. 

0,657  ^ 

mit  dem  erfahrungsmitssigen  Wert  der  Ausflussgesehwindigkeit 
0,62  V -’yA  bei  der  Willkür  der  Entwicklung  nur  als  eine  zufüllige 
betrachtet  werden.  Dazu  kommt,  dass  der  für  kreisförmige  Öff- 
nungen abgeleitete  Wert  weit  mehr  von  der  Erfahrung  abweicht  als 
der  für  spaltförmige  Oeffnungen.  Herr  ßoussincsq  erklärt  diese  Er- 
scheinung durch  die  Reibung,  welche  sich  bei  kreisförmigen  Oeff- 
nungun  in  einem  höheren  Masse  geltend  mache,  als  bei  spaltförmigen 
Oeffnungon ; daher  sei  bei  letzteren  der  Unterschied  zwischen  Theorie 
und  Erfahrung  geringer  als  bei  ersteren.  Bei  Gasen,  deren  Com- 
pressibilitat  hier  nicht  in  Betracht  komme,  sei  die  Reibung  eine  ge- 
ringere, und  daher  stimme  der  für  Gase  beobachtete  Ausflusscoefti- 
cient  kreisförmiger  Oeffnungen  (0,65)  besser  mit  dem  theoretischen 
Werte  Oberein. 

Auf  einen  Mangel  seiner  Entwicklungen  macht  Herr  ßoussinesq 
selbst  aufmerksam.  Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  im  Innern  des  von 
der  Flüssigkeit  erfüllten  Raumes,  also  auch  namentlich  in  der  Oeff- 
nung,  der  Druck  nicht  unter  den  Druck  der  Atmosphäre  hinabsinken 
und  daher  die  Geschwindigkeit  in  keinem  Punkte  der  Oeffuung 
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grösser  als  Yfyh  sein  dürfe.  Nun  erreichten  aber  die  ft(y)  nnd  f(r) 
d.  h.  die  verticalen  Componenten  der  Geschwindigkeit  schon  für  sich 
betrachtet  an  den  Stellen 

»”^2  "*■  r-Ä|/i 

die  Werte 

I nY  2gh  rosp.  ™gYigh, 

die,  wie  man  leicht  erkennt,  grösser  sind  als  V2pA.  Herr  Boussi- 
nesq sieht  sich  daher  genötigt , die  von  ihm  angebenen  Werte  der 
örtlichen  Aussflussgeschwindigkeit  einer  Aendernng  zu  unterwerfen, 
indem  er  für  die  fraglichen  Functionen  jetzt  folgende  Form  annimmt : 


h = 3*Vv£(l-£)  [l  + m (l-AT' £ + *,'£*)} 


15757t  r r* 
628 


Gleichsam  als  hätte  er  bewiesen,  dass  die  aus  der  früheren,  von  ihm 
selbst  in  einem  gewisseu  Sinne  als  unzulässig  hingestellten  Form  der 
beiden  Functionen  abgeleiteten  Ausfinsscoefficienten  unanfechtbar 
richtig  wären,  legt  nun  Herr  Boussinesq  diesen  Functionen  die  Be- 
dingung auf,  dass  sie  die  Ausflusscoefficienten  0,628  resp.  0,667  lie- 
fern, und  erhält  dadurch,  wie  man  leicht  sieht,  je  eine  lineare  Glei- 
chung für  die  Grössenpaare  K\  A'/  nnd  A',  Kt.  Eine  zweite  lineare 
Gleichung  für  jedes  dieser  Grössenpaare  liefert  die  Bedingung,  dass 
die  Randgeschwindigkeit  gleich  V2</A  sein  soll.  Führt  man  die  be- 
treffenden Rechnungen  aus,  so  erhält  man : 

14  21 

A"  = 3 und  AT,'  - 5 

resp. 

288«r>  1 
K = uni1  Kl  ""  3^5t— 10) 


Damit  der  Mangel  vermieden  werde,  welcher  den  zuerst  anfge- 
stellten  Formeln  für  die  locale  Austlussgeschwindigkeit  anhaftete, 
muss  m'  nach  den  Angaben  des  Herrn  Boussinesq  etwa  gleich  1 und 
m ungefähr  0,8  sein. 

Dies  ist  der  Inhalt  der  Abhandlung  des  Herrn  Boussinesq.  Das 
Gesagte  wird  das  Urteil  rechtfertigen,  welches  ich  in  dem  Bericht 
über  meinen  Vortrag  die  Contractio  veuae  betreffend  *)  über  dieselbe 


1)  Verband),  der  phys.  Ges.  iü  Berlin  18S7.  Nr.  7.  peg.  40 — 43. 

*6* 
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ausgesprochen  habe.  Jedenfalls  sind  die  Aussflusscoefficienten  theo- 
retisch nicht  bestimmt;  vielmehr  ist  als  Ergebniss  der  Arbeit  die 
Herstellung  mehr  oder  minder  brauchbarer  Interpolationsformeln  für 
die  locale  Ausflussgeschwindigkeit  bei  kreisförmigen  und  geradlinig 
begrenzten  spaltförmigen  Oeffnungen  zu  betrachten,  mit  Racksicht 
auf  gewisse  Forderungen,  unter  denen  sich  auch  vorgeschriebene 
Werte  der  Ausflusscoefficienten  befinden.  Die  letzteren  müssten  als 
willkürlich  betrachtet  werden,  wenn  sie  nicht  auch  der  Erfahrung 
einigermassen  entsprächen. 

§.  5.  Durch  die  Untersuchungen  über  stationäre  Flüssigkeits- 
bewegung der  Herren  KirchhofF ')  und  von  Helmholtz  *)  sind  endlich, 
wie  Lord  Rayleigh  s)  zum  ersten  Mal  ausgesprochen  hat,  die  Hülfs- 
mittel  entwickelt,  welche  eine  rationelle  Lösung  des  hier  behandelten 
Problems  wenigstens  für  spaltförmigo  Oeffnungen  gestatten.  Es  lässt 
sich  nämlich  das  Studium  der  Flüssigkeitsbewegung,  welche  durch 
den  Einfloss  der  Schwere  in  der  Nähe  der  Oeffnung  zu  Stande 
kommt,  zurückfübrcu  auf  die  Untersuchung  eines  Falles  stationärer, 
ohne  Einfluss  äusserer  Kräfte  zu  Stande  kommender  Flüssigkeits- 
bewegnng,  dessen  Bestimmung  Herr  KirchhofF  in  seiner  berühmten 
Abhandlung  angedeutet  und  in  seiner  Mechauik  wirklich  ausge- 
führt hat. 

Es  befinde  sich  die  .OefFuung,  deren  Grenzen  den  kleinen  Ab- 
stand 2 h haben  mögen,  in  dem  horizontalen  Boden  des  Gefässes. 
Ziehen  wir  jetzt  nur  Punkte  in  Betracht,  deren  Entfernung  von  der 
Oeffnung  unendlich  klein  ist,  so  darf  mau,  wie  schon  gelegentlich  der 
Besprechung  der  Abhandlung  des  Herrn  Boussinesq  bemerkt  ist,  an- 
nehmen, dass  die  Flüssigkeitsbewegung  in  Ebenen  vor  sich  geht, 
welche  auf  den  Grenzen  des  Spaltes  senkrecht  stehen,  nnd  das  Ge- 
schwindigkeitspotential nur  von  zwei  Dimensionen  abhängig  wird. 
Legen  wir  das  von  Herrn  Bouissincsq  benutzte  Coordinatcnsystem 
zu  Grande,  so  gonügt  dasselbe  der  partiellen  Differentialgleichung: 

cz<P  , 0*<P  „ 

8y*  + dz*  ~ u- 

Im  Innern  des  Gefässes  ist  für  Punkte , deren  Entfernung  von 
der  Oeffnung  unendlich  klein  gegen  die  Dimensionen  des  Gefässes, 
aber  nnendlich  gross  gegen  die  Breite  dor  Oeffnung  ist,  wie  sich  aus 


1)  Crelles  Journal  I.XX  1869. 

2)  Monatsberichte  der  berliner  Akademie  April  186S.  21 S. 

S)  Philosophien!  Magazine  (5)  II  1876.  441  — 467. 
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der  Formel  des  Herrn  Bonssinesci  für  das  Geschwindigkeitspotential 
ergiebt,  die  Geschwindigkeit  nach  der  Oeffnung  gerichtet  nnd  um- 
gekehrt proportional  der  Entfernung  von  derselben.  Was  nun  die 
Strahlgrenze  betrifft,  so  können  wir  bei  hinreichender  Kleinheit  der 
Oeffnung  annehmen,  dass  die  Bewegung  sich  unendlich  wenig  von 
einer  stationären  unterscheidet,  und  dass  also  in  erster  Näherung  die 
Richtung  der  Geschwindigkeit  gleich  derjenigen  der  Strablgrenze, 
oder,  was  dasselbe  besagt,  die  Ableitung  von  <p  nach  der  Normale 
gleich  null  gesetzt  werden  kann.  Für  diejenigen  Punkte  der  Strahl- 
grenze,  deren  Entfernung  von  der  Oeffnnng  schon  als  unendlich  gross 
gegen  die  Breite  der  letzeren,  aber  noch  als  unendlich  klein  gegen 
die  Dimensionen  des  Gefässes  betrachtet  werden  kann,  ist  die  Rich- 
tung der  Geschwindigkeit  nahezu  parallel  der  Achse  des  Strahles  d.  h. 


In  erster  Näherung  darf  man  ferner  in  dem  in  Betracht  gezoge- 
nen Teil  der  Strahlgrenze  die  Geschwindigkeit  gleich  V'igh  setzen. 

Wir  führen  jetzt  an  Stelle  der  unabhängigen  Variabein  zwei  andere 


i = 


2 

b 


» 


ein , d.  h.  wir  nehmen  die  halbe  Breite  der  Oeffnung  zur  Längen- 
einheit 

An  Stelle  der  Function  <p  betrachten  wir  die  Function 

<p=-?U 

bV2gh 

Dann  genügt  <Z>  der  partiellen  Differentialgleichung: 

0*<P  a»®  _ 

‘34*  + V — 0 

An  den  Linien,  welche  den  festen  Boden  des  Gefässes  und  den 

StP 

freien  Grenzon  des  Strahles  entsprechen,  ist  g^,  d.  h.  die  Ableitung 
von  <P  nach  der  Normale  null. 

An  den  letzt  bezeichnetcn  Stellen  ist  ausserdem 
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Fär  Punkte  im  Gefäss , deren  Entfernung  R von  der  Oeffnung 
gegen  die  Breite  unendlich  gross  ist,  ist 

<p  = — ^ V2 gh  log  R 


und  daher  nach  dieser  Formel  des  Herrn  Boussinesq  für  das  Geschwin- 
digkeitspotential die  Geschwindigkeit  nach  der  Oeffnung  gerichtet  und 
2 ob  / — ■ 

gleich  V 2gh,  wo  a don  Ausflusscoefficienteh  bezeichnet.  Es  ist  leicht 


hieraus  abzulcitcn,  dass  wenn  p = Vf'-j-T)’  bei  positivem  17  unend- 
lich gross  wird,  auch  <Z>  unendlich  gross  wird  und  zwar  wie 
2« 

— - logp.  Wird  * gegen  b negativ  unendlich  gross,  also  »7  über- 


dtp 

haupt  negativ  unendlich  gross,  so  wird  ^ und  daher  auch 


8<p  1 8 d>  _ 

V2ffA  o£  ' 


Diese  Bedingungen,  welche  <Z>  bis  auf  eino  willkürliche  additive 
Constante  als  Function  von  f und  17  bestimmen , sind  nun  dieselben 
wie  diejenigen,  welchen  das  Gescbwindigkeitspotential  in  dem  er- 
wähnten von  Herrn  Kirchhoff  und  Lord  Rayleigh  untersuchten  Fall 
stationärer  Flüssigkeitsbewegung  als  Function  der  Coordinaten  ge- 
nügt. Es  sei  uus  gestattet  die  Lösung  des  Problems  soweit  sie  für 
die  Bestimmung  der  Contractio  venae  erforderlich  ist,  hier  in  einer 
etwas  modificirtcn  Weiso  wiederzugeben. 


Bekanntlich  kann  man  jode  Lösung  der  angegebenen  partiellen 
Differentialgleichung 

s>tj>  as<r> 

1p  + V “ 0 


auffassen  als  den  reellen  Teil  einer  Function 


a = <D+iV 

von  J—  i + «ij  betrachten.  Fasst  man  sowol  <P  und  V als  auch 
£ und  >7  als  rechtwinklige  Coordinateu  auf,  so  erhält  man  zwei  Ge- 
biete, von  denen  das  eine  eine  conformo  d.  b.  in  den  kleinsten  Teilen 
ähnliche  Abbildung  des  anderen  ist. 

Die  Grösse  V ist  bekanntlich  diejenige  Function  von  £ und  */ 

y z 

oder  ~ und  welche  gleich  einer  Constantcn  gesetzt  die  Gleichung 

der  Stromlinien  liefert.  Den  Grenzen  des  Gebietes  (?,  rj)  entsprechen 
also  zwei  parallele  Geraden,  welche  sich  nach  beiden  Seiten  ins  Un- 
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endliche  erstrecken.  Zn  den  Punkten  mit  positiven  i;  und  unend- 
lichen € gehören  Pnnkte,  deren  0 negativ  unendlich  ist,  während 
zn  den  Punkten  mit  negativ  unendlichen  g,  wie  leicht  zn  sehen,  positiv 
unendliche  Werte  0 gehören. 

Dadurch  sind  die  Grenzen  des  Gebietes 


& — © + »*P 


bestimmt,  wenn  wir  noch  festsetzen,  dass  der  begrenzenden  Strom- 
linie mit  negativen  Abscissen  der  Wert  V = 0 entsprechen  soll.  Die 
Flüssigkeit  strömt  nnn  überall  in  einer  Dichtung,  welche  der  nach 
dem  Innern  des  Gefässes  gerichteten  z-Achso  mehr  oder  minder 

0<P  00 

entgegengesetzt  ist,  d.  h.  g-  und  damit  ancb  -sj-  ist  negativ.  Es  ist 
aber  bekanntlich 

00  0*F  . 00  8V 

df  ~ dV  und  0, 0f 

dV 

und  in  Folge  dessen  überall  positiv ; daher  entspricht  der  Strom- 
linie mit  positivem  | ein  constantcr  positiver,  vorläufig  allerdings 
noch  unbekannter  Wert  d’i  von  V. 


Die  Grenzen  des  Gebietes  £ sind  nicht  vollständig  bestimmt-, 
dagegen  lässt  sich  ein  drittes  Gebiet  ermitteln,  aus  welchem  sich  £ 
sehr  leicht  als  Fnnction  von  Sl  und  damit  umgekehrt  Sl  als 
Fnnction  von  £ ableiten  lässt.  Fassen  wir  nämlich  auch  den  reellen 
und  den  imaginären  Teil  von 


dSl 

«<C 


= Z = A-f-iV 


00  .00 

ÜT  *0iy 


als  rechtwinklige  Coordinaten  auf,  so  erhalten  wir  eine  conforme 
Abbildung  der  Gebiete  £ und  Sl,  deren  Grenzen  wir  vollständig  er- 
mitteln können. 


Wir  haben  schon  bemerkt,  dass  überall  negativeWerte  hat-, 

demgemäss  haben  alle  in  Frage  kommenden  Punkte  des  Gebietes  Z 
positive  Ordinaten.  Ferner  strömt  das  Wasser  überall  der  Z Achse 
00  00 

zu,  also  ist  für  positive  4 negativ  und  für  negative  gv-  positiv. 
Gehen  wir  auf  der  Linie  v ■=  0 von  £ = co  bis  £ — 1,  so  ist 


00 

3*7 


0 


nnd 


00 

34 


nimmt  von  0 bis  — 1 ab. 


Verfolgen  wir  die  von  4 = 1, 
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i)  — 0 aosgehonde  freie  Strahlgrenze , so  wächst  X wieder  bis  zum 
Werte  null,  während  Y von  0 bis  1 znnimmt,  und  zwar  in  der  Weise, 
das  AT*  + yJ  — 1 ist.  Dieser  Teil  des  Gebietes  ist  also  das  zu 
negativen  Abscissen  und  positiven  Ordinaten  gehörige  Kreisviertel 
mit  dem  Badius  1 und  dem  Mittelpunkt  null.  Der  anderen  Strom- 
linie, also  der  Linie  *P  = 0 entspricht  erstlich  das  zwischen  0 und 
und  + 1 liegende  Stück  der  Abscissenachse  und  der  Viertelkreis  mit 
dem  Badius  1,  welcher  die  Punkte  X = 0,  >'  = -j-1  und  X = -J- 1, 
y ■=■  0 mit  einander  verbindet.  Setzen  wir  fest,  dass  dem  Funkte 
( = — 1,  v = 0 der  Punkt  <D  = 0,  ’P  = 0 entsprechen  soll,  was 
erlaubt  ist,  weil  0 eine  willkürliche  additive  Constante  enthält,  so 
entspricht  auch  dem  Puukte  j = 1,  7 = 0 der  Wert  0 = 0;  denn 
S0 

g£  ist  eine  ungerade  und  in  Folge  dessen  0 eine  goradc  Function 

in  Bezug  auf  Ü.  Den  beiden  Ecken  des  begrenzenden  Halbkreises 
im  Gebiete  Z entsprechen  also  die  Punkte  0 = 0,  *P  — 0 und 
0 = 0,  ’P  = Vi-  Wird  0 negativ  unendlich,  so  wird  die  Geschwin- 
digkeit und  damit  Z unendlich  klein ; wird  dagegen  0 positiv  unend- 
lich, so  nähert  sich  Z der  Grenze  -J-i. 

Eine  diesen  Bedingungen  entsprechende  conformo  Abbildung  der 
Gebiete  Z und  SL  wird  nun  vermittelt  durch  die  Gleichung 


Z*  + l 
2Z  ’ 


welche  zu  einer  beiderseits  eindeutigen  wird  durch  die  Bedingung, 
dass  der  absolute  Betrag  von  Z zwischen  0 und  1,  und  der  imaginäre 
Teil  von  &,  zwischen  0 und  und  ip,  liegen  soll.  Aus  der  Gleichung 


dSl 

dt 


— Z 


folgt  daun,  da  dem  Punkte  ®=0,  ’P  = tp,  der  Punkt  £ = 1, 
7=0  entsprechen  sollte,  die  Gleichung 


‘ft 


in  welcher  nur  noch  dio  Constante  unbekannt  ist  Wir  erhalten 
dieselbe,  indem  wir  bedenken,  dass  für  | — 0 Z rein  imaginär  ist 
Der  Linie  | gleich  null  entspricht  daher  die  Linie  ip  = Es 
muss  also  der  reelle  Teil  des  Ausdrucks 
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/ 


®+  ö’f'. 


IV, 


f+1 


»»'l 


/dSl 

gleich  1 sein,  wie  auch 

•+£* 


im  mer  <t>  und  der  Intcgrationsweg  in  dem  durch  die  Linien  = 0 
und  ip  — i/i,  begrenzten  Gebiete  gewählt  werden  möge.  Wir  wählen 
für  O einen  sehr  grossen  Wert  R und  gehen  dann  auf  der  Linie 

<t>  •=•  R von  R-\-  -i)>1  bis  .R + ♦</’,  und  von  dort  aus  auf  der  Linie 


’P«  y,  von  R + »tf'i  bis  iip,.  Bezeichnen  wir  den  reellen  Teil  einer 
Grösse  durch  ein  vorgesetztes  K,  so  erhalten  wir  die  Bedingung 


R+ *>i 

*/. 


dSl 

z 


l<J’l 

+m  f 

-ft+W'i 


dSl 

z 


1 


Der  erste  Teil  ist,  wie  leicht  zu  sehen,  der  Wert  |,  wolcher  zu  <P=R 
und  tp  — ^>1  gehört,  also  die  halbe  Breite  des  Strahles  an  der  durch 
dieses  Wertepaar  gekennzeichneten  Stelle  seiner  Grenze,  gemessen 
durch  die  halbe  Breite  der  Ocffnung.  Für  grosse  Werte  R ist  also 
der  ersto  Teil  mit  dem  Ansflusscoefficienten  identisch.  Für  solche 
Werte  kann  aber  Z — i gesetzt  werden,  und  es  ist  also 

R + *>i  v, 

n f * - I». 

K+S»,  **■ 


In  dem  zweiten  Teile  hat  Z den  absoluten  Betrag  1.  X ist  negativ, 
T positiv.  Wir  setzen  daher 

*(?+•) 

e 

Für  die  untere  Grenze  ist  a eine  sehr  kleine  Grösse  i,  für  die  obere 
gleich  jj-  Ferner  ist  dann 
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— * Ä 


* j 

« — COS^-fa^ 

und  also 

Ng(”  + o)rf« 

Das  Integral,  um  welches  cs  sich  handelt,  hat  demnach  den  Wert 

* -G+*) 

ff  ««  (?+■)•  * 


id 

Sein  reeller  Teil  f sin  G+°)  da  nähert  sich  also  der  Grenze 


Oie  Grösse  tp,  ist  daher  bestimmt  dnreb  die  Gieichnng 


G+y 


demnach  ist  der  Austlusscoefficient 


i'ft  ~ 2+ü  = °’611- 

Durch  Betrachtungen,  wie  sie  in  der  mathematischen  Physik 
nicht  selten  sind.  Überzeugt  man  sich  leicht,  dass  dieser  Wert  des 
Austiusscocfticieuten  nicht  an  die  Bedingung  geknüpft  ist,  dass  die 
parallelen  Grenzen  Gerade  sind,  wenn  nnr  vorausgesetzt  werden  darf, 
dass  die  Breite  der  Oeffnung  im  allgemeinen  unoudlich  klein  gegen 

den  Krümmungsradius  der  Mittellinie  ist  So  ist  z,  B.  ^ auch 

der  Ausfiusscoefficient  für  Oeffnungen,  welche  von  zwei  concentrischen 
Kreisen  begrenzt  sind,  deren  Radien  sehr  wenig  von  einander  ver- 
schieden sind. 


§.  6.  Für  andere  als  spaltförmige  Oeffnungen  scheint  eine  strenge 
Lösung  des  in  Frage  Btehenden  Problems  bisher  noch  nicht  gefunden 
zu  sein.  Denn  das  Ergebniss  der  schwer  verständlichen  Specnlationen 
des  Herrn  J.  C.  Hansen  ')  in  Adelaide  über  diesen  Gegenstand  kann 

1)  Ueber  das  sogenannte  Toricelli’sche  Theorem ; Foggendorff  Annalen 
Bd.  133.  Vergl.  PoggendOrff  Annalen  Bd.  134.  18(8. 
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bei  den  Widersprüchen  gegen  streng  erwiesene  Lehren  der  Hydro- 
dynamik, welche  im  Laufe  derselben  zu  Tage  treten,  trotz  seiner 
scheinbaren  Uebereinstimmung  mit  Beobachtungircsultaten  nicht  als 
eine  solche  betrachtet  werden. 

Dagegen  hat  Herr  G.  0.  Hanlon  ■)  oin  Verfahren  bekannt  ge- 
macht, das  ohne  Aufwand  grosser  Rechnungen  für  beliebige  kleino 
Oeffnungen  wenigstens  eine  untere  Grenzo  für  den  Ausflusscoeffici- 
enten  zu  bestimmen  gestattet.  Darauf,  dass  dieses  Verfahren  in  dem 
Fall  einer  Oeffuung  in  ebener  Wand  nicht  den  wirklichen  Wert  der 
Aosflnsscoefticientcn  liefert,  wie  Herr  Hanlon  anzunchmen  scheint, 
bat  schon  Clerk  Maxwell  bingewiesen.  Dagegen  hat  Lamb s) 
mit  Recht  bervorgehoben,  dass  in  dem  Falle  einer  nach  dem  Innern 
des  Gefässes  gerichteten  Rühre  die  ermittelte  Zahl  J in  der  Tat  den 
theoretischen  Wert  des  Ansflusscoefficienten  repräscntirt. 

Wir  wollen  zunächt  die  Gleichung  ableitcn,  aus  welcher  durch 
Unterdrückung  eines  positiven  Gliedes  unmittelbar  die  Bedingung  des 
Herrn  Hanlon  bervorgeht.  Dabei  wollen  wir  speciell  den  noch  nicht 
erledigten  Fall  einer  Oeffnung  ins  Auge  fassen,  deren  Dimensionen 
sämtlich  nnendlich  klein  von  derselben  Ordnung  sind. 

Wir  betrachten  den  Teil  der  flüssigen  Masse,  welcher  in  einer 
über  der  Oeffnung  beschriebenen  Halbkugel  enthalten  ist,  deren  Ra- 
dius R unendlich  klein  von  geringerer  Ordnung  als  die  Dimensionen 
der  Oeffnung  ist,  und  einen  sich  daran  anschliessenden  Teil  des 
Strahles,  der  von  einer  der  Oeffnung  parallelen  Ebene  begrenzt  ist, 
deren  Abstand  von  der  Gefässwand  ebenfalls  als  unendlich  gross 
gegen  die  Dimensionen  der  Oeffnung  angesehen  werden  kann,  wäh- 
rend derselbe  gegen  die  Dimensionen  des  Gefässes  unendlich  klein 
ist  Es  ist  schon  mehrfach  hervorgehoben,  dass  dann  die  Annahme 
gestattet  sei,  das  Wasser  ströme  mit  der  Geschwindigkeit  VijÄ  in 
senkrechter  Richtung  durch  diese  Ebene. 

Die  Resultante  der  in  dieser  Richtung  auf  die  flüssige  Masse 
während  des  Zeitelementes  dt  wirkenden  äusseren  Kräfte  muss  dann 
gleich  dem  während  derselben  Zeit  erfolgenden  Zuwachs  des  Be- 
wegungsmomentes sein,  ln  dem  mathematischen  Ausdruck  dieser 


1)  The  ven*  contracta ; Procecd.  of  the  London  Math.  Soc.  UI  4—6, 

«—  8.  1869-  1871. 

2)  Proeeedings  of  the  London  Matbcmatical  Society  III,  6 — 8.  1869  — 

1871. 

3)  Lamb.  Hydrodynamik  übers,  von  Reiff.  Freiburg  u.  Tübingen  1884. 
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K ä Ihr:  Ueber  Contractio  vtnao 


Beziehung  wollen  wir  nur  solche  Glieder  beibehaltcn,  welche  unend- 
lich klein  von  der  Ordnung  der  Ocffnung  sind,  dagegen  Glieder 
höherer  Ordnung  vernachlässigen.  Dann  können  wir  zunächst  also 
von  der  Wirkung  der  Schwere  auf  don  Strahl  absehen  und  brauchen 
nur  das  Gewicht  des  halbkugclfünnigcn  Teiles  der  Masse  in  Betracht 
zu  ziehen.  Ferner  wirkt  als  äussere  Kraft  der  Druck,  welchen  die 
Gefässwände,  die  Luft  und  die  umgebende  Flüssigkeit  auf  den  in 
Betracht  gezogenen  Teil  der  Flüssigkeit  ausüben.  An  den  Grenzen 
des  Strahles  ist  dieser  Druck  gleich  dem  Atmosphärendruck  1\  Den 
Druck  an  der  festen  Wand  und  in  der  Halbkugel  können  wir  als 
Combiuatiou  dreier  Kräfte  betrachten,  von  denen  zwei  der  constanto 
durch  die  Atmosphäre  bewirkte  Druck  r und  der  durch  die  Schwere 
bedingte  Druck  der  nach  Innen  gerichteten  Normale  des  Gebietes 
parallel  sind,  während  dio  dritte  nach  Aussen  gerichtet  ist  und  die 

n 

Grösse  ^ K*  hat,  wo  p dio  Dichtigkeit  und  V die  Geschwindigkeit 

bezeichnet.  Der  Teil  der  letztbczcichncten  Kraft,  welcher  von  der 
Halbkugel  herrührt,  hat,  wie  leicht  aus  der  Formel  des  Herrn 

g 

Boussinesq  abzuleiten,  die  Grössenordnung  wo  S die  Grösse 

der  Ocffnung  bezeichnet.  Wir  unterdrücken  denselben  also.  Be- 
zeichnen wir  nun  mit  dw  ein  Element  der  festen  Wand  der  Ocff- 
nung, so  wirkt,  in  dor  Richtung'  der  nach  aussen  gerichteten  Nor- 
malen der  letzteren,  erstlich  die  Kraft 

*'/  duV*. 

Der  constanto  Teil  des  Druckes,  nämlich  wird  aufgehoben 
durch  den  Druck,  welchen  der  Strahl  erleidet. 

Der  Einfluss  des  Gewichtes  der  balbkugelförmigen  Masse,  würde 
aufgehoben  werden,  wenn  in  allen  Punkten  der  ebenen  wie  der  halb- 
kugelförmigen Begrenzung  derselben  der  hydrostatische  Druck  wirkte. 
Deshalb  bat  dio  Resultante  der  noch  nicht  berücksichtigten  Kräfte  die 
Richtung  der  nach  Aussen  gehenden  Normale  der  Oeffnung.  Ihre 
Grösse  wird  angegeben  durch  den  Druck,  welchen  die  Flüssigkeit  im 
Fallo  des  Gleichgewichtes  auf  einen  Verschluss  der  Oeffnung  ausüben 
würde,  d.  h.  durch 

gghS 

Bei  einer  stationären  Bewegung,  wird  ein  Zuwachs  des  Be- 
wegungsmomentes eines  Teiles  der  flüssigen  Masse  nur  durch  die 
Elemente  der  Grenze  gebildet.  Bezeichnen  wir  mit  W die  Geschwin- 
digkeitscomponente  nach  der  Normale  an  der  Grenze  des  Gebietes, 
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mit  X diejenige  nach  einer  festen  Richtung,  so  ist,  wie  leicht  zu  sehen, 
das  aber  die  Grenzen  des  Gebietes  erstreckte  Integral 


r 


daXNiU 


der  fragliche  Zuwachs  des  Bewegungsmomentes. 

Für  die  feste  Wand  ist  A?=0;  ebenso  für  die  an  die  Luft  gren- 
zenden Teile  des  Strahles.  Der  von  der  Halbkugel  herrührende  Teil  hat 

ß 

wieder  die  Grössenordnung  S , ist  also  zu  vernachlässigen.  In 
dem  noch  fehlenden  Teil  der  Begrenzung  ist 
N = yüp,  X — VäffA 

und  die  Grösse  der  Fläche  — S',  also  der  Zuwachs  des  Bewegungs- 
momentes S'2ghgtU.  Demnach  erhalten  wir  für  den  Querschnitt  des 
contrahirten  Strahles  folgende  Gleichung: 


2ghgS'  — QghS-\-^J‘  dvrV* 


ludern  man  den  letzen  Teil  unterdrückt,  erhält  man  die  einfachere 
Beziehung  des  Herrn  Uanlon 

2 S'  = S oder  S'  : S = i 

welche  aber  richtiger  zu  schreiben  wäre 

r>* 


Mit  Hülfe  des  von  Herrn  Boussinesq  aufgestellten  Ausdruckes 
für  das  Geschwindigkeitspotential  der  Punkte  im  Innern  des  Gc- 
fässes,  lassen  sich  aus  der  obigen  Gleichung  zwei  engere  Grenzen 
für  den  Ausflusscoefficienten  bei  kreisförmigen  Oeffnungen  ableiten, 
als  die  bisher  ermittelten  Grenzen  $ und  1. 

Der  mehrfach  erwähnte  Ausdruck  für  das  Geschwindigkeits- 
potential war 

r 2n 

1 /*  p fg'dg'd? 

v ” 2nJ  J q/p*  — 2pp'cos<j>-|-  (•'*+»’ 


wo  g und  z Cylindercoordinaten  des  betreffenden  Punktes  im  Innern 
des  Gefässes  bezeichnen.  Für  Punkte  der  festen  Wand  ist  z = 0 
und  g > r.  Sach  einer  bekannten  Formel  darf  man  nun 
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Köt  t er’.  Ueber  die  Contractio  vertat 


n 


2n  2 

fe 4 r * 

Vp*  — 2pp'  cos  q>  4-  p"  J v'p*  — p^siu’u 

setzen  und  erhält  dadurch  folgenden  Ausdruck  für  das  Geschwindig- 
keitspotential eines  Punktes  der  festen  Wand 

r 2n 


i r r ft'dt'*p 
9 2 o 0 Vp*  — «"Sin'? 


Hieraus  ergiebt  sich  die  Grösse  der  Geschwindigkeit 

r 2b 

_ 9 f C /’p'  df'dq> 

3p  “ 2b  J ,/  y<y~ 

p^siu’ip)* 

Wir  machen  nun  die  durch  die  Bedeutung  von  f hinlänglich  ge- 
rechtfertigte Annahme,  dass  diese  Grösse  für  alle  Punkte  der  Oeff- 
nung  positiv  ist;  im  entgegengesetzten  Fall  würde  durch  einen  Teil 
der  Oeffnung  Wasser  in  das  Gefäss  einströmen.  Dann  ist  der  zuletzt 
angegebene  Ausdruck  offenbar  grösser  als 

r 2b 

dj'  ff  f*'d9‘*r 

0 0 


Das  Doppelintegral  ist  nun,  wie  man  leicht  erkennt,  die  mittlere 
Ausilussgeschwindigkeit  multiplicirt  mit  der  Grösse  der  Oeffnung,  also 


Das  Integral 


y 2pA  r*  bk  —*  y 2gh  S 


dw  F* 


in  welchem  mit  Vernachlässigung  nnendlich  kleiner  Grössen  höherer 
Ordnung  für  R cd  geschrieben  werden  kann,  ist  also  grösser  als 

c* 

y 2jA  r*  B 


wir  erhalten  daher  für  den  Austlusscoefficienten  a folgende  Relation 
aus  welcher,  da  a ein  echter  Bruch  ist,  folgt 
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o>  4 — V12 

oder 

« > 0,536. 

In  Ähnlicher  Weise  lässt  sich  aus  der  entwickelten  Gleichung 
eine  obere  Grenze  für  den  Ausflusscoefficienten  ableiten.  Um 
das  zu  zeigen,  entwickeln  wir  die  Geschwindigkeit  nach  fallenden 
Potenzen  von  f und  setzen 


wobei 


dtp 

dt 


Ytyh 

2 


nr'±A.  rtm 


-hnOf» 


9** 


2 n 


amrim+i  n V2yA  ■**  J dtp  J* f dg' 


Am  =-  C2m  + 1)  J 


o o 

1.3  ...  2 m 
2.4  ...  2m 


sein  soll. 


Diese  für  alle  Werte  p,  welche  gleich  oder  grösser  als  r sind, 
convergente  Reibe  zerlegen  wir  in  zwei  Teile,  von  denen  der  erste 
die  M- f-1  ersten  Glieder,  der  andere  alle  folgenden  Glieder  um- 
fasst. In  dem  letzteren  ersetzen  wir  in  jedem  Gliede  den  Factor 
✓r\i»+ä  /r\2J,+4 

durch  , und  erhalten  dadurch  folgenden  Ausdruck, 

welcher  grösser  als  die  Geschwindigkeit  ist: 

»r«t 
2a  4 


j *r»  * , r*«  , - , \ 

Y pi  ^ Am  °*  p2m  + 9 A.  Am  Om. 


Am  Rande  der  Oeffnung  ist 


und  daher 


dtp 

dp 


- Y'lgh 


j £ Am  Om  1 


Benutzen  wir  diese  Relation,  so  können  wir  den  eben  aufge- 
stellten Ausdruck  schreiben: 


V2jA 


jr2Jf+«  _ ^r2«+2 

j jlMf*  +i^Am  «»^4»+2 


r**+« 


)! 


Indem  wir  jetzt  für  om  den , wie  leicht  zu  erkennen,  grösseron 
Wert  o0  — o setzen,  vergrösseru  wir  diesen  Ausdruck  noch  mehr; 
es  ist  also 
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Küiter:  Ueber  die  Conlractio  venae 


<V'2gh 


( , o * / r2«+2  r’*+<\) 

\ päJff  4 +2  „Am  V»+2  J**+V  ) 


oder,  wenn  wir  den  rechtsstehenden  Atisdruch  l'.y  nonnen,  V < 1* 
und  in  Folge  dessen 


2gh  ar*n  < gh  r*jt  -f-  * j'  ( </p  t’j 


Zunächst  setzen  wir  für  Af  den  Wert  0;  dann  erhalten  wir 


2gh  ar*n  < gh  r*n+ 2gh  n J (uig  [^  '*+  (X  — jj) 
r 

2gA  or* n < r’* + 2gA r*n  j ~J  + i ~ ^)  + (X  ~ i)  J| 


oder 
d.  h. 


o1— 22o  + 16  >0 
ct  < 11  — >10f)  oder  o < 0,753. 


Die  obere  Grenze,  welche  wir  für  o aus  dem  obigen  Ausdruck 
für  irgend  einen  Wert  M ablciten  können , kommen  nicht  beständig 
mit  wachsendem  M dem  wahren  Wert  näher,  wie  aus  dem  Ver- 
halten der  Differenz 


, — r2Jt+«  ( r*\  ( o*n  1 

I Jf-  Vjf+i  - V‘2gh  fiM+i  (l  “ p» ) (l  ~ ä f Am\ 

unmittelbar  hervorgeht. 

Ist  nun  für  die  obere  Grenze  o'j»,  welche  wir  aus  Vm  ermitteln 
können, 

o'»  -l,+1 

. 1-  ^ £ Am 

negativ,  so  genügt  o'jr  nicht  nur  der  Gleichung,  aus  welcher  es  be- 
stimmt wurde,  sondern  auch  der  Bedingung 

2 gh  a r*n  + gh  r*rr  + ^ J die  Fjr+i* 

Es  ist  also  von  einem  Uebergangc  von  Af  zu  A/+1  nur  so  lange 
ein  Vorteil  zu  erwarten,  als 


a'tt  *4» 

1--/  i A»>0 

i 0 


ist.  Da  nun  aber  : 


Digitized  by  Google 


bei  spa/t  förmigen  und  kreixfÖrniyen  Oejfnutigen. 


417 


- 1,  At  — 0,75,  A,  = 0,703,  At  — 0,683,  4,  - 0,672 
and  n also  auch  a*>0,536|ist,  so  ist  schon  für  R 

0. 

* 0 


Der  geringste  Wert,  welchen  wir  für  die  obere  Grenze  von  a er- 
mitteln können,  gehört  also  zu  einem  Wert  M,  der  kleiner  als  4 ist. 
Andrerseits  crkenut  man  schon  aus  dem  Werte  a0',  dass  < a0' 
und  daher  auch  a,'  < o,'  sein  muss.  Es  können  also  überhaupt 
nur  M — 2 und  M = 3 in  Betracht  kommen. 


Im  ersteren  Fall  erhalten  wir  folgende  Bedingung 


oder 
d.  h. 


o < 0,571  + 0,077  o + 0,167  o» 
c.»  — 5, 53  o + 3, 42  >0 
o < 0,71. 


Hieraus  erkennt  man,  dass  M =■  3 keinen  genaueren  Wert  liefert. 


Die  beiden  ermittelten  Grenzen  0,536  und  0,71  sind  in  so  fern 
interessant,  als  ihr  arithmetisches  Mittel  dem  beobachteten  Wert 


0,62  oder  dem  theoretisch  abgeleiteten  Wert  ..  7-—  sehr  nahe  kommt. 

~p~  7t 

Nimmt  man  also  einen  dieser  Werte  auch  für  kreisförmige  Oeff- 
nungen  an,  so  macht  man  einen  Fehler  der  zwischen  —0,09  und 
+0,84,  resp.  —0,10  und  0,07  liegt. 


AMk.  4.  Mas.  d.  Phj«.  S.  K*ih*.  t.  v. 
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Hopp«:  Das  ndehnitje  (n-f-|)«db 


XVIII. 

Das  wdehnige  ("+l)eck  in  Beziehung  auf  seine 
Hauptträgheitsaxen . 

Von 

R.  Hoppe. 


§.  1.  Bestimmung  des  erzeugeudeu  Punktes. 

Der  Kürze  wegen  neune  ick  ein  Gebilde  von  n Dimensionen 
n debuig  oder  eine  n dchnung;  linear  heisst  es,  wenn  es  allein  durch 
lineare  Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten  des  erzeugendcu 
Punktes  bestimmt  wird. 

Ein  n dehniges  (n-j-l)cck  wird  begrenzt  von  n-j-1  (n  - 1)  deh- 
nigen  necken,  welche  seine  Seiten  heissen.  Diese  Erklärung  führt 
den  Begriff  des  erstem  auf  den  des  zweidehnigen  Dreiecks  zurück. 
Hiernach  ist  ein  Tetraeder  ein  dreidebniges  Viereck.  Das  definirte 
Gebilde  ist  mithin  ein  Analogon  zu  Dreieck  uud  Tetraeder.  Syl- 
vester gebraucht  dafür  den  Namen  „Plasma“,  wol  in  der  Auffassuug 
als  Elementargebildo  aller  linear  begrenzleu  Gebilde,  indem  sich  letz- 
tere ans  lauter  solchen  Plasmen  zusammensetzen  lassen. 

Betrachtet  man  nun  in  einem  Plasma  PH  eine  Seite  /«_i  als 
Basis,  so  bestimmt  diese  nebst  ihrer  Gegenecke  Ah+i  als  Spitze 
das  ganze  Pn.  Ebenso  ist  P„-i  bestimmt  durch  eine  Seite  J'm-2  als 
Basis  und  die  zugehörige  Spitze  A„,  u.  s.  f.  bis  die  Reihe  mit  einer 
Geraden  1\  = A,  As  als  Basis  des  Dreiecks  Ps  = A,  A,  As  schliesst. 

Den  gleichen  Gang  wenden  wir  auf  Bestimmung  des  erzeugenden 
Punktes  von  PM  an.  Sei  Bu  ein  beliebiger  Punkt  im  Innern  von  P„. 
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Wir  ziehen  die  Transversale  A„(-i  II,  B„-i , wo  B.-j  in  der  Basis 
P»-i  liegt,  nnd  setzen: 

An+i  Bh-i  : j4»+i  B,  = 1 : «* 

dann  ist  S»_i  erzeugender  Punkt  von  P»-\.  Ebenso  ziehen  wir  die 
Transversale  A„  ß„_i  ß»_2  nach  P»-a  und  setzen: 

A»ß»- s : AnBm- 1 — 1 : u»_i 

So  fahren  wir  fort  Znletzt  fällt  die  Radialprojection  Bx  von  B%  in 
die  Gerade  P,  nnd  teilt  diese  im  Verhältnis: 
itj  Ax  : d|  Bx  — 1 : Uj 

Sei  x die  Abscisse  von  Bn  auf  beliebiger  Axe,  x, , x, , ...  die 

Abscissen  der  Ecken  At,  A,,  . . x,',  x,',  ...  die  von  Blt  B„ 

Dann  ist 

*i'  “ (*i— ■ 

x,'  = (x,'— x,)«,+x#  — (x,  — x^UjUj  + fx,  — x,)u,+xs 
etc. 

x»'  — (*'»-I  — X«+l)u,+XB+l  = ' 

(x,  — x,)u,u,  ...u»-(-(*j  — *■»)“»  «S  •••  «•+...  (x„  — X,fl)u«-}-X«+l 

Diese  letzte  Abscisse  ist  die  gesuchte  des  erzcngcnden  Punktes  fi«. 
Man  kann  ihren  Wert  in  2 Arten  entwickelt  schreiben: 

>=»-1-1 

x—  (x>— x>ti)u>u>ti  ...  u»  (x»+a  — 0)  (1) 

>=»f  l 

x—  x>(l  — u>_i)»>»>|-t  •••  “»  («i>  — 0)  (2) 

Der  so  bestimmte  Fonkt  durchläuft  das  ganze  P„,  wenn  alle  u un- 
abhängig von  B bis  1 variiren. 


§.  2.  Berechnung  der  Integrale  zur  Bestimmung  der 
Hauptträgheitsaxen. 

Wendet  man  die  Substitution  (1)  auf  n orthogonale  Coordinaten- 
axen  der  zyz  ...  an;  so  ist  die  Functionsdeterminanle 


x, — x,  x, — x,  ...  X„  — x»4-i 

y>— y*  ?«— vs  •••  y»— y»+i 


«jW 


= ...  u»"-1 

wo  A constant.  Hieraas  ergibt  sich  das  Volum: 


(3) 


»7* 
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Hoppe:  Das  ndehmye  (n-f-l)edb 


1 l 

P»  — d f* •••  f “t“a*uis  •••  ««"-1 3», 3»*  ...  du,—^ 


(4) 


Das  statische  Moment  stellt  sieb  bei  Anwendung  von  Gl.  (2) 
folgendermassen  dar: 

l i 

j xdPH  — »\PH  f' ...  J 0«,Su4  ...  8u»  X 

O oi 

1=11+1 

XJUjttj*  ...  *«fe— 1* — * (1 Ul  — l)  Ul*«l+1*+1  ...  U«" 

*=»♦>  li  l/l  n i l 

— nP*  t=1  **i  2 l 'i/Jt+i  • '«+1 


— - n ! Pn  £ - -y-  . — I , — 

1=1  (»  + !)'  »+1  1=1 


Pn  *=»41 
I — r-TT  ■*  ** 


Demnach  ist  der  Schwerpunkt  von  /’„  Anfang  der  Coordiuaten,  wenn 

•Ext  — 0;  Zyk  ™ 0;  etc.  (5) 

Er  ist,  wie  man  sieht,  zugleich  der  Scbwerpuukt  der  gleich  belasteten 
Ecken  von  Pn. 


Seien  jetzt  die  Abscissen  r , y auf  2 beliebig  gerichteten,  von 
demselben  beliebigen  Punkte  als  Anfang  ansgehenden  Geraden  ge- 
nommen. Dann  erhalt  man  nach  Anwendung  der  Substitution  (2) 
auf  beide  Abscissen: 


W 


i i 

n!P«  ...  0u«  X 

o'  o' 

l=«(l 

...U»"-1  £ xl(l — ui-l)ui ...  u,  X 
1=1 
»=»+1 

£ U*(l Hl_l)u*...tt» 

1=1 


1 1 

n! Pn  J* ■••J  ä“i  3ti»  ££vk.kxkyk 


> 

wo  vk,k  entsprechend  den  Termen  k = h folgende  3 verschiedene 
Formen  hat: 
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iuiut*...uk~u  _2(1 — u*-l)u**..  • 


Der  letzte  Ausdruck  gibt  offenbar  gleiches  Resultat  mit  dem  ersten. 
Entsprechend  dem  ersten  und  zweiten  findet  man: 


1 l 


1 ( 1 ^ 1 

_LV! 

1 \ 1 l 

h -2  \h — 1 hj  A-f-1 

k—l\k 

fc+iy*+2-"»+2 

. 1 ( 1 ? 1 ' 

1 

■ k—2\k— 1 k 1 i + 1. 

/fc+2' 

n+2 

f l:(n+2)! 

” t 2:  (»+2)1 

folglich  ist 

f*«  ” (n  + lHn  + 2)  W)  (« 


(i-1,  2,  ...  n + 1) 


Ist  nun  der  Schwerpunkt  Coordinatenanfang , so  fällt  nach  GL 
(5)  der  erste  Teil  weg,  und  man  hat: 


P. 

(»  + 1)  ("  + 2) 


Zxkyk 


(7) 


Auch  dieser  Wert  stimmt  mit  demjenigen  Uberein,  welcher  oiner  auf 
die  Eckpunkte  gleicbverteilten  Masse  entspricht 


§ 3.  Bestimmung  der  Hauptträgheitsmomente  und 
Hauptträg  beitsaxen. 

Lässt  man  die  Axen  der  * und  y zusammenfallen,  so  dass  x — y 
wird,  bo  wird  Gl.  (7),  welche  für  2 beliebige  Axenrichtungen  her- 
geleitet ist: 

fx'dP*  ~ („+ 1)  („+2 (8) 

Wendet  man  diese  Formel  auf  n orthogonale  Axen  der  *,  y,  z,  . . . 
an,  und  addirt  alle  Formeln,  mit  Ausnahme  einer  einzigen,  z.  B.  der 
auf  die  x bezüglichen,  so  stellt 

fv+*+...)3Pn  - (_Fi^T)Z(y4s  + 2i.+  ...)  (9) 
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Hoppe:  Das  ndeknige  (ii-pl)edb 


das  Trägheitsmoment  von  Pn  für  die  beliebige  Axe  der  z,  dio  jedoch 
durch  den  Schwerpunkt  gehen  muss,  dar. 

Die  orthogonalen  Axen  der  z,  y,  *,  ...  sind  Hauptträgheitsaxen, 
wenn  für  alle  Axen  and  Combinationen  derselben 


J «3Ph  - J' ydP»  - ...  - 0 

xydPH  — 0;  xs8Pn  — 0;  etc. 
Die  Bedingungen  dafür  lauten  also: 

*=»4-1  *=»41 

£ xkyk  ■"  0:  £ xkzk  — 0;  etc. 

k=l  k=l 


»+1  ft=»-fl 

£ xk  — 0;  £ y*  — 0; 


‘=2‘ 

*=i 


*=i 


etc. 


(10) 

(5) 


Eliminirt  man  die  Coordinaten  von  A.+i,  so  lauten  die  erstem: 

*=»  fr  1 »|  ■ .. 

£ *k  £ y»+  £ nyk  — 0;  etc.  (11) 

*=i  »=i  t=i 

Stellt  man  sich  nnn  die  Aufgabe,  die  Coordinaten  der  Ecken 
eines  Plasmas  in  Bezog  auf  ein  gegebenes  orthogonales  Axensystem 
so  za  bestimmen,  dass  diese  Axen  Hauptträgheitsaxen  werden,  so 
hat  man  n(»+l)  verfögbare  Grössen  and  |»(n  + l)  za  erfüllende 
Gleichungen,  so  dass  4n(n-(-l)  Grössen  willkürlich  bleiben. 

Man  lässt  sich  bemerken,  dass  alle  Bedingungsgleichnngen  in 
Bezog  auf  die  gleichnamigen  Coordinaten  homogen  sind;  man  kann 
daher  substitoircn 


Ax i,  Az„  ...  für  z,,  ... 

By  11  By„  •••  für  y„  y„  ... 
etc. 


d.  h.  es  ergibt  sich  der  Satz: 


„Jedes  n dehnige  (n-f-l)eck,  dessen  Lage  der  genannten  For- 
derung genügt,  behält  diese  Eigenschaft,  wenn  man  es  in  beliebigen 
„Coordinatenrichtungen  beliebig  proportional  dehnt  oder  comprimirt, 
„während  die  Axen  in  Rahe  bleiben.“ 

Da  die  gemeinsamen  Factoren  A,  B,  ...  ><  Willkürliche  vertreten, 
so  lassen  sich  » unbestimmte  Grössen  nach  Bequemlichkeit  fest- 
setzen,  i.  B.  die  Coordinaten  der  ersten  Ecke  A,.  Dann  sind  A, 
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B,  ...  die  einzigen  Lineargrösson  nnd  zwar  ohne  Einfluss  anf  dio 
Matur  der  Lösung,  brauchen  daher  bei  Untersuchung  der  Anfgabe 
nicht  geschrieben  zu  werden.  Die  übrigen  $n(n— 1)  Willkürlichen 
hingegen  sind  reine  Zahlen  und  zwar  speciflsche  Moduln  der  Figur. 

Ist  die  Anzahl  der  Willkürlichen  unter  die  ungleichnamigen 
Coordinaten  so  verteilt,  dass  die  mte  Coordinate  von  „ — m 1 
Punkten  willkürlich  oder  gegeben  ist,  so  reducirt  sich  die  oben  be- 
zeichnete  Aufgabe  auf  eine  Reihe  Systeme  linearer  Gleichungen,  die 
nach  einander  zu  lösen  sind. 

Seien  z.  B.  gegeben 

*,*,  ...  rn-ix„- jxH 

y,y,  ...  y»-2sr>t-i 

*1  *1  ...  Zn- 2 

etc. 

dann  ist  yn  linear  bestimmt  durch 

2x  2y  Xxy  <=  0 

dann  tn-i  und  2»  durch 

£x  £z-{-  Zxz  — 0 
2y  £z  -J-  Zy%  = 0 

und  so  dio  immer  um  1 wachsende  Anzahl  der  Gesuchten  neuer 
Benennung  durch  ein  immer  um  1 wachsendes  System  linearer  Glei- 
chungen, zuletzt  7,1+1,  y„+i,  . . . durch  die  Gl.  (5). 

Die  Lösung  ist  im  allgemeinen  möglich  und  eindeutig.  Bedin- 
gung ist  nur,  dass  in  jedem  jener  linearen  Gleichungssystemo  minde- 
stens eine  der  aus  den'Coefficienten  der  Gesuchten  gebildeten  Deter- 
minanten nicht  null  ist.  Da  nun  jsne  Determinanten  in  der  letzt 
vorhergehenden  Coordinatenreihe  linear  sind , so  lässt  sich  die  Bedin- 
gung stets  durch  eine  der  gegebenen  Coordinaten  erfüllen,  und  es 
bedarf  keiner  Untersuchung  der  Ausnahmen. 


§.  4.  Auflösung  des  letzten  Gleichungssystems. 

Die  n Coordinaten  oines  Punktes  seien  bezeichnet: 
x,  y,  ...  u 

Alle  Coordinaten  ausser  den  u seien  bereits  berechnet ; es  sollen  nur 
noch  die  Gleichungen 


Digitized  by  Google 


424  Hoppe:  Da*  ntlehrtigt  (n-fl)«e& 

Sx  Eu-|~  £zu  = 0;  etc. 

oder  geordnet 

(Zz-\-  *,)u,-f-(.Ez-f-xt)u,-f-  •••  (•£*+ x»)u»  — 0;  etc. 

also  n — 1 homogene  lineare  Gleichungen  zwischen  den  n Grössen 
u,  ...  «h  aufgelöst  werden. 

Wir  fügen  als  nte  Gleichung  hinzu: 

Äi fl„u»  - 5(fl„  fl„  ...  fl.) 

Dann  ergibt  die  Auflösung: 

zfu»  = </*  | (fl„  . . . fl»)  (12) 

wo 

£z-\-zl  Ex-|-x,  .£*+x, 

^ = ... 

ff,  J^s  ...  ff» 

-£*+*,  0 ■Er-f'^+J  ...  Ex-|-x» 

4:  1 * ...  ...  ...  ...  ... 

ff,  ...  fl»— l 1 ff*+i  ...  fl» 

Setzt  man  fl»  — 1,  alle  übrigen  ff  = 0,  so  wird 

j Jt 

und  man  erhält: 

«»-=5(0,  0,  ...  1 ...  0)-{»(l) 

die  J an  iter  Stelle  zu  denken.  Jetzt  wird  nach  Gl.  (12) 

5»(1)  _ t(fl„  ■■■  fl.) 

*f»  ^ 

unabhängig  von  k und  lässt  sich,  da  eins  der  « willkürlich  ist,  — 1 
setzen.  Dann  ist  die  Function  S — J.  Betrachtet  man  die  Ele- 
mente der  Determinante  H als  Binome,  so  gibt  die  Zerlegung  der- 
selben : 


i Z* 

**  ...  r» 

X,  Xz 

... 

Xn 

J - ... 

+ 



... 

...  + 

1 0 

//,  ...  Hh 

fl,  0 

Hz  - 

. fl. 

...  Xn—i  £x 

x,  . 

..  *«. 

4-  ... 



+ - 

... 

ff, 

...  Hn- 1 0 

fl,  . 

..  Hn 

Die  Teile  Bind  sämtlich  Unterdeterminanten  einer  Determinante  von 
der  Ordnung  n-j-1,  nämlich 
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1 -1  -1  ...  -1 

£x  x,  x,  ...  X« 

0 Ht  Ht  ...  Hn 

Snbtrahirt  man  von  der  ersten  Verticalreibe  alle  übrigen,  so  kommt: 

»-fl  —1  —1  ...  —X 

0 x,  x,  ...  x» 

—XU  Hl  Ht  ...  Hn 

x,  x,  ...  x»  x,  x,  ...  x„ 

-(»  + D - 

H,  Ht  ...  Hh  1 1 ...  1 

Setzt  man 

C?*  = (»+l)a—  £H 

9(0»  <?»,  ...  Gn)  - ((Hi,  Hi,...  Hn) 

so  wird 

*1  ...  x* 

<P(Gi,  Gl,  Gn)  = ...  ...  ...  (13) 

Gl  G,  ...  Gn 

and  die  Auflösung  lautet  nun: 

ut ?(1,  1 ...  — n,  ...  1)  (14) 

wo  — n das  Ite  Argument  der  Function  ist,  die  übrigen  den  Wert 
1 haben. 

Die  vorhergehenden  Gleichnngssysteme  zur  Bestimmung  der  »+1 
ersten  Coordinaten  gestatten  keine  entsprechende  Redaction,  weil 
sie  nicht  homogen  in  den  Gesuchten  sind.  Wir  beschränken  uns  da- 
her anf  die  Durchführung  für  specielle  n. 


§.  5.  Ausführung  der  Rechnung  für  n — 2,  3,  4. 
Für  n — 2 seien  die  Coordinaten  von  Ai 


fc  — 1 

2 i 

3 

vH 

D 

H 

o | 

— 1 — a 

y — « 

-ß 

ß — 4* 

nnd  zwar  o gegeben,  - gesneht.  Bedingung  ist: 
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(l+o)(a  — (J)  + o — aß  — 0 

woraus : 

(2  + o)o  - (1  + 2a)  ß 

oder  um  Brüche  zu  meiden: 

a — l+2o;  ß — 2 + o (15) 

Fügt  man  die  Dimensionsfactoren  hinzu,  so  wird 

— A x,  — Aa  xa  = A(l  + a)  ) 

*,  = .0(1  + 2«)  *, 7?(2  + o)  ys  -iJ(l-o)  J 

Aus  diesen  Werten  findet  man  nach  Gl.  (3)  (4) 


J - 3AJ9(l+o+o*);  P,  = }AÖ(l+o+a>) 


(17) 


nnd  nach  Gl.  (9)  die  Hauptträgheitsmomente  bzhw.  für  die  x und 
y Axe: 


/ = iP,fl«(l+o+o*) 

f **ZPt  - |f>tA»(l+o+o*) 


Für  n = 3 sei 


2—1 
y — o 
* - y 


a 

ia 

—6 


c 

-ß 
— « 


— — ) 
— 1 — a — c \ 

-(l+i)«+0  t 

-y+d+t 


ß 6 t 

wo  o,  4,  c gegeben,  -•  ^ gesucht.  Oie  Bedingungen  sind: 

(l+a  + c)[(l  + 6)o-jj]  + (l  + oi)e-c/j  - 0 
(l  + a+e)(y  — d — s)  + y — ad — ct  — 0 
[(1  + Mo — ß]  (y  — d — s)  + ay — &ad  + /9<  — 0 

Die  erste  gibt: 

a = l+a  + 2e;  ß - (2  + a+c)(l+i)-(l—  o)i 


(18) 


(19) 


(20) 


Nach  Einsetzung  dieser  Werte  findet  man  aus  den  zwei  letzten, 
welche  die  Verhältnisse  y : d : t bestimmen,  Ausdrücke,  welche  sich 
nach  Beseitigung  des  gemeinsamen  Nenners  übersichtlich  folgender- 
massen  darstellen: 
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y = 2x(l-f3i)  + 4(<z  — b) 
d — 2x(3  + ft)— 4a(a  — 6) 

» — 2*(6  — 1)  — 2c(a  — b) 

* — l + o4-e-|-o,+a<!  + cJ  oder 
2*-  (l-fo+e^+l+a'+c» 

För  b — 4 Bei 


i - 1 

2 

3 

4 

5 

x — 1 

a 

d 

— 1— a— d— / 

y — « 

btt 

ea 

— (l+*+e)°+/* 

« — y 

<nr 

-d 

< 

— (1+c)  H-d+« 

t = t 

-x 

— f» 

— V 

— M-H-H-v 

(21) 


(22) 


wo  a,  b,  c,  d,  e,f  gegeben, 

sind: 


o’  y’  y {’  £ gesucht.  Die  Bedingungen 


(l  + ° + ',+/)[(l  + i+<)°  — ß]-\-(\-\-ab~yde)a—fß  ■=•  0 

(1  +a +</+/)  [a+ c)y -d  - »] + (1 + ac)r  - di  -/*  = 0 
[(l  + J+e)o—  /3][(l  + c)y—  d—  i]+(l+4c)oy  — «ad-f/J*  — 0 
(l  + a+rf+/)  ({—  1 — fi  — v)  + f—  ai  — dp  — fv  = 0 
[(l+i  + «)o-(5]({-  h-p-*)  + (S-bh-ep)a  + ßv  = 0 
[(l-fe)y  — d — »](J—  1—  (I  — v)+(J  — ci)y  + d(»-f  tv  — 0 

Aus  der  ersten  ergibt  sich: 


a “ 1 -}-<*  + d -j-  2 f 

ß — (l  + 0 + <i)(l  + d + «)  + l + <**  + ‘i« 


(23) 


Aus  den  2 folgenden  findet  man: 
a ■“  20(1  "f“ ^ 3«)— j — Tr (d- — 1,  o-|-4,  a — 1)  \ 

S ■*»  2#[(3+*-}-eH-(l+3d-f-e)c] 

•]-s(rf — a,  — 4 d — a,  d-|-4a)-f*c«(l-J“4d,  1 — d,  — 4 — ri)  > (24) 
« - 2^[(«-lH-(«-6)e]  l 

+*(/-<*,  — if — a,  y-a)+c*(l-f4/;  1-/,  1-/)  ) 

wo 

2tf  - (l+a-J-d-f/)»+l  + «>+rf*-f-/*  (26) 


n(£,  Af,  Ar)  = 


£11 
Mab 
N d e 


(26) 


Das  letzte  Gleichungssystem  gibt  unmittelbar  nach  Gl.  (13) 
und  (14) 
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t-  -»(-4,  1,  1,  1);  A - 9>(1,  -4,  1,  1)  ) 
M-  <Pd,  1,  -4,  1);  v = *(1,  1,  1,  -4)  f 


<p(D,  E,  F,  (?) 


1 

a 

A 

/ 

a 

ba 

ea 

-ß 

r 

<7 

-i 

— € 

D 

E 

F 

G 

(27) 


(28) 


wo  für  o,  ß,  y,  i,  t die  gefundenen  Werte  einzustezen  sind. 

In  den  vorstehenden  Formeln  ist  auf  den  Fall  wo  eine  Coordi- 
natc  von  A,  null  ist,  nicht  Rücksicht  genommen  Es  ist  leicht  die  For- 
meln hierfür  einzurichten,  indem  man  jeder  Coordinate  von  Ai  einen 
allgemeinen  Factor  hinznfügt,  der  dann  im  besondern  null  werden 
kann.  Doch  auch  ohne  dies  bat  die  Rechnung  keine  Schwierigkeit: 
die  Formeln  sind  homogen  in  jeder  Coordinatenreibe  zu  denken;  ist 
eine  Coordinate  von  4,  null,  so  braucht  man  nur  alle  Terme  niodern 
Grades  in  Bezug  auf  die  gleichnamigen  Coordinaten  zu  streichen. 

Numerische  Beispiele. 


Dreieck,  n — 2. 


i-i 

2 ! 

3 

J 

x — 1 

2 

1 ~3 

7 

y =5 

—4 

' -1 

21 

Tetraeder,  n = 3. 


k - 1 

2 

! 3 

4 

1 J 

x - 1 

1 | 

2 

-4 

11 

y =2 

4 

-5 

—1 

23 

2 — 25 

—19 

—5 

—1 

506 

Pentatop,  n -=  4. 


*-l] 

1 2 1 

3 

4 J 

5 1 

J 

x — 2 

0 

—1 

—1 

0 

3 

S ”0 

—1 

—1 

1 

1 

2 

2=— 2 

—2 

3 

-7 

8 

65 

l = 4 

—9 

7 

1 

-3 

78 

Hier  bedeutet  J bezüglich  auf  die  x die  Grösse 
(n+l)(n+2) 


J,= 


2 Pn 


»Br, 


woraus  sich  die  Hauptträgheitsmomente  zusammensetzen  lassen. 
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§.  6.  Symmetrischer  Ausdruck  der  Coordinaten 
der  Tetraederecken. 

FQr  ungerade  n allein  lässt  sich  die  Aufgabe  stellen: 

Es  sind  J(n-f-l)  Eckpunkte  eines  n dehnigen  (»  + l)ecks  be- 
züglich auf  die  Hauptträgheitsaxcn  gegeben;  die  Übrigen  1) 

Eckpunkte  sollen  gefnndeu  werden. 

In  der  folgenden  Lösung  für  n = 3 seien  die  Ecken  A,  und  A, 
gegeben,  zunächst  A3  gesucht;  ans  diesen  dreien  ergibt  sich  At  nach 
dem  Gesetze  des  Schwerpunkts.  Das  Summenzeichen  erstrecke  sich 
über  die  Indices  1,  2,  und  es  sei  zur  Abkürzuug 

a ■=  Zx\  b = e = 2j 

J — 4c-}-2^j;  g — ca- f-2Xar;  A -=  ab-\-2£xy 

Dann  sind  die  Bedingungen : 

(*  + 3ts)  £y*~\~ysH  — 0 

(«+**)(“  + *3)  + **  + *»*3  = 0 
(“  + (*  + Vs)  + + x5  y3  = 0 

Diese  werden,  wie  die  Eiusetzuug  sofort  ergibt,  erfüllt  durch  die 
Werte: 

2*3=y-“i  A;  2zj  « 

r*  = — fgh 

Die  Lösung  ist  demnach  nur  reell,  wenn  fgh  negativ  ist.  Ver- 
schwindet /,  g oder  A,  so  rückt  A3  in  unendliche  Ferne. 
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Decker:  Utber  die  tphär  itich- elliptische  Bewegung, 


XIX. 

Ueber  die  sphärisch-elliptische  Bewegung. 


Von 

Herrn  Bruno  Decker 

in  Niederxwönitr  (Kgr.  Sachsen). 


1. 

Auf  der  Kngel  p befinden  sich  das  feste  Centruin  M nnd  der 
freibewegliche  Massenpunkt  m.  Zwischen  beiden  Punkten  sei  die 
noch  unbekannte  Anziehungs-  oder  Abstossungskraft  II  tätig.  Wir 
fragen:  Welche  Grösse  muss  das  in  Richtung  der  Verbindungslinie 

der  gegebenen  Punkte  wirkende  R haben,  damit  das  bewegliche  m 
eine  sphärische  Ellipse  beschreibt,  deren  einer  Brennpunkt  in  dem 
festen  M liegt? 

Diese  Frage  zu  beantworten,  scheint  cs  besonders  zweckmässigt 
sich  sphärischer  Polarcoordinateu  zu  bedienen  (Schell:  Theorie  der 
Bewegung  nnd  der  Kräfte  1.  Aufl.  p.  309).  Wir  bezeichnen  mit  O 
den  Mittelpunkt  der  gegebenen  Kugel,  mit  Mx  den  zweiten  Brenn- 
punkt der  von  m zubesebreibenden , sphärischen  Ellipse,  mit  a den 
sphärischen  Abstand  der  Punkte  M und  m,  mit  <r,  denjenigen  der 
Punkte  und  m und  mit  n — <p  den  Neigungswinkel  der  Halb- 
ebenen  OMm  und  OMMv  Alsdann  repräsentiren  a , <p  die  sphäri- 
schen Polarcoordinaten  des  beweglichen  m. 

Die  Gleichung  der  sphärischen  Ellipse  in  diesen  Coordinaten 
ergiebt  sich  unter  Zugrundelegung  der  Fundamentalformel  der  sphä- 
rischen Trigonometrie  mit  Berücksichtigung  der  Bedingung 

o -j-  dj  = grosse  Achse  a 

auf  folgende  Weise: 
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ai  ö • v , . ff  , y 

cos  - — cos  - cos  L4-8m  - gm lCos(*—  qp) 
9 9 9 a p v w 


— sphärische  Brcnnpnnktdistanz 


o y a — o 

- — i 


ycos  q? 


cos  - C08 

9 9 


cos  - 


. c . Y 
sin  - sin  L 


y y • n 

cos  — cos  ™ sin  - 

co*  ? _? £ _ _f 

f sin  - sin  - 

9 9 


für 


■ «cotg  - 


r o 

COS  - — cos- 

9 9 


a 


Zar  Lösung  des  vorliegenden  Problems  nun  beachten  wir  an 
erster  Stelle,  dass  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  selbst  gilt , wenn 
ein  materieller  Punkt  gezwungen  ist,  sich  auf  einer  gegebenen  Fläche 
oder  Curvo  zu  bewegen,  dass  also 

=fRd*- 

Zweitens  besteht  aber  auch  der  Flächen satz  und  zwar  für  die 
Gerade  OM  (Jacobi:  Vorlesungen  über  Dynamik  p.  223)  *).  Die  ge- 
zwungene Bewegung  des  Puuktes  m lässt  sich  nämlich  als  eine  freie, 
von  den  festen  Ceutren  O uud  M hervorgerufene  auffassen,  sobald 


1)  In  das  bereits  erwähnte  Werk  von  Schell  hAt  sich  ein  kleiner  Irrtum 
insofern  eingeschlichen,  als  es  da  Seite  371  Zeile  14,  15  und  16  heisst:  „Weil 
ferner  in  dem  vorliegenden  Falle  offenbar  das  Princip  der  Fliehen  für  die 
Projection  der  Bewegung  vom  Pole  aus  auf  irgend  eine  Ebene,  s.  B.  auf  die 
Tangentenebene  des  Poles  gilt,  so  etc.“  Die  Gültigkeit  des  Fllchensatzes  be- 
schränkt sich  auf  die  Gerade  OM. 
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man  die  Wirknng  des  Centrnms  0 mit  dem  Druck  identificirt , den 
die  Kugelfläche  bei  der  Beweguug  des  Massenpunktes  m erfährt. 
Dieser  Druck  ist  b,  nebenbei  bemerkt,  gleich  der  Summe  zweier 
Componenteu  von  der  Lage  des  Kngelradius.  Die  eine  dieser  Com- 
ponenten  rührt  her  von  der  in  Richtung  der  Verbindungslinie  der 
beiden  gegebenen  Punkte  wirkenden,  gesuchten  Kraft,  die  andere  von 
der  in  Richtung  des  Krümmungshalbmessers  der  beschriebenen  Bahn 
wirkenden  Centrifugalkraft  (Navier : Lehrbuch  der  höheren  Mechanik 
p.  130). 

Um  jetzt  die  Relation  des  Flächensatzes  zu  erhalten,  projiciren 
wir  die  Beweguug  auf  ciue  zu  OM  senkroebte  Ebene.  Hat  dann  der 
Elementarsector  der  Projectionsbcwegung  den  Wert  jade0,  so  lautet 
die  Flächenbeziehung 

ad*0  — Cdt, 

wofür  wir  die  Gleichung 

C*  dt* 


substituiren  wollen.  Dabei  bedeutet  a den  Abstaud  des  Punktes  m 
von  dem  festen  Radius  OM,  de 0 den  sphärischen  Abstand  desselben 
Punktes  von  demjenigen  grössten  Kreisbogen,  der  durch  M und  den 
Endpuukt  von  de  gebt 

Die  Elimination  von  dt * aus  dieser  und  der  Gleichung  der  leben- 
digen Kraft  ergibt  nun  die  Kraft  II,  wenn  die  beschriebene  Bahn, 
und  die  beschriebene  Bahn,  wenn  die  Kraft  R bekannt  ist.  Der 
entere  Fall  ist  zunächst  der  unsere. 

Indem  wir  die  Gleichung  der  beliebigen  Kraft  durch  das  Quadrat 
der  Fläcbcngleichung  dividiren,  erhalten  wir 


dt* 


■f 


Rdr. 


Diese  Gleichung  verwaudelt  sich  in 


oder  in 


C * 


dtp  -f-p*  sin*  dtp* 


p4  sin4  - dq>* 
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sofern  wir  berücksichtigen,  dass  für  unser  Coordi nate nsy s tem  zu  er- 
setzen ist 


d? 

durch 

<<a>  + dt0* 

a 

a3 

p3siu»  - 

P 

<1*0* 

1» 

a 

p*sin3  -da1 
9 

(da\* 

Zur  Beseitigung  des  hierin  allein  noch  störenden  I — J wen- 
den wir  uns  an  die  Gleichung  der  von  m zu  beschreibenden , sphä- 
rischen Ellipse 

o 

COS  ip  — acotg  - — b. 

Diese  liefert 


oder 


da 

dep 


p sin* 


— sm  q> 


Der  Gleichung  für  R lässt  sich  also  die  Form  gebeu 


1-(“C®  \-b)%+~af==f  Rdr 

r siu*  - } 


und  hieraus  findet  sich 
C*  1 2o 


R — Bht  B B 

* a*  p1 


C* 


• i 0 

p sin*  - 

P 


(°  cotg  ^ ■ 


2a*  COS  , 

P da 


p sin3 


a l dr 


a3p5sin3  - 
p 


{a  a a\  da 

2a*cos 2ab  sin 2o3  cos 

P P 


P)  dr 


b C 3 da 

i - 

a 


p3sin3- 


a dr 


Da  aber  Bogen  (o)  und  Sehne  (r)  eines  Kreises  durch  die  Bedingung 

a r 

sm  .t-  -= 

2p  2p 

aneinander  gebunden  sind,  so  erhält  man  schliesslich 

Arch.  de»  Meth.  n.  Phji.  3.  Seihe,  Teil  V.  38 


Digitized  by  Google 


434 


Deckt  r:  Utbtr  die  tphdrisch  - elliptische  Bewegung. 


R *=*  — m 


COS  1 — COS  - 0*8111*  - COS  5“ 

t e e 2p 


(-^■y 


const  — — m 


ü y a 
r cos- — cos  - 


Dies  Resultat  ist  leicht  auf  seine  Richtigkeit  hin  zu  prüfen,  weil 
cs  sich  für  p=oc  auf_  das  Newton'scbe  Gesetz  in  der  Form  (Ka- 
vier p.  155) 

C« 

R — — m — j — , 

a (1  — «’ir* 

WO 

°-'Z 

reducircn  muss. 

Wird  nun  p sehr  gross,  so  nähert  sich  die  Potenz  ^1  — 

tt  tt 

der  reellen  Einheit,  lässt  sich  sin  - durch  - ersetzen,  sodass  im  Nenuer 

9 9 

Y a 

cos — cos 

Q 0 

p’ auftritt,  und  führt  - j durch  Differeutiatiou  auf 


■"(■“p)  («-•) 


= 2a*  (1  — «*) 

Man  erhält  also  für  die  Ebene,  wio  erwartet, 
2a  C* 

— m 2a*  (1  — «*)  r» 

C* 


a(l  — «‘jr* 


„ . , . O dq> 

C — p*sin*  - -t: 


(o  = r) 
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2. 

Wir  haben  das  gestellte  Problem  zunächst  mit  Hälfe  sphärischer 
Polarcoordinaten  gelöst,  da  sich  von  vornherein  erkennen  liess,  dass 
diese  Coordinaten  für  die  sphärisch-elliptische  Bewegung  eine  Be- 
handlung ähnlich  der  der  eben-elliptischen  Bewegung  in  gewöhnlichen 
Polarcoordinaten  gestatten  worden.  Eine  Lösung  in  elliptischen 
Kugelcoordinatcn  dürfte  indes  nicht  minder  interessant  sein,  und 
zwar  deshalb,  weil  hierbei  die  Gleichungen  der  sphärischen  Ellipse 
nicht  besonders  auftreten  werden. 


Wir  definiren  nach  Hesse : Vorlesungen  Ober  analytische  Geome- 
trie des  Raumes  3.  Aufl  p.  319  als  elliptische  Kugelcoordinaten  die 
Grössen  p,  a,  t durch  die  Beziehungen 


für  welche 
Diese  ergeben 


**+»’+**  “ 0* 

-f!_  + + — = 0 

a — a ' ß — a ' y — 0 

jr2  v*  ** 

a — t * p — t 1 y — t ’ 

0D>  p > 0 

«>r  > ß>  o >7- 


x>  - n.  (--«><"-«) 

9 (a  — P)(<*  y) 


.1  - ps  V-M-Zl l 


. „»  (y— u)(y— t) 

9 (r-«)(y-ft 

ds*  -=  dx1  -f-  dy*  -j-  dz* 


4 (t—a)(T  — ß)(r—y) 


dj*. 


Bei  der  Berechnung  von  de*  ist  berücksichtigt,  dass 


p — o — const 

als  Gleichungen  der  sphärischen  Ellipse  in  elliptischen  Kugclcoor- 
dinaten. 


Die  Relation  der  lebendigen  Kraft  lautet  mithin  jetzt 

28* 
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Y (t  — a)(T—ß)(x  — y)  <U * 

Was  die  quadrirte  Flftcheubeziehung 
a*d*u*  = C*di* 

anlangt,  so  findet  sich 

*-•*- (■*+•*)* 

__  f s ^ _ ^V(«— a)(g— t) V(y— «)(y— t)yy 

Die  Coordinaten  x0,  0,  oder  P 0,  pj/^_“  gehören 

dem  Funkte  A/  an.  Ferner  ist 

di0*  um  eh*  — ilu* 

— <i»* — (rfo* -f- ft«*) 

da  hat  hier  dieselbe  Bedeutung  wie  in  Teil  1.  de  bezeichnet  die 
Entfernung  des  Punktes  x-\-<lz,  y-\-dy , z-|~dj  von  einer  Ebene,  die 
wir  uns  durch  den  Punkt  x,  y,  z senkrecht  zu  OM  gelegt  donkeu, 
die  also  die  Kugel  iu  einem  Kreise  schneidet,  dessen  Radius  a ist. 

Das  Quadrat  dieser  Eutfernung  (dx  -j-  de  resultirt  gleich 

r* 

-}<&■*,  wenn  man  in  Betracht  zieht,  dass 

r*  = {*  - *o)‘  + (y — »o)*+  (*  ~ *o)* 

— 2p*  — ilxx0  — 

Alle  diese  zum  Formiren  der  Gleichung  ftlr  1t  notwendigen  Be- 
ziehungen nnn  vereinfachen  sich  noch  wesentlich  mit  Hälfe  der  Sub- 
stitutionen 


V'ß-: 


(sin*  x -j- cos*  i = 1) 


- sing,  | /y—~  - «>»f*  (siu*g-)-cos*g  = 1) 


m- 


(sin*  v-f-cos*  v — 1). 


Deren  Anwendung  führt  nSmlich  auf 
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, , .sin!A  — sin8«  _ 
x sin*v  — sm> 

a8  — p*sin8(/i  — A) 

da9  = p*C08*(|U  — A)rfji8 

r>  _ 2(|s  A V(g  — a)(a-T)  V(y  — o)(y  — t)\ 

V o— y y — « ) 

— 2p*(l  - oos(fi — A)) 

— 4p8  Bin8  ““2““ 

dr8  — p8cos8  ^~2~  dft8 
de 8 = ps  sin1  (p  — A)  dp* 
da*  — f*dp* 

0 \8m’v — 8mV  / r 

sin8A  — sin2v 
“ f sin8v — sin*ft  ^ 

d»*_  sin8A  — 8inV 

a8  <&08  p 2 sin8(  p — A)  (sin*  A — sin8v) 

_ L sin(A  + »i) 

“ P*  sin  (A  — ^ j 

endlich 

i_  C8  8in(A— p)cos(A  + >t)+sin(A+ft)coB(A— p)  dp 

*m  p8(sin8A — sin8v)  sin8(A—  p)  dr 

, C 8 sin2A  1 


. v/  aiuim  a 

— p*  sin’A — sin’v  p — A p — A 

' ein*  nnofl  


sin8 — cos8 


{*-& 


. p — A r 

Hin  - — — ■ — 


Und  dies  Resultat  stimmt  mit  dem  von  p.  434  überein. 
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Fragen  wir  jetzt  umgekehrt:  Welche  Bahn  beschreibt  der  Punkt 
const  . . _ 


m,  wenn  die  Kraft  R den  Wert 


(*-sy 


Nach  der  Bemerkung  von  p.  432  giebt  uns  die  Antwort  auf 
diese  Frage  die  daselbst  unten  annotirte  Gleichung 

tp4sm4-  7 p’sm*  "1 
für 

„ const  / „ , »\ 

" - ~ ,1\  r*\I  = 


‘{'St 


<y  a 

4 sin’  5-  cos’  h" 

2p  2p 


p 2p 


(rfr  = cos  2®  da  ) 


Rdr  — const 

sin*  - 

9 

Die  beschriebene  Bahn  wird  demnach  durch  die  Differentialgleichung 

~ c' cotg  l+c"' 

p*  sin4  — p’  sin’— 

9 9 

wo  C‘  und  C"  zwei  Constanton,  charakterisirt 
Diese  Gleichung  bringen  wir  auf  die  Form 

da 


p’8in>y/ 

/ C'cotg  ~ + C" 

V 

p»  sin’— j 

welche  sich  unter  Zuhülfenabme  der  Substitution 


durch  die  einfachere 


cotg  - = 0 
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^ V|f*C''-l  + p*C'«!-«>} 

ersetzen  lässt.  Nun  weiss  man,  dass 

/dx  — 1 . 2 cx-\-b 

\(a+bx  4- txc*)e* o V — c arC Sm  V(6*  — 4a«) COnS 

Es  findet  sich  mithin 


arc  sin 


9*0'—  2t  _ 

V Wo'  1 + 4(p*  C"— 1)1 ' 


= arc  sin 


& — cotg- 


oder  endlich 


«"sin  (<?  — if>)  = c' — cotg  - 


Oie  erhaltene  Gleibhnng,  in  welcher  o and  <r  variabel,  &,  c"  nnd 
y Constanten,  repräsentirt  einen  sphärischen  Kegelschnitt  Dies 
oachznweisen , wählen  wir  den  Punkt  <2  znm  Ursprung  eines  recht* 
winkligen  Parallelcoordinatensystems , dessen  Z Achse  mit  der  Ge- 
raden OM,  dessen  ZX  Ebene  mit  der  Ebene  q>  — y und  dessen 

ZY  Ebene  mit  der  Ebene  g>  — »p-f-  £ zusammenf&llt  Alsdann  wird 


cot®  e V (*’+»’) 

nnd  transformirt  sich 

e"  sin  (<p — ip)  — c'— cotg  - 

P 

e"y  + « = «Ylr'+I1) 

oder  in 

c'  x*+  («'-  «")»’-  »*  - 2«V  = 0, 

eine  homogene  Gleichung  2.  Grades,  die  als  solche  einem  Kegel 
2.  Ordnung  mit  der  Spitze  im  Coordinatenanfangspunkte  angehört 
Der  freibewegliche  Massenpunkt  m beschreibt  demnach  infolge  der 
Einwirkung  der  Centralkraft 


R - 


const 
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eine  Bahn,  die  eich  als  Schnitt  oiner  Kugel  mit  einem  Kegel  2.  Ord- 
nung, dessen  Spitze  im  Mittelpunkte  der  Kngel  liegt,  docnmcntirt, 
d.  h.  er  beschreibt  einen  sphärischen  Kegelschnit 

In  welchem  Falle  dieser  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  Hyperbel  oder 
Parabel  ist , dies  zn  untersuchen , können  wir  uns  deshalb  erspare^ 
weil  die  Geometrie  auf  der  Kugeloberfläche  einen  Unterschied  zwischen 
sphärischer  Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel  nicht  kennt  (Hesse 
p.  51).  - 


Zum  Schlosse  noch  eine  kurze  Bemerkung  über  die  Zeit  als 
Function  des  Ortes. 


Der  Flächensatz 


Cdt  — p’sin*  - dtp 


ergiebt  unter  der  Annahme 


oder 


cosgp  = o cotg  - — b 


sin1 


die  Zeit 

t a> 
wo 

Mittelst  der  Substitution 
verwandelt  sich 

dtp 


*+( 


7 


cos  tp 
a ) 

dtp 


<*-\-ß  COS  tp  4"  C0S*9> 


a =— 

ß — 2b 

e'f  — s 


in  — 4 - 


3*  dz 


ö ß cos  gp-j-  c.oss9  *4  -|-  20  zs  -f-  (4a  2)  z*  -f-  20  z -f- 1 

Die  4 Wurzeln  der  reciproken  Gleichung 

a4  -f  2ß  r 1 + (4a  -f  2)  * * + 2ß  z -f  1 = 0 


sind  imaginär.  Wir  zerlegen  drum 

a»  . Mx2  -J-  iVj 

*‘+20a»+(4«+2).*+20,+l  m (*-«,)»+ ft* 

+ (,-«f)*  + 0t* 
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(Navicr:  Lehrbuch  der  Differential-  und  Integralrechnung  4.  Anfl. 
p.  247  bis  255)  und  erhalten  damit 


■Vj'-ar, , , a/i «i  + A]  s— o, 

c~  \T  — ft — arct«  -ft- 

+ ^log((,-«,1)«+ft‘)+^^  arctg  + constj 


Die  Constanten  A/„  Ms,  IV,,  Nt,  os,  ft,  ft,  const  sind  unschwer 
zu  berechnen. 


Dass  dieser  Ausdruck  noch  der  Umbildung  bedarf,  ist  augen- 
scheinlich. Ich  hoffe  gelegentlich  hierauf  zur  lickkommen  zu  können. 
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XX. 

Ueber  den  geometrischen  Ort  der  Mittelpunkte 
von  Kreisen,  welche  durch  zwei  Punkte  gehen 
und  eine  Gerade  treffen. 


Von 

Franz  Schlffner. 


Zwei  Pankto  A,  ß und  eine  Gerade  G des  Ranines  liegen  ent- 
weder in  einer  Ebene  oder  nicht.  Da  im  ersteren  Falle  die  Mittel- 
punkte M aller  Kreise,  welche  durch  A und  B gehen  und  G treffen, 
einer  geraden  Linie  angehören,  so  wollen  wir  für  die  folgenden  Unter- 
suchungen voraussetzen,  durch  A,  ß und  G lasse  sich  keine  Ebene 
legen.  Eine  Ebene,  die  A und  B enthält  und  zur  Geraden  G pa- 
rallel ist,  wird  aber  immer  noch  möglich  sein;  diese  wollen  wir  als 
Ebene  der  * und  * Coordinaten,  den  Halbirungspunkt  O der  Strecke 
AB  ■=  2 m als  Ursprung  des  Coordinatensystems , AB  als  i Ächso 
wählen.  Es  ist  dann  A durch  (0,  0,  m),  ß durch  (0,  0,  — m)  und 
G durch  (s  -=  ax-\-b,  y = c)  bestimmt;  ein  beliebiger  Punkt  C der 
Geraden  G habe  die  Coordinaten  ar, , y, , der  Mittelpunkt  M des 
durch  A,  ß und  C gelegten  Kreises  die  Coordinaten  x,  y,  *. 

Der  Punkt  M muss,  weil  er  von  A und  ß gleiche  Abstände 
hat,  in  dor  ry  Ebene  liegen;  cs  ist  deshalb  immer  * — 0.  Wir 
haben  jetzt  noch  zu  berücksichtigen,  dass  MA  oder  MB  = MC,  dass 
M ein  Punkt  der  Ebene  ABC , und  dass  C ein  Punkt  der  Geraden  G 
sein  soll , welche  Bedingungen  durch  folgende  Gleichungen  ausge- 
drückt erscheinen; 
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x,+y*+mi  = (*t  — y)*+js,s 
xty  — <rylt  s,  — osr,  + &»  Hi—« 

Eliminirt  man  daraus  xj,  y,,  2,,  so  ergicbt  sich  als  Gleichung 
des  verlangten  geometrischen  Ortes  der  Punke  M: 

c>x,-f-a*c,x,-^-2a4cxy-}-c^y>-|-Ä^y, — n»*y*  -2cxJy — 2c y 3 = 0 

Diese  Gleich  nng 

F(x,  y)  = 0 

ist  vom  3.  Grade,  die  Punkte  M liegen  also  auf  einer  Curve  der 
3.  Ordnung  C3. 

F(x,  y)  - 0 

enthält  weder  absolute  noch  lineare  Glieder,  C3  hat  deshalb  in  O 
einen  Doppelpunkt  und  ist  eine  Unieursalcurve  oder  eino  Curve  vom 
Geschlechte  Null.  Die  Natur  des  Doppelpunktes  richtet  sich  nach 
den  daselbst  berührenden  Geraden  t und  tv  Die  Gleichung  dieses 
Tangentenpaares  ist 

<./,  =*»  (c,-f-o,c,)i>-f-2aiciy4*(cs-t-is — n»*)y*  = 0 

Sie  lässt  sich  in  zwei  Factoren  zerlegen,  weshalb  die  Tangenten  im 
Doppelpunkte  O 

c(l  + o,)z-|-  aby  + Y ( m * — c*) (1  +oa)  — ba  . y = 0 
oder  auch 

abcx^cx  V(m*  — c3) (1  -j-a3)  — 6*  — )—  (c*  — }- 5*  — ma)y  -=  0 

sind.  O ist  sonach  ein  Knotenpunkt,  Rückkobrpunkt  oder  isolirter 
Punkt,  je  nachdem 

-»  c*(l-j-o*j-(-ÄJ  ist. 

< 

Um  die  unendlichen  Punkte  von  C3  zu  finden,  führen  wir  in 
F(x , y)  = 0 

x =*  reo,  y -»  sä  ein,  dividiren  durch  a<s  und  setzen  cu  — 00.  Es  er- 
giebt  sich  die  Gleichung 

2c  r**-j-2cc3  — 0 

welcbo  durch  * — 0 und 

; = ± - ± *• 

befriedigt  wird.  C3  hat  also  nur  einen  reellen  unendlichen  Punkt, 
zwei  unendliche  Punkte  sind  imaginär.  Da  für  den  reellen  Punkt 
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- — ac  sein  muss , so  kann  er  nur  eine  unendlich  grosse  Abscissc 
haben  nnd  seine  Ordinate  wird  sich  ergeben,  wenn  man 
F(r,  jr)  - 0 

durch  x*  dividirt  und  dann  x — oo  setzt.  Man  erhält 
c’  + a*c*  — 2cy  — 0 

woraus 

c 


y-  j (l+o*) 


folgt.  Da 


i = ±i 


die  zwei  Geraden  sind,  welche  zu  den  unendlichen  imaginären  Kreis- 
punkten der  Ebene  gehen,  so  müssen  diese  in  Cj  liegen,  und  Cj  ist 
somit  eine  circulare  Curve  3.  Ordnung  oder  eine  Curve  mit  Kreis- 
asymptoten. 

Die  Untersuchungen  aber  Asymptoten  der  Cj  bestätigen  das 
Resultat  aber  ihre  unendlichen  Punkte.  Soll  nämlich 

y — Ax-\-  B 

eine  Asymptote  sein,  so  mnss 

F(x,  Az)  - 0 

für  x — x einen  endlichen  Wert  far  A ergeben,  man  erhält: 

A = 0 und  A — * + i 

Die  einzige  reelle  Asymptote  hat  die  Gleichung 

y-B 
F(x,  B)  — 0 

für  x=od  einen  endlichen  Wert  für  B liefern.  Es  resultirt 


und  es  muss  noch 


B - g (!+«’)> 

weshalb  Cj  die  eine  reelle  Asymptote  S 
V — £(1+«*) 

hat.  Sie  schneidet  C,  noch  in  dem  Punkte  p: 
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(4*  — m*  — o*  c*)  (1  -f-  as) 
4 ab  ’ 


y — 9(1+«’) 


Da  sich  für  die  imaginären  Asymptoten 

y = ±ir+Ä  ans 
F(x,  ±i*+B)  =0 

bei  x — <x 

b*  — m*  — a*  e*  ab 
B £ + "2  * 

ergibt,  so  sind  die  imaginären  Asymptoten 

. 4*  — «n*  — a*e*  ab 

y — ±«H ^ T ~2l 

Man  erkennt,  dass  sie  sich  in  dem  reellen  Punkte  R 

ab  4*  — m*  — a’  e* 

* - 2 - * 4c 

schneiden.  Der  Punkt  R ist  ein  Brennpunkt  der  Curve;  nach 
Eckard  (Ztschr.  i.  Mathcm.  n.  Phys.  10.  Bd.)  das  Centrum  der  Curve 
3.  Grades  mit  Kreisasymptoten. 

Zur  Bestimmung  einzelner  Punkte  der  Curve  Cs  gibt  es  ver- 
schiedene Methoden. 


Die  Berechnung  wird  einfach,  wenn  mau  die  Coordinaten  als 
Functionen  eines  Parameters  darstellt.  So  erhält  man  z.  B.  für 


c*<!  -)-o*)  -(-  2a4c  or  — J—  f c*  — A*  — m*)»* 
2c  o (1  -(-osJ 
und 

c*(  1 -f  - a’)  -f-  2a4c  a -f-  (e*  + 4*  — ma)a* 

y _____ 


Eine  Construction  einzelner  Punkte  lehrt  uns  zunächst  die  dar* 
stellende  Geometrie. 


Man  hat  einen  beliebigen  Punkt  C'  der  Geraden  G ',  welche 
parallel  OX  im  Abstande  c gezogen  wurde,  mit  O zu  verbinden,  auf 
den  Senkrechten  zu  OC  in  O und  C'  resp.  O(A)  — m und  C'(0  — H 
aufzutragen  und  findet  im  Schnitte  der  Symmetralen  von  (A)  (C ) 
mit  OC ■ einen  Curvenpunkt  M. 

Vielfach  kann  auch  der  Umstand  mit  Vorteil  ausgenutzt  werden, 
dass  sich  die  Cnrvengleichung 
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F(x,  y)-0 

aus  linearen  und  quadratischen  Teilen  zusammensetzen  lässt  Wir 
erwähnen: 


1)  (c*  — 2cy)(xt-\-y*)-\-(acx-\-by-\-my)(,acx-\-by — my)  =0 

2)  (m*  -)-  e* — 2cy)  (xs-f~yS)  ~h(.aex  “I-  by-\-nu)  (aex-f- Ay — mx)  — 0 

3)  (e*-j-a*cs — 2cy)  (x!-f-y!)-)-y(6sy-|-2aAcx — asc*y — m*y)  =0 

4)  2gr  (x*  — oA  x -j-y  *) 

-{-(yV»»11  — b*  — c*  -\-cx'\/\-\-a,){y]/ m*  - b*  — c*  — cx  Vl  a*)  = 0 
wozu  noch 

2cy  (x*  -(-  y*)  — t . t,  — 0 

zu  rechnen  wären. 

Diese  Gleichungen  haben  die  Form 

a<P  + ßy  — 0, 

in  welcher  a,  ß,  y linear  sind.  Man  kann  also  C,  als  das  Erzengniss 
der  Strahlen 

/}+ io  - 0 

und  der  Kreise 

q>  — ly  — 0 

auffassen. 


Für  die  Form  3)  sind  die  Geraden 

g ...  ß -f-  la  = 0 

zu  OX  parallel,  nämlich 

y ‘ 2ic — r 

und  die  Kreise  k 

<jp — ly  ■=  0 oder  x*-f-y* — '21'tbcx  ~l(bl  — m*  — a*c*)y  ~ 0 
gehen  durch  O und  haben  ihre  Mittelpunkte  üH 

x = labe,  y = b * — m!  — asc*) 

auf  der  Geraden  Ü. 

(As — n*c*  — m*)x  — 2 ahey  =»  0, 

welche  durch  O und  das  Centrum  R geht  und  auf  der  Geraden  Op 

senkrecht  stebt  Für  a = — ist  R Mittelpunkt  des  Kreises  i und 

y ~ ao  die  entsprechende  Gerade  g.  Für  a = oo  wird  aus  dem  Kreise 
k die  Gerade  Op,  aus  g die  Asymptote  S.  g und  k berühren  sich, 
oder  C3  hat  eine  zu  OX  parallele  Tangente,  wenn  g von  TO  um  den 
Kreishalbmesser  absteht  Die  Bedingung  hierfür  führt  auf  eine  qua- 
dratische Gleichung  nach  l,  welche 
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± V (4* — m* — a*c*  !*  -(-  4a*i*c*^  j 


liefert,  weshalb  C,  zwei  Pankte  I\  and  Pt  hat,  Id  denen  die  Tan- 
genten zur  reellen  Asymptote  parallel  sind.  In  unserem  Falle  sind 
es  dieselben  Punkte,  für  welche 


dy  (es  -(-  a*e*)  * — 2c  xy  -f-  abc  y 

dx  cx1  — abc x — (c*-f -b* — m‘)y-\-'dcy* 

null  wird.  Auf  beide  Arten  findet  man , dass  I\  und  J\  die  Coor- 
dinaten  haben: 

* — 1 2a*6*— (1-4-a*)  (i!  — nt*  — aac* 

4«o 

± V(6«  — m»  - oV)>  + 4o*6*c*)  j 

y — ^ [ie*  ( 1 -f  o«)  -f  6»  — m*  — «V  ± Y (4‘  - m* — aV)ll-|-  4a <4ac» j 

Eckardt  (a.  a.  0.)  nennt  diese  Punkte  Scheitel  der  Cnrve  nnd  be- 
weist von  ihnen,  dass  die  Curve  in  Bezng  auf  dieselben  ihre  eigene 
Inverse  ist 


Als  inverse  Curve  von  Cs  für  O als  Centrum  der  Inversion 
findet  man  den  Kegelschnitt: 

c*  (1  -f-  a*)®*  + 2 abery  -|-  (i*  -f-  c*  — m*)y*  — 2 cy  = 0 
welcher  OX  in  O berührt,  den  Mittelpunkt 

ab  c(l-f-a*) 

* ™ ^ y ” (m*  — c*)(l  -(-a*) — b* 


hat,  nnd  dessen  Acbsenricbtnngen  durch 

tang qp  = — ro* — 

bestimmt  sind. 


Ausserdem  steht  C„  noch  mit  einer  Parabel  und  mit  einem  Kreise 
in  innigen  Beziehungen.  Es  ergibt  sich  nämlich  — wenn  O als  Pol 
gewählt  wird  — C3  als  die  Fusspnuktscurve  der  Parabel 

(x  — ai)*-f  2e(l+a»)  (y  — * ) = 0 

4*4- c* — m* 

mit  einer  zn  OK  parallelen  Achse,  dem  Scheitel  * «=  ab,  y •= ;^c — ' > 

von  welchem  Brennpunkt  und  Leitlimo  um  gfl-|-a!)  abstehen. 


Digitized  by  Google 


448  Schijfner:  Ueber  den  Ort  der  Mittelpunkte  von  Kreisen , etc. 


Ferner  erkennt  man  aus  der  Polargleichung  von  C3 
c(l-j-as)  ( £*  — m*  — 
r 28im 


u m uc-  . 

+ 81U  U~\-ab  COSU 


dass  sich  der  Radiusvector  der  Curve  aus  dem  Radiusvector  der 
c(l  -4-  a2) 

Aymptote  -g-.--  und  dem  Radiusvector  eines  Kreises  zusammensetzt, 

ab  b^  - «j*c* 

welch'  letzterer  durch  O geht  und  dcu  Punkt  x ■=■  v,  y — 
d.  i.  das  Centrum  R der  Curve,  zum  Mittelpunkte  bat. 


4c 


Damit  sind  neue  Anhaltspunkte  für  die  Coustructiou  von  Cur- 
venpunkteu  gewounen,  bezüglich  welcher  wir  nur  erwähnen,  dass  bei 
Anwendung  der  Parabel  die  Scheiteltangcnte  (in  ihrer  Eigenschaft 
als  Fusspunktscurve  für  den  Brennpunkt  als  Pol)  eine  Hauptrolle 
spielt,  und  dass  bei  der  Anwendung  des  Kreises  uud  der  Asymptote 
die  Richtung  der  betreffenden  Radienvectoren  nicht  übersehen  werden 
darf.  Obige  Parabel  zeigt  auch,  dass  wir  früher  die  Natur  des  Dop- 
pelpunktes richtig  beurteilt  haben,  weil  unter  den  dort  angegebenen 
Bedingungen  *»*(  1 -f-  a*)  grösser,  gleich  oder  kleiner  als 
der  Pol  ausserhalb,  auf  oder  innerhalb  der  Parabel  liegt. 


Die  von  Duröge  (Ztsch.  f.  M.  u.  Pb.  14.  Bd.)  gelehrte  Con- 
struction  einzelner  Punkte  circularer  Curven  (wenn  man  durch  zwei 
in  einer  zur  reellen  Asymptote  parallelen  Geraden  liegende  Punkte 
der  Curve  einen  beliebigen  Kreis  legt,  dessen  Mittelpunkt  mit  dem 
Centrum  der  Curve  verbindet  uud  auf  diese  Gerade  vom  Schnitt- 
punkte der  reclleu  Asymptote  mit  C\  eine  Senkrechto  zieht,  so  trifft 
letztere  den  Kreis  in  zwei  Curvcnpunktcn)  wird  in  unserem  Falle 
besonders  oiufach,  wenn  wir  als  Parallele  zur  Asymptote  die  Achse 
OX  annehmen,  weil  dann  die  beiden  Curvenpunktc  nach  0 fallen, 
die  Kreise  OX  berühren  und  ihro  Mittelpunkte  auf  OY  liegen. 

Was  die  Coustruction  von  Curveutangentcn  betrifft , so  ist  zu 
bemerken,  dass  sich  hier  Eckardts  Methode  (a.  a.  0.)  sehr  gut  eignet. 
Nach  derselben  hat  man  durch  deu  Curveupunkt  für  welchen  dio 
Tangente  zu  construiren  ist,  die  Gerade  PD  parallel  zur  Asymptote 
und  die  Gerade  Pp  zu  ziehen  und  ihre  Schnitte  D,  K mit  C3  zu  be- 
stimmen; die  Ferpcudikel  in  deu  Mittelpunkten  von  PD  und  pE 
treffen  sich  dann  in  einem  Punkte  N der  Normalen  von  P.  Nach 
unseren  früheren  Entwicklungen  muss  nun  der  Punkt  D auch  einem 
Kreise  k angehören,  der  durch  O geht  und  seinen  Mittelpunkt  in  ii 
hat,  weshalb  die  Symmetrale  von  OP  die  Gerade  ü im  Mittelpunkte 
von  k schneidet ; ferner  muss  nach  einem  weiteren  Satze  von  Eckhardt 
der  Punkt  E von  R so  weit  abstehen  wie  p:  es  lassen  sich  somit 
die  Punkte  D , E und  folglich  auch  N leicht  ermitteln  und  damit 
ist  auch  die  Tangente  des  Punktes  P — als  Senkrechte  zu  NP  — 
gefunden.  Pola,  im  November  1886. 


Digitized  by  Google 


Litt  er  arischer  Bericht  XV 11. 


1 


Literarischer  Bericht 

XVII. 


Geometrie. 

Kcgclschnittbascbcl  und  Kegelschnittschareu.  Von  Josef  Hel- 
ler, k.  k.  Professor  an  der  k.  k.  Staats-Oberreal  schule  in  Linz. 
Linz  1886.  Selbstverlag.  51  S. 

Die  Schrift  behandelt  nach  einander : das  Wesen  der  Kegelschnitt- 
büschel (System  von  Kegelschnitten  mit  4 festen  Punkten)  und  Kegel- 
schnittscharen (mit  4 festen  Tangenten);  Pol  und  Polare;  Tangenten 
an  die  Kegelschnitte  eines  Büschels  oder  einer  Schar;  ßrcnnpuukto; 
projectivische  Beziehungen ; Entstchungsartcn  nnd  Constructionen 
der  Kegelschnitte  eines  Büschels  oder  einer  Schar;  Charakteristik 
der  Kegelschnitte  eines  Büschels;  einer  Schar.  Bei  der  Grundlegung 
verfahrt  sie  analytisch  mit  Anwendung  trimetrischer  Coordinaten  nnd 
homogener  Gleichnngen,  im  weitern  fährt  sie  synthetisch  fort;  vom 
Dualismus  der  Reciprocität  wird  angemessener  Gebrauch  gemacht. 
Als  zur  Verfügung  gewesene  Littcratur  werdeu  die  Schriften  von 
J.  Steiner,  R.  Standigel,  H.  Schröter,  Clehsch,  Salmon,  A.  Milinowski, 
J.  Töplitz  nnd  H.  Durtge  genannt.  H. 

Representation  g6om6triquc  des  coniqnes  et  qnadriques  imagi- 
naircs  par  M.  Gaston  Tarry.  Paris  1886.  Gauthier-Villars.  31  S. 

Nachdem  die  Theorie  der  conjugirten  imaginären  Punkto,  der 
conjugirten  imaginären  Geraden  nnd  idealen  Geraden  aufgestellt  ist, 
wird  der  Kegelschnitt  definirt  als  eine  Curve,  die  von  einer  beliebigen 
Geraden  in  2 reellon  oder  conjugirt  imaginären  Punkten  getroffen 
wird,  so  beschaffen,  dass  der  geometrische  Ort  der  conjugirten  Punkte, 
welche  zn  einem  beliebigen  festen  Punkte  harmonisch  sind,  in  Bezug 
auf  die  Schnittpunkte  der  Curve  mit  einer  variabeln  durch  den  festen 
Punkt  gehenden  Geraden,  stets  eine  gerade  Linie  sei  — und  das 

Arch.  d.  K.th.  o.  Phj«.  2.  Keihe,  Teil  V.  Heft  1.  1 
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Carnot’sche  Fundamcntaltheorem  bewiesen : Zeichnet  man  ein  Dreieck 
ABC  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  und  bezeichnet  die  Pare  von 
reellen  oder  conjugirt  imaginären  Schnittpunkten  des  Kegelschnitts 
mit  den  Dreiecksseiten  durch  A’A"B'B"C'C",so  hat  man  die  Relation: 
BA'.BA"  CB'.  CB"  AC'.AC" 

CA'.  CA"  ' aWTaB"  ' BC'.  BC"  ~~  1 

Hierauf  folgen  Sätze  über  conjugirtc,  rcciprok  conjngirte,  com- 
plementäre,  ideale  und  supplementäre  Kegelschnitte.  H. 

Synthetisch-geometrische  Theorie  der  Krümmung  von  Kurven 
und  Flächen  2.  0.  Von  Dr.  Carl  Cranz,  Privatdocent  au  der 
polytechnischen  Schule  in  Stuttgart  Stuttgart  1886.  J.  B.  Metzler. 
90  S. 

Es  wird  die  Aufgabe  gelöst,  die  wichtigsten  Beziehungen  der 
Krümmung  von  ebenen  Curven  und  Flächen  2.  Grades  ohne  Rechnung, 
auf  Grund  der  projectiviscben  Geometrie,  unter  dem  allgemeinen 
Gesichtspunkt  der  Collineation  zu  entwickeln.  Bei  den  Curven  2. 
Grades  ist  cs  die  Collineation  eines  Kegelschnitts  und  eines  Kreises, 
bei  den  Flächen  die  zweier  Kegelschnitte  im  Raume.  Laut  der  An- 
kündigung sollen  auch  kinematische  Betrachtungen  ansgeschlosscn 
sein.  Diese  werden  jedoch  schon  in  den  Begriff  der  Krümmung 
hineingelegt.  Denn  der  Krümmungskreis  wird  erklärt  als  das  Re- 
sultat eines  durch  3 Curvcnpunkte  oder  an  3 Curventangcnten  ge- 
legten Kreises,  das  beim  Zusammenfällen  einer  jeden  Trias  erreicht 
wird  — das  ist  in  beidon  Fällen  ein  gemeinsames  Ergebniss  der 
Variation  bei  doppelter  Variationsfroiheit.  In  Betreff  der  Curven 
wird  der  Roihe  nach  behandelt:  die  dualistische  Definition  der  Krüm- 
mung und  des  KrUmmungskreises;  die  Collineation  eines  Kreisesund 
eines  Kegelschnitts  als  Curvc  2.  Ordnung;  der  Krümmungskreis,  einige 
einfache  Constructioncn  des  Radius;  der  Krümmnngskreis  eines  Kegel- 
schnitts als  Curve  2.  Classe;  Anwendung  auf  einfache  Krümmungs- 
mittelpunktconstructioncn ; weitere  Anwendungen;  Beziehungen  zwi- 
schen den  Krümmungskreisen  an  verschiedenen  Punkten  desselben 
Kegelschnitts,  Methode  von  Staudt;  Uebnngsaufgaben.  In  Betreff  der 
Flächen  2.  Grades  werden  zuerst  einleitende  Sätze  aufgestellt,  dann 
folgende  Gegenstände  behandelt:  die  Krümmungen  der  schiefen 
Schnitte  der  Fläche;  die  Beziehungen  zwischen  den  Krümmungen  der 
Normalschuitte ; einzelno  Fläche  in  Bezug  auf  die  Krümmungsverhält- 
nisse;  Punkte  constantcr  Krümmung  der  Normalschnitte.  Focalkegel- 
schnitte.  H. 

Untersuchungen  zur  allgemeinen  Theorie  der  krummen  Ober- 
flächen und  geradlinigen  Strahlensystemo.  Von  Dr.  Rein  hold 
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Lilien  thal,  Dozent  an  der  Universität  Bonn.  Bonn  1886.  Ednard 
Weber.  111  S. 

Die  Untersuchungen  gehen  darauf  aus,  eine  Fläche  durch  eine 
mit  2 Parametern  p,  q variirende  Gerade  zu  bestimmen , deren  Be- 
ziehung zur  Fläche  verfügbar  bleibt.  Sie  beginnt  mit  der  Einführung 
der  Fundamentalgrössen  der  Rechnung : das  System  der  Geraden  ist 
vergleichbar  mit  dem  Normalensystem,  und  es  entsprechen  alsdann  die 
Haaptkrüinmnngsradien  p„  qs  zwei  Drchpnnktsabständen  der  Geraden, 
der  Stellungswinkel  a,  d.  i.  Winkel  zwischen  der  einen  Krümmungs- 
linie  und  der  einen  Parameterlinie,  dem  Winkel  r,  welcher  die  Stel- 
lung der  beiden  zum  Strahl  gehörenden  Hauptebenen  bestimmt,  die 
3 Coefflcienten  im  Quadrat  des  Linienelements  E,  F,  O 4 analog 
dargestellten  Grössen  «,/,  f‘,  g,  zwischen  denen  eine  Relation  besteht 
Im  ersten  Abschnitt,  welcher  die  nötigen  Formeln  der  Flächentheorio 
ohne  Bezugnahme  auf  das  Strahlensystem  entwickelt , ist  u.  a.  ent- 
halten : die  Darstellung  von  dz,  dg,  3z  in  Differentialen  des  Richtungs- 
cosinus der  Normale,  den  Hauptkrömmungeu  und  dein  Stcllungswiukel, 
ferner  ein  Satz  über  Minimalflächen.  Der  2.  Abschnitt  behandelt 
nun  das  Problem  aus  der  Theorio  der  Strahlonsysteme  als  Verallge- 
meinerung im  angedcuteteu  Sinne,  stellt  3z,  cg,  8z  dar  und  gibt  die 
Integrationsbedingungen.  Der  3.  Abschnitt  führt  Strahlensystcme  ein, 
welche  ans  3 erzeugenden  Functionen  einer  complexen  Variabein 
hergeleitct  sind,  und  vollzieht  das  gleiche.  Es  werden  ermittelt  die 
Krümmungsverhältnisso  der  für  die  betrachteten  Strahlensysteme 
charakteristischen  Flächen,  mit  Anwendung  auf  Minimalfiäcben , die 
Bedingungen,  unter  denen  ein  Strahlensystem  'sich  aus  erzeugenden 
Functienen  herleiten  lässt,  und  die,  unter  denen  eine  Fläche  erzeu- 
gende Functionen  besitzt,  woran  sich  Bemerkungen  über  Minimal- 
flächen schliessen.  H. 


M arcus  Baker:  A group  of  circlos  related  to  Feuerbach’s 
circle.  Bull,  of  the  Philos.  Soc.  of  Washington.  VIII.  Math.  Sect. 
p.  45—52. 

Der  Verfasser  beginnt  mit  einigen  Beobachtungen  an  den  Höhen- 
und  Mittentransversalen  und  dem  Umkreiso  des  Dreiocks,  coustruirt 
danu  über  der  Figur  als  Basis  einen  Eegcl  (resp.  Pyramiden  mit 
derselben  Spitze),  schneidet  die  Flächen  durch  Ebenen  parallel  der 
Basis  und  projicirt  die  Schnittfiguren  auf  die  Basisebene.  Dadurch 
erhält  er  Gruppen  von  Kreison,  Punkten  und  Geraden  und  Sätze  in 
Bezug  auf  dieselben  und  als  leichte  Folge  davon  die  12  Punkte  des 
Feuerbach’schen  Kreises.  Vorher  geht  die  Geschichte  dieses  Kreises. 

H. 
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Altes  und  Neues  zur  I.ehre  von  den  merkwürdigen  Punkten  des 
Dreiecks.  Von  Professor  Uhlich.  Programm  der  Fürsten-  und 
Landesscbulo  zu  Grimma  1886.  4°.  34  S. 

Der  erste  Teil  der  Abhandlung  betrifft  ausschliesslich  einen  der 
Symmetriepunkte  des  Dreiecks,  den  Punkt  der  kleinsten  Entfernungs- 
Bummo  von  den  Ecken,  und  gibt  die  Geschichte  dieses  Punktes,  der 
Lösungen  des  Problems  ihn  zu  finden  und  zu  construiren  und  anderer 
sich  daran  kuüpfenden  Probleme  und  Sätze,  eine  Geschichto,  die  mit 
der  Lösung  durch  Thomas  Simpson  1750  beginnt  und  eine  bedeutende 
Anzahl  grossenteils  unabhängiger  Arbeiten  bis  in  die  neueste  Zeit 
umfasst.  Der  zweite  Teil  enthält  eine  Reihe  eigener  Untersuchungen 
des  Verfassers,  die  sich  an  die  Ansetzung  dreier  ähnlichen  Dreiecko 
an  dio  Seiten  eines  beliebigen  Dreiecks  anschliessen.  II. 

Lehrbuch  der  Krystallbercchnung.  Mit  zahlreichen  Beispielen, 
die  mit  Hilfe  der  sphärischen  Trigonometrie  auf  Grund  einer  stereo- 
graphischen  Projcction  berechnet  wurden.  Von  Fordinand  Hen- 
rich, Oberlehrer  am  Realgymnasium  in  Wiesbaden.  Mit  in  doti  Text 
gedruckten  Figuren.  Stuttgart  1886.  Ferdinand  Enke.  3(0  S. 

Dies  L ohrbuch  unterscheidet  sich  von  den  bisher  vorhandenen 
wesentlich  durch  die  fast  durchgängig  angewandte  stereographische 
Projcction  und  zeichnet  sich  aus  durch  die  grosse  Anzahl  von  Bei- 
spielen. Nach  einer  Einleitung  uud  nach  Darlegung  der  Theorie  der 
stenographischen  Projcction  lehrt  es:  die  Berechnung  der  regulären 
Krystalle,  dann  eomplicirtcr  Combinationcn , dann  des  tetragonalen 
Systems,  dann  eomplicirtcr  Combinationon  desselben,  dann  des  hexa- 
gonalen , rhombischen , monosymmetrischen , triklinen  Systems , daun 
dio  Theorie  der  Zwillingskrystallo  und  deren  Anwendung  auf  das 
hexagonalo  und  rhombische  System,  dann  bezüglich  auf  schiefwinklige 
Axeu,  und  das  trikline  System.  H. 


Technik. 

Theorie  der  Kraftmaschinen.  Von  Dr.  F.  Grashof, Grossherzogi. 
Badisch.  Gcheimrath  und  Professor  am  Polytechnikum  zu  Carlsruhe. 
Mit  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten.  In  5 Lieferungen  Ham- 
burg und  Leipzig  (1886  beginnend).  Leopold  Voss. 

Das  Werk  zeichnet  Bich  aus  durch  die  Vereinigung  exact  wissen- 
schaftlicher, nicht  erst  aus  technischer  Praxis  abstrahirtcr  Begriffe 
mit  dem  vollen,  allseitigen  Iuterosso  an  den  technischen  Aufgaben 
und  Erfordernissen.  Zum  Verstäudniss  setzt  es  keine  andoro  als 
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elementare  Mathematik  voraus,  und  auf  technischer  Seite  keino 
Specialbckanntschaft,  da  alles  Vorkommende  seinem  Wesem  nach 
hinreichend  erläutert  wird.  Es  beginnt  mit  ausführlicher  Erklärung 
und  Ordnung  der  Begriffe,  welche  sich  auf  die  Wirkung  von  Kräften 
beziehen  und  teilt  sich  dann  zuerst  nach  den  zu  Geboten  stehenden 
Kräften,  und  innerhalb  deren  nach  den  Vorrichtungen  zur  Verwertung 
dieser  Kräfte  für  technische  Zwecke.  Seine  Aufgabe  ist  es,  die 
wirklichen  Effecte,  daraus  dio  Maximaleffecte,  Effectverluste  und  Er- 
fordernisse zu  berechuen.  Dio  bis  jetzt  erschienenen  2 Lieferungen 
auf  320  Seiten  erstrecken  sich  anf  Mensch  und  Tier  als  Motor  und 
Wassermotoren,  unter  letztem  Wasserräder  und  Turbinen,  deren  ver- 
schiedene Arten  und  Teile  einzeln  behandelt  werden.  H. 

Lehrbuch  der  technischen  Mechanik.  Von  Lcbrocht  Henne- 
berg und  Oscar  Smroker.  I.  Theil.  Statik  der  starren  Systeme. 
Von  Lebrecht  Henneberg,  ordcntl.  Professor  an  der  Grossh. 
technischen  Hochschule  zu  Darmstadt.  Darmstadt  18S6.  Arnold 
Bergstraesser.  374  S. 

Das  ganze  Lehrbuch  wird  aus  4 Teilen  bestehen;  die  übrigen, 
welche  auf  den  vorliegenden  folgen  sollen,  sind:  Grundzügo  der  Dy- 
namik, Theorie  der  Elasticität  und  Festigkeit,  Hydraulik.  An  der 
Bearbeitung  des  ersten  Teils  sind  spcciiisch  technische  Gesichtspunkte 
nicht  zu  erkennen.  Man  findet  darin  die  allgemeinen  Principien  der 
Statik  in  gewöhnlicher  Weise  in  vollem  Umfange  und  uneingeschränk- 
ter Anwendung  der  niederu  und  höhern  Mathematik  behandelt  Be- 
merkbar ist  nur  ein  durch  die  Sache  nicht  gerade  geforderter  Beginn 
im  Einfachen,  sofern  der  Thcorio  für  den  Raum  immer  dio  Thcorio 
für  die  Ebene  vorausgeht.  Die  successiven  Gegenstände  sind:  Zu- 
sammensetzung von  Kräften  mit  demselben  Angriffspunkt,  dann  mit 
verschiedenen  Angriffspunkten,  Schwerpunkt,  Gleichgewicht  am  nicht 
freien  Körper,  Princip  der  virtuellen  Verrückungen,  graphische  Zer 
lcgung  eines  Kräftesystems,  Fachwerk,  Thoorie  der  Reibung,  Reibungs- 
widerstände an  speciellen  Getrieben  nebst  2 Tabellen.  Die  Figuren 
steben  auf  12  Tafeln.  H. 

Die  Laboratorien  der  Elektrotechnik  und  deren  neuere  Hilfs- 
apparatc.  Ein  Handbuch  für  Elektriker,  Mechaniker,  Tclegraphon- 
ingenieure,  Lehrer  und  Studircudo  der  Physik.  Von  August  Neu- 
mayor, kgl.  bayr.  Telegrapheu-Bearater.  Mit  52  Abbildungen.  Wioni 
Pest.  Leipzig  18Ö7.  A.  Hartleben.  231  S. 

Das  Buch  gibt  dio  Beschreibung  und  in  den  Text  gedruckte  Ab- 
bildung der  von  51  Erfindern  in  Aufnahme  gebrachten  Apparate, 
welche  sich  anf  Elektrotechnik  beziehen,  in  folgendor  Ordnung:  Ab- 
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loscfernröhre,  Elektrometer,  Galvanometer,  Stromquellen,  Messbrücken 
und  Widerstände,  Stromschlüssel,  Commutatorcn,  Wippen,  Klemmen, 
Lcitungsdrähte,  Luft-  und  Bodenleitungeu,  Voltameter,  Ncbcuapparate 
der  Laboratorien,  Laboratorien.  Es  bildet  den  33.  Band  in  Hart- 
leben’s  Elektrotechnischer  Bibliothek.  H. 

Die  elektrotechnische  Photometrie.  Von  Dr.  Uugo  Krüss. 
Mit  50  Abbildungen.  Wien,  Pest,  Leipzig  1886.  A.  Ilartlebcn.  272  S. 

Die  Messung  der  Intensität  des  elektrischen  Lichtes  ist  weit 
schwieriger  und  weniger  einfach  als  die  andrer  Lichtquellen  wegen 
der  starken  Variation  und  wegen  des  Farbenunterschiedes  in  Vergleich 
mit  den  zugrunde  gelegten  Lichtarten.  Infolge  dessen  bat  die  Gesamt- 
heit der  Arbeiten,  welche  dieso  Schwierigkeiten  zu  überwinden  suchen, 
einen  grossen  Umfang  angenommon  und  ist  dio  gegenwärtige  geord- 
nete [Zusammenstellung  ein  verdienstliches  Werk.  Voraus  geht  das 
Litteraturverzeichniss.  Dann  werden  nach  einander  behandelt:  die 
Grundlagen  der  Photometrie,  dio  Photometer,  besondere  Vorrichtun- 
gen zur  elektrotechnischen  Photometrie,  Normal-  und  Vergleichslicht- 
quellen, die  elektrotechnische  Photometrio,  der  Glanz  der  Lichtquellen, 
das  Mass  der  Beleuchtung,  der  Lichtverlust  durch  Absorption,  die 
Spectrophotomctrie.  Dio  Abbildungen  stehen  im  Text.  Das  Buch 
bildet  den  32.  Band  der  elektrotechnischen  Bibliothek.  H. 

La  photographie  iustantan£e  theorie  et  pratique.  Par  Albert 
Londe,  Ofticier  d’Academie,  mcnibre  de  la  Societe ' Frangaise  do 
Photographie,  Dirccteur  du  service  photograpbique  ä l’höpital  de  la 
Salpetrige.  Paris  1886.  Gauthier-Villars.  146  S. 

Das  Buch  gibt  Rechenschaft  Uber  die  Kunst  der  augenblicklichen 
photographischen  Aufnahme,  ihre  Aufgaben  und  deren  Lösungsmittel, 
Methoden  und  Apparate.  Nach  einor  historischen  Einleitung  handelt 
es  vom  Objectiv  und  Diaphragma,  vom  Lichte,  von  den  empfindlichen 
Präparaten,  vom  Scbliesser  und  seiner  Bewegung,  von  der  Bereitung 
der  Platten,  Regulirung  der  Oeffnungszeiteu,  Grenzen  derselben,  Ein- 
fachheit des  Mechanismus  und  seiucr  Functionirung,  Messung  der 
Ocffnungszeiten,  Graduirung  der  Scbliesser,  deren  Eigenschaften,  Format 
der  Bilder,  Winkelverstcllung  bewegter  Objecte,  Beschaffenheit  der 
anwendbaren  empfindlichen  Präparate,  Anwendung  von  Visirapparaten 
zur  richtigen  Stellung'  die  2 Arten  momentaner  Photographie. 

H. 

La  photographie  des  debutants,  proeede  nögatif  et  positif.  Par 
M.  L6on  Vidal,  Officier  de  l’Instruction  publique,  Professeur  ä 
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l’ficolo  nationale  des  Arts  decoratifs.  Paris  1886.  Gauthier-Villars. 
151  S. 

Das  Buch  gibt  Anfängern,  insbesondere  Tonristen,  Unterweisung 
im  Pbotographircn  nnd  bandelt  nach  einander  von  den  negativ  em- 
pfindlichen Tafeln  and  Papieren,  der  Wahl  der  Apparate,  der  Isolirnng 
der  empfindlichen  Schichten,  Bereitung,  Befestigung,  Alaunen  und 
Waschen  der  Negativen,  Verstärkung,  Reduction,  Anstreichen  und 
Retouchiren  der  Negativen,  Bildung  der  Häutchenform,  positiven  Ein- 
drücken auf  mit  Salz  und  Albumin  behandeltem  Papiere,  directen  und 
pbotomechanischen  Eindrücken,  Aufstellung  und  Retouche  der  Bilder, 
augenblicklicher  Photographie,  Anwendung  eines  Taschenapparats, 
Vergrösserung  mit  künstlichem  Lichte.  H. 

Naturwissenschaftlich-technische  Umschau.  Illustrirte  populäre 
Halbmonatsschrift  über  die  Fortschritte  auf  den  Gebieten  der  an- 
gewandten Naturwissenschaft  und  technischen  Praxis.  Für  Gebildete 
aller  Stände.  Herausgegeben  von  Th.  Schwartze,  Ingenieur  in 
Leipzig.  H.  Jahrgang.  Jena  1886.  Fr.  Mauke  (A.  Schenk). 

Von  dieser  Zeitschrift  liegen  dem  Ref.  2 Hefte  von  je  2 Bogen 
vor.  Der  Inhalt  gehört  vorwiegend  den  Grenzgebieten  gegenwärtiger 
Forschung  und  den  neuesten  Erfindungen  an,  also  gerade  denjenigen 
Gegenständen,  die  sich  am  wenigsten  zur  Verbreitung  eignen.  Die 
Artikel  sind  verständlich  und  im  Sinne  ernster  Belehrung  geschrieben, 
sie  mögen  daher  als  anziehende  Lectüre  für  Wissbegierige  unter  den 
Nichtgelehrten  und  Unbeteiligten  von  Manchen  gern  aufgenommen 
werden.  H. 

SelbBtrogistrirende  Barometer,  Thermometer,  Hygrometer,  Mano- 
meter. General-Depot:  0.  H.  Meder,  optisch-mccban.  Institut  in 
Leipzig. 

Auf  einer  durch  ein  Uhrwerk  wöchentlich  einmal  um  ihre  Axe 
rotirenden  Scala  wird  von  einer  mit  dem  Mechanismus  in  Verbindung 
gebrachten,  besonders  constrnirten  Feder  der  jeweilige  Stand  der 
betreff.  Instrumente  gezeichnet.  Die  4 Apparate  sind  auf  dem  An- 
kündigungsbogen  abgebildet.  Sie  sind  bereits  in  vielfacher  Verwen- 
dung iu  Gebrauch.  U. 


Physik. 

The  mathematical  theory  of  electricity  and  magnetism.  By  H. 
W.  Watson,  D.  Sc.,  F.  R.  S.,  and  S.  H.  Burbury,  M.  A.  Vol.  I- 
Electrostatics.  Oxford  1885.  Clarendon  press.  268  S. 
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Das  Buch  ist  zum  Gebrauch  der  Studenten  bearbeitet,  wozu  das 
Werk  von  Maxwell  über  Elektricität  und  Magnetismus  nicht  ganz 
geeignet  Bchien.  Es  Bchickt,  um  Unterbrechungen  zu  vermeiden, 
in  den  ersten  3 Capitelu  die  Entwickelungen  der  mathematischen 
Theoreme,  Green’s  Theorem,  dio  Theorie  der  harmonischen  Kugel- 
function und  der  Potentiale,  voraus.  Dann  folgt  in  den  11  übrigen 
Capiteln:  die  Beschreibung  der  Erscheinungen,  die  Theorie  der  Elek- 
tricität, Anwendung  auf  besondere  Fälle,  die  Theorie  der  Inversion 
in  ihrer  Anwendung  auf  Probleme,  elektrische  Systeme  in  2 Dimen- 
sionen, Systeme  von  Conductoren,  elektrische  Energie,  specifische 
elektrische  Capacität,  elektrischer  Strom,  voltaische  und  thermoelek- 
trische Ströme,  Polarisation  der  Dielektricität.  H. 

Lehrbuch  der  Elektricität  und  des  Magnetismus.  Von  E.  Mas- 
cart,  Professor  am  College  de  France,  Director  des  Bureau  central 
mötöorologiqne,  und  J.  Joubert,  Professor  am  College  Rollin.  Auto- 
risirte  deutsche  Uebersetzung  von  Dr.  Leopold  Lovy.  Erster 
Band.  Mit  127  in  den  Text  gedruckten  Abbildungen.  Berlin  1886. 
Julius  Springer.  592  Seiten. 

Die  Elektricität  hat  unter  den  Maturkräften  die.  zwei  Eigentüm- 
lichkeiten, dass  ihre  Erscheinungen  äusserst  mannichfaltig  und  ver- 
schiedenförmig sind,  und  nur  ein  geringer  Teil  von  ihnen  ohne  Ex- 
periment beobachtet  werden  kann.  Sie  treten  als  blosso  Symptome 
gedachter  und  nur  sehr  unvollkommen  vorstellbarer  Objecte  und 
Zustände  auf.  Infolge  dieses  Umstandes  ist  das  sonst  beliebte  Ver- 
fahren, erst  dio  Erscheinung,  dann  dio  Theorie  zu  lehren,  hier  nicht 
wol  anwendbar;  man  kann,  wenn  man  überhaupt  beides  trennen  will, 
nur  die  Theorie  vorausgehen  lassen , welche  zur  Deutung  der  Er- 
scheinung und  zur  Leitung  des  Experiments  ganz  unentbehrlich  ist. 
Letzteres  ist  auch  im  vorliegenden  Lehrbuche  derart  geschehen,  dass 
der  jetzt  erschienene  erste  Band  allein  die  Theorie,  der  später  fol- 
gende zweite  die  Experimente  enthält.  Bei  einer  so  durchgreifenden 
Sonderung  kann  man  sich  freilich  nicht  verhehlen,  dass  sich  der 
Vortragende  die  Möglichkeit  entzieht,  die  Theorie,  soweit  sie  noch 
Gegenstand  gegenwärtiger  Forschung  iBt,  auf  das  Maas  der  Gewähr- 
leistung durch  das  Experiment  zurückzuführcn.  Der  gegenwärtige 
Standpunkt  wird  also  nur  einseitig  dargestellt.  Daher  sagt  auch  das 
Vorwort,  der  zutreffende  Titel  des  ersten  Bandes  sei:  Versuch  einer 
mechanischen  Theorie  der  Elektricität.  Die  einzelnen  Abschnitte 
der  Theorie  sind  dio  folgenden:  statische  Elektricität,  u.  zw.  Ein- 
leitung, Potential,  allgemeine  Sätze,  elektrisches  Gleichgewicht,  Arbeit 
der  elektrischen  Kräfte,  Dielektrica,  specielle  Fälle  des  Gleichgewichts, 
Elektricitätsquellen ; elektrische  Ströme,  u.  zw.  Fortpflanzung  der 
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Elektricität  im  stationären  Zustande,  veränderlicher  Zustand,  Energie 
der  Ströme,  thermoelektrische  Ströme ; Magnetismus,  u.  zw.  Einleitung, 
Constitution  der  Magnete,  speciclle  Fälle,  magnetische  Induction,  die 
Magnete,  magnetischer  Zustand  der  Erde;  Elektromagnetismus,  Ele- 
mentarwirkungen,  specielle  Fälle,  Induction,  speciello  Fälle  davon, 
Eigenschaften  des  elektromagnetischen  Feldes,  Inductionserscheinungen 
in  nicht  linearen  Leitern,  optische  Erscheinungen,  elektrische  Ein- 
heiten, allgemeine  Theorien,  Ergänzungen.  H. 

Handbuch  der  statischen  Elektricität.  Von  E.  Mascart,  Pro- 
fessor am  College  de  France,  Director  der  meteorologischen  Central- 
anstalt in  Paris.  Deutsche  Bearbeitung  von  Dr.  Ignaz  Wallent in, 
k.  k.  Professor  am  Staatsgymnasium  im  IX.  Bezirke  Wien’s , ehern. 
Privatdoceut  für  mathematische  Physik  an  der  technischen  Hochschule 
in  Brünn.  Mit  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten.  Erster  Baud, 
II.  Abtheilung.  Wien  1886.  A.  Pichler’s  Witwe  u.  Soha.  390  S. 

Das  Werk  ist  beim  Erscheinen  der  1.  Abteilung  1883  im  278. 
litt  Bericht  S.  19  besprochen.  Die  einzelnen  Abschnitte  sind:  Ein- 
leitung, Gesetze  der  elektrischen  Wirkungen,  Zerstreuung  der  Elok- 
tricität,  Verteilung  der  Elektricität,  Beispiele  davon,  elektrische  In- 
fluenz, Theorie  der  elektrischen  Erscheinungen,  (Potential,  Theoreme, 
Arbeit,  Energie),  Anwendung  der  Theorie  auf  die  elektrische  Ver- 
teilung (elektrische  Bilder,  Vergleichung  der  Phänomene  mit  denen 
der  Wärmeleitung),  Theorie  der  Diclektricität  (Anwendung  auf  spe- 
cielle Fälle,  Instrumente  zur  Beobachtung  und  Messung  (elektrische 
Pendel,  Wageelektrometer,  Drehungsapparate,  Entladungselektrometer, 
elektrische  Thermometer,  Galvanometer),  Versuche  in  Bezug  auf  In- 
fluenz und  Condensation  (Anziehungen  und  Abstossungen,  elektrische 
Capacitäten,  Luftcondensatoren,  Bolle  des  isolirenden  Mediums  in  den 
Condensatoren,  specifisches  Inductionsvermögen,  Methoden  zu  dessen 
Bestimmung).  H. 

Die  Grundlehren  der  Elektricität  und  ihre  wichtigsten  Anwen- 
dungen. Für  Gebildete  aller  Ständo  dargcstellt  von  Dr.  Max  Wil- 
der mann,  Gymnasial-Oberlehrer.  Mit  einem  Titelbildo  und  263  in 
den  Text  gedruckten  Abbildungen.  Freiburg  i.  Br.  1885.  Herder. 
502  S. 

Der  Verfasser  ist  der  Ansicht,  dass,  nachdem  die  Elektricität 
in  ihren  Anwendungen  ein  so  bedeutender  Factor  des  öffentlichen 
Lebens  geworden  sei,  auch  die  Kenntniss  derselben  dom  Volke  zu- 
gänglich gemacht  werden  müsse.  Um  deren  Erteilung  von  der  Vor- 
bedingung mathematischer  Bildung  zu  befreien,  habe  man  auf  die 
quantitative  Seite  der  Elektricitätsiehre  ganz  zu  verzichten.  Bei  Be- 
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scbräakaDg  auf  die  Qualität  der  Erscheinungen  bietet  dio  Elektricität 
offenbar  noch  einen  sehr  reichlichen  Stoff  zur  Mitteilung.  Der  Vor- 
trag ist  dann  ausschliesslich  beschreibend  und  die  Belehrung  kann 
nur  receptiv  aufgenominen  werden.  Infolge  dessen  ist  kein  Grund, 
Theorie  nnd  Erfahrung,  Statik  und  Dynamik  getrennt  zu  behandeln. 
Dom  entsprechend  gibt  das  vorliegende  Buch  durchweg  Beschreibung 
der  äussern  und  innern  Vorgänge  sowie  der  Apparate  und  Experi- 
mente. Seine  Hauptteile  sind  die  zwei  auf  dem  Titel  stehenden: 
Grundlehren  uud  Anwendungen.  Der  erste  behandelt  nach  einander: 
die  einfachsten  elektrischen  Erscheinungen,  Wirkungen  des  Stromes 
auf  den  durchstrOmton  Leiter,  dio  Wechselbeziehungen  zwischen 
Elektricität  und  Magnetismus,  die  älteren  Stromerreger,  neue  elek- 
trische Maschinen  — der  zweite:  Verwendungen  des  Battcriestromes, 
das  elektrische  Licht,  Galvanoplastik  und  galvanische  Gewinnung  von 
Rciumetall,  elektrische  Ucbertraguug  der  Kraft  uud  ihre  Anwendun- 
gen, das  Telephon.  H. 


Handbuch  dor  physikalischen  Maassbcstimmungen.  Von  Dr. 
B.  Weinstein,  Privat-Docent  an  der  Universität  zu  Berlin  und 
Hilfsarbeiter  bei  der  Kaiserl.  Normal- Aichungs-Commission.  Erster 
Band.  Die  Bcobachtungsfehlcr , ihre  rechnerische  Ausgleichung  und 
Untersuchung.  Berlin  1886.  Julius  Springer.  524  S. 

Iu  Bezug  auf  die  Ausgleichungsrochnung  sind  dem  Buche  viele 
Arbeiten  vorausgegangen,  auf  die  es  sich  stützt;  doch  haben  diesel* 
ben  nur  astronomische  und  geodätische  Messungen  im  Auge  gehabt. 
Die  Lehre  von  physikalischen  Massbestimmungcn  hingegen  ist  nnr 
einmal,  von  Koblrausch,  bearbeitet  worden  und  nnr  soweit,  als  sie  bei 
ersten  physikalischen  Arbeiten  als  Leitfaden  dienen  sollte.  Nach 
dem  Muster  dieser  Arbeit  will  nun  der  Verfasser  versuchen,  dieselbe 
als  selbständige  Disciplin  im  weitesten  Umfange  darzustellen.  Die 
Abschnitte  des  Buches  sind:  die  Beobachtungsfehler  und  die  Theorie 
ihrer  Ausgleichung,  u.  zw.  Uebcrsicht  über  die  möglichen  Fehler  bei 
Beobachtungen,  Problem  bei  der  Ausgleichungsrechnung  (Messungen 
und  Untersuchungen),  Theorie  der  Ausgleichuugsrechnung ; Theorie 
der  zufälligen  Fehler  (Ausgleichung  einfacher  Messungen),  u.  zw. 
Princip  des  arithmetischen  Mittels,  Uebergang  .von  den  wahren  Ver- 
hältnissen zu  den  wahrscheinlichsten  (praktische  Ausgleichungsrcchnung)» 
Uebersicht  übor  die  Ergebnisse,  Kritik  von  Beobachtungen  und  Aus- 
gleichung, Zablenbeispiel ; zusammengesetzte  Messungen,  u.  zw.  un- 
bedingte^ bedingte,  Determinanten  und  lineare  Gleichungen , Kritik, 
Zusammenstellung ; Ausgleichung  von  U ntersuchungen,  u.  zw.  Ableitung 
der  Normalgleichuugen,  Fehlerrechnung,  Nebeubedingungen,  abhängige 
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Beobachtungen , Form  der  Beobacbtungsglcichungen , Gewicht  jeder, 
Schemata,  Kritik;  Interpolation,  Differentiation  nnd  Quadratur. 

H. 

Die  modernen  Theorien  der  Chemie  nnd  ihre  Bedeutung  für 
die  chemische  Mechanik.  Von  Dr.  Lothar  Meyer,  ord.  Prof,  der 
Chemie  an  der  Universität  Tübingen.  Fünfte  Auflage.  Breslau  1884. 
Maruschko  u.  Berendt.  626  S. 

Die  4.  Auflage  ist  bez.  Buch  I.  u.  II.  im  263sten,  bez.  Buch  III. 
im  278sten  litt.  Bericht,  bzhw.  S.  34  u.  18  besprochen.  Durchgrei- 
fende Aeuderungen  hat  der  von  der  Wärme  handelnde  Abschnitt  er- 
fahren, indem  der  Verfasser  seinen  Widerspruch  gegen  die  Ansicht, 
dass  die  den  chemischen  Umsatz  begleitende  Wärmewirkung  das 
Mass  der  Affinität!  sei,  schärfer  hervortreten  lassen  und  mit  aller 
Entschiedenheit  betonen  wollte,  dass  nur  mit  kinetischen  Theorien, 
nicht  aber  mit  der  Annahme  ruhender,  mit  Anziehung  begabter  Atome 
zu  einer  bessern  Erkenntniss  der  Affinität  zu  gelangen  sei.  Im  Ab- 
schnitte über  Massenwirkung  sind  die  Formeln  etwas  vereinfacht. 
Sonstige  Aeuderungen,  Nachträge  und  Berichtigungen  sind  nicht  be- 
sonders angezeigt.  II. 

Ueber  die  Zustandsbedingungen  der  Flüssigkeiten  und  Gase  sowie 
über  den  Aether.  Von  Johann  Ke  Hing.  Karlsruhe  1886.  56  S. 

Die  vorliegende  Arbeit  ist  ein  Versuch,  die  gegebenen  Zustände 
des  Stoffes  aus  einfachen  Hypothesen  durch  Rechnung  herzuleiten. 
Es  wird  angenommen,  dass  Körperatome  einander  und  Aetheratome 
anziehen,  letztere  einander  abstossen,  die  Functionen  beider  Kräfte 
und  der  Dichte  der  Aetherhüllcn  Potenzen  des  Abstands  sind.  In- 
folge der  Rechnung  werden  gewisse  Exponenten  ausgeschlossen.  Die 
Rechnung  wird  mit  Isolirung  der  betrachteten  Complexe  durchgeführt, 
und  darauf  gebaut,  dass  die  ausserhalb  liegenden  Massen  nur  auf  die 
Constantcn  Einfluss  haben.  Es  werden  nach  einander  behandelt:  der 
Ruhestand,  Bewegungszustand,  Verdampfung,  numerische  Rechnung 
für  Wasserdampf,  Bewegungsausgleich  zwischen  den  Molecülen  und 
dem  Aether,  Temperatur  und  Wärme',  Wassererwärmung  und  Ver- 
dampfung , die  grösste  Dichte  des  Wassers , Zustände  andrer  Stoffe 
und  am  Schlusso  eine  Reihe  von  Resultaten  aufgestellt.  H. 


Zeitschrift  zur  Förderung  des  physikalischen  Unterrichts.  Her- 
ausgegeben und  redigirt  vom  Physikalisch-technischen  Institut  Lisscr 
u.  Benecke.  Erster  Jahrgang  1884,  zweiter  1885.  Berlin,  Lisser  u. 
Benecke. 
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Dcichert.  2 Mk.  40  Pf. 

Ernst,  Ch.  u.  L.  Stolte,  Lehrbuch  d.  Geometrie.  1.  Thl. 
Planimetrie.  Strassburg,  Schultz  & Co.,  Verl.  1 Mk.  50  Pf. 

Feil,  M.,  üb.  Eulcr’sche  Polyeder.  Wien,  Gerold’s  S.  50  Pf. 
Hcinze,  K.,  genetische  Stereometrie.  Bearb.  v.  F.  Lucke. 
Leipzig,  Tcubner.  6 Mk. 

Ilofmann,  F.,  d.  Construct  doppelt  berührender  Kegelschn.  m. 
imaginären  Bestimmungsstucken.  Ebd.  3 Mk.  20  Pf. 

Kaiser,  H.,  Einführg.  in  d.  nenerc  analytische  u.  synthet.  Geo- 
metrie. Wiesbaden,  Bergmann.  6 Mk.  70  Pf. 

K o h n , G.,  üb.  d.  Vierseit  u.  sein  associirtcs  Viereck.  Das  Fünf- 
flach und  sein  associirtcs  Fünfeck.  Wien,  Gcrold’s  S.  60  Pf. 
Küpper,  C.,  üb.  geometr.  Netze.  Prag,  Calvo.  66  Pf. 

— hyperelliptische  C3n.  Ebd.  1 Mk.  44  Pf. 

Mandl,  J.,  d.  Pohlke’schc  Lehrsatz  d.  Axonometrie  u.  e.  Vcr- 
allgemcincrg.  desselben.  Wien,  Gerold’s  S.  60  Pf. 

Reu  sc  hie,  C.,  Praxis  d.  Kurvendiskussion.  1.  Thl.  Kurven- 
diskussion in  Pnnktkoordinaten  m.  o.  Anh.  üb.  aualyt. -geometr.  Prin- 
cipien.  Stuttgart,  Metzlcr’sche  Verl.  3 Mk.  80  Pf. 

Re ye,  Th.,  die  Geometrie  der  Lage.  Vorträge.  1.  Abtb.  3.  Aufl. 
Leipzig,  Baumgärtner.  7 M. ; geb.  9 Mk. 

Schlegel,  N.,  üb.  Entwickelg.  u.  Stand  d.  n-dimcnsionalen 
Geometrie,  m.  besond.  Berücksichtg.  d.  vierdimcnsioualcn.  Leipzig, 
Engclmann.  75  Pf. 

Schroiber,  G.,  Lehrbuch  d.  Perspektive.  3.  Aufl.  Durch- 
gesehen v.  A.  F.  Vichweger.  Leipzig,  Oehmigke’s  Verl.  10  Mk. 

Seelhoff,  P.,  Flächen-  u.  Körpcrberecling.  in  Lehrsätzen  u. 
Aufgaben  nebst  Regeln  u.  Uebungsbeispielen  aus  d.  Arithmetik  u. 
Algebra  zum  Gebrauche  f.  Navigationsschulen.  3.  Aufl.  Bremen, 
Heinsius.  2 M. ; geb.  2 Mk.  40  Pf. 
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Schwarz,  A.,  Ob.  e.  ein-  n.  zweideutige  Verwandschaft  zwischen 
Grnndgeb.  zweiter  Stufe.  Wien,  Gerold’s  S.  50  Pf. 

Westberg,  H.,  die  Elemente  d.  Geometrie.  0.  Aufl.  Reval, 
Hinge.  Kart.  2 Mk. 

Wirtinger,  W.,  über  nat.  Raumcnrven  4.  Ordnung.  Wien, 
Gerold’s  S.  40  Pf. 

Trigonometrie. 

Kapteyn,  J.  C.,  u.  W.  Kapteyn,  die  höheren  Sinus.  Wien, 
Gerold’s  S.  1 Mk. 

Kleyer,  A.,  Lehrbuch  d.  Goniometrie  (Winkelmessungslehre). 
Stuttgart,  Maier.  7 Mk. 

Ofenheim,  A.,  Ritter  v.,  die  sphärische  Trigonometrie  u.  analyt. 
Geometrie  in  dem  f.  dio  k.  k.  Kriegsschule  vorgeschrieb.  Umfange. 
Wien,  Seidel  & S.  3 Mk. 

Praktische  Geometrie  n.  Geodäsie. 

Fennel,0.,  d.  Wagner-Fcimel’schen  Tachymeter.  Berlin,  Sprin- 
ger. 2 Mk. 

Kalender  f.  Messkunde  auf  d.  J.  1887.  Hrsg.  v.  M.  Clouth. 
1.  Thl.  Trier,  Lintz.  1 Mk.  40  Pf.;  geb.  2 Mk. 

Mechanik. 

Bert  hold,  G.,  Studien  üb.  Protoplasmamccbanik.  Leipzig, 
Felix.  14  Mk. 

Korteweg,  D.  J.,  üb.  Stabilität  period.  ebener  Bahnen.  Wien, 
Gerold’s  S.  80  Pf. 

Lampel,  A.,  üb.  Drehschwingungen  e.  Kugel  m.  Luftwiderstand. 
Ebd.  45  Pf. 

Müller,  F.  A.,  das  Problem  d.  Continuität  in  Mathematik  u. 
Mechanik.  Marburg,  Eiwert.  3 Mk. 

Reiff,  R.,  zur  Kinematik  d.  Potentialbewegung.  Tübingen, 
Fues.  20  Pf. 

Schmidt,  A.,  d.  clcment.  Bchandlg.  d.  Krciselproblems.  Wien, 
Gerold’s  S.  40  Pf. 

Seydler,  A.,  Ansdehng.  d.  Lagrange’scben  Behandlg.  d.  Drei- 
körper-Problems auf  d.  Vierkörper-Problem.  Prag,  Calve.  60  Pf. 

Töpler,  E.,  zur  Ermittlung  d.  Luftwiderstandes  nach  d.  kine- 
tischen Theorie.  Wien,  Gerold’s  S.  1 Mk. 

Technik. 

Bibliothek,  elektro-technische.  33.  Bd.  dio  Laboratorien  der 
Elektrotechnik  n.  deren  neuere  Hilfsapparate.  Von  A.  Neumayer. 


Digitized  by  Google 


34.  Bd.  Elektricität  n.  Magnetismus  im  Alterthumc.  Von  A.  Ritter 
v.  Urbanitzky.  35.  Bd.  Magnetismus  n.  Hyuoptismus.  Von  0.  Gcss- 
mann.  Wien,  Hartleben,  a 3 Mk.;  geb.  ä 4 Mk. 

Ganter,  0.,  d.  techn.  Teiegraphendienst.  3.  Aufl.  Breslau, 
Kern’s  Verl.  Geb.  6 Mk. 

Henneberg,  L.,  n.  O.  Smrekor,  Lehrbuch  d.  techn.  Mechanik 
1.  Thl.  Statik  d.  starren  Systeme  v.  L.  Henneberg.  Darmstadt, 
Bergsträsser.  9 Mk. 

Kalender  f.  Elektrotechnik  f.  1887.  Bearb.  v.  J.  Krämer.  Wien, 
Pcrles.  Geb.  3 Mk. 
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Hamburg,  Voss.  3 Mk. 
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Freytag.  1 Mk.  50  Pf. 
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Schirme.  München,  Franz’scher  Verl.  4 Mk.  50  Pf. 

LoBchmidt,  J.,  SchwingungBzahlen  e.  elast.  Uohlkugcl.  Wien, 
Gerold’s  S.  30  Pf. 
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Miller,  A.,  der  primäre  n.  sekundäre  longitudinale  Elastizitäts- 
modul n.  die  thermische  Konstante  d.  Letzteren.  München,  Franz’scher 
Verl.  1 Mk.  80  Pf. 

Pschcidl,  W.,  Bestimmung  d.  Brennweite  e.  Concavlinso  mit- 
telst d.  zusammengesetzten  Mikroskopcs.  Wien,  Gerold’s  S.  20  Pf. 


Erd>  und  Hlminelsknnde. 

Bidschof,  F.,  Untcrsuchgn.  üb.  d.  Bahn  d.  Planeten  (220)  Ste- 
phanie. Wieu,  Gerold’s  S.  30  Pf. 


Digitized  by  Google 


Birken maj er,  L.,  üb.  die  durch  d.  Fortpflanzg.  d.  Lichtes 
hervorgerufenen  Ungleichheiten  in  d.  Bewegung  der  physischen  Doppel- 
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1 Mk.  20  Pf. 
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Wien,  Hartleben.  1 Mk.  50  Pf. 
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Mahler,  E.,  Untersuchung  e.  im  Buche  „Nahum“  auf  d.  Unter- 
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1 Mk.  20  Pf. 
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Gerold’s  S.  30  Pf. 
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Wo  iss,  E.,  üb.  d.  Berechnung  d.  Präcession  m.  besond.  Rück- 
sicht auf  d.  Rcduction  e.  Sterukataloges  auf  e.  andere  Epoche.  Wien, 
Gerold’s  S.  1 Mk.  50  Pf 

Wocikof,  A.,  die  Klimatc  der  Erde.  Nach  dem  Russ.  1.  TM. 
Jena,  Costenoble.  10  Mk 
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Boltzmann,  L.,  d.  2.  Hauptsatz  d.  median.  Wärmetheorie. 
Vortrag.  Wien,  Gerold’s  S.  50  Pf. 
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Calgary,  A.,  u.  J.  N.  Toufelhart,  d.  elektro-magnetische 
Telegraph.  I.  die  Grundlehren.  Bearb.  v.  A.  C.  II.  Batterien,  Appa- 
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druckerei. 6 Mk. 

Exnor,  F.,  üb.  d.  Ursache  u.  d.  Gesetze  d.  atmosphärischen 
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elektrostatischen  u.  elektromagnet.  Masssystem.  II.  Wien,  Gerold’s  S. 
50  Pf. 

Kleyer,  A.,  d.  eloktr.  Erscheingu.  u.  Wirkgn.  in  Theorie  u. 
Praxis.  56.-59.  Hft.  Stuttgart,  Maier,  ä 25  Pf. 

Ma scart,  E.,  Handbuch  d.  statischen  Elektricität  Deutsche 
Bearbeitg.  v.  J.  G.  Wallentin.  2.  Bd.  1.  Ahth.  Wien,  Pichler’s 
W.  & S.  9 Mk. 

Müller-Pouillct’s  Lehrbuch  d.  Physik  u.  Meteorologie. 
9.  Aufl.  v.  L.  Pfaundler.  1.  Bd.  Braunschweig,  Vieweg  & S.  12  Mk. 

Recknagel,  G.,  Kompendium  d.  Experimental-Physik  2.  Aufl. 
1.  Thl.  Kaiserslautern,  Tascher.  pro  2 Thle.  kplt.  15  M.;  in  1 Bd. 
geb.  17  Mk. 

Sternborg,  M.,  geometr.  Untersuchg.  üb.  d.  Drehg.  d.  Polari- 
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Lehre  v.  Magnetismus  u.  v.  d.  Elektricität.  4.  Aufl.  Leipzig,  Teub- 
ner.  16  Mk.  80  Pf. 

Zimmer  mann,  W.  F.  A.,  Naturkrfifte  u.  Naturgesetze.  Ein 
allgem.  verstand!  Handbuch  der  Physik.  4.  Aufl.  v.  B.  Dürigen. 
1. — 3.  Lfg.  Berlin,  Hempel.  ü 50  Pf. 

Vermischte  Schriften. 

Annalen,  mathematische.  Hrsg.  v.  F.  Klein  u.  A.  Mayer.  28.  Bd. 
(4  Hfte.)  1.  Hft.  Leipzig,  Teubner.  prcplt.  20  Mk. 

Berichte  üb.  d.  Yerhandlgn.  d.  k.  sächs.  Gcsellsch.  d.  Wissen- 
schaften zu  Leipzig.  Mathemat.-physik.  Classe.  1886.  I — IV. 
Leipzig,  Hirzel.  4 Mk. 

Jacobi’s,  C.  G.  J.,  gesammelte  Werke.  4.  Bd.  Hrsg.  v.  K. 
Weierstrass.  Berlin,  G.  Reimer.  18  Mb. 

Mittheilungen,  mathemat  -naturwissenschaftl.,  hrsg.  v.  0.  Böklen. 
III.  Jahrg  1887.  Tübingen,  Fues.  2 Mk. 

Sitzungsberichte  der  mathem.-physik.  Classe  d.  k.  b.  Akademie 
d.  Wissenschaften  zu  München.  Jahrg.  1886.  2.  Hft.  München, 

Franz’scher  Verl.  1 Mk.  20  Pf. 

Sitzungsberichte  der  kais.  Akademie  d.  Wissenschaften.  Mathemat.- 
naturwisscnschaftl.  Classe.  2.  Abth.  Enth.  d.  Abhandlgn.  aus  d. 
Gebiete  der  Mathematik,  Physik,  Chemie,  Mechanik,  Meteorologie  u. 
Astronomie.  93.  Bd.  1. — 5.  Ilft.  Wien,  Gerold’s  S.  17  Mk.  60  Pf. 


Die  in  Fr.  Mauke’s  Verlag  in  Jena  im  3.  Jahrgange  erscheinende 

Naturwissenschaftlich-Technische 

Umschau. 

Illustrierte  populäre  Halbmonatsschrift 

über  die  Fortschritte  auf  den  Gebioton 

der  angewandten  Naturwissenschaft  und  technischen  Praxis. 
Für  Gebildete  aller  Sünde. 

Unter  Beteiligung  hervorragender  Mitarbeiter 
berausgegeben  von 

Th.  Schwartze, 

Ingenieur  in  Leipzig. 

hat  in  kürzester  Zeit  unter  Technikern,  Fabrikanten,  Ingenieu- 
ren, Gross-Industriellen,  Apothekern,  In  Berg-  und  Hütten- 
werken, in  hlfheren  Schalen  und  in  allen  sich  für  obige  Gebiete 
Interessirenden  Kreisen  des  In-  und  Auslandes  die  weiteste 
Verbreitung  gefunden. 

Preis  pro  Quartal  durch  Post  oder  Buchhandel  bezogen  3 Hark. 

Probehefte  sind  durch  jedo  Buchhandlung,  sowie  direkt  vom 
Verleger  gratis  und  franco  zu  beziehen. 

tV  Einschlägige  Inserate  finden  zweckmUssigste  Verbreitung. 
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Lehrbücher. 

Die  Grundlagen  der  Arithmetik  unter  Einführung  formaler  Zahl- 
begriffe d&rgelegt  von  Dr.  Otto  Reichel,  Professor  am  Kgl.  Kai- 
serin- Augusta-Gymnasium  zu  Charlottcnburg , Dozent  an  der  Kgl. 
landwirtschaftlichen  Hochschule  zu  Berlin , Mitglied  der  Prüfungs- 
kommission für  Landmesser  daselbst.  Hülfsbuch  für  den  Unterricht. 
Teil  I.  Natürliche,  algebraische,  gebrochene  Zahlen.  Berlin  1886. 
Hände  u.  Spener.  32  S. 

Der  vorliegende  1.  Teil,  dem  ein  zweiter  zur  Behandlung  der 
Irrationalen  und  Imaginären  folgen  soll,  bcschräukt  sich  auf  die  4 
ersten  Operationen.  Das  Buch  unterscheidet  sich  dadurch  von  den 
gewöhnlichen  Lehrbüchern , dass  es  den  logischen  Inhalt  der  Doctrin 
nach  aussen  kehrt,  zur  Hauptsache  macht  und  den  verborgenen  Ge- 
danken nicht  unausgesprochen  lässt,  während  man  sonst  das  Sach- 
liche als  eigentlichen  Zweck  in  den  Vordergrund  zu  stellen  und  das 
Begriffliche  nur,  soweit  es  zu  deutlicher  Auffassung  nötig  ist,  neben- 
bei zu  berücksichtigen  pflegt.  Es  ist  sehr  auzuerkennen , dass  in 
den  ans  Licht  gezogenen  begrifflichen  Punkten  keine  Misgriffe  Vor- 
kommen, und  dass  darunter  gerade  die  wichtigsten  getroffen  sind. 
Folgende  mögen  hervorgehoben  werden.  Dio  Lehre  beginnt  mit  der 
natürlichen  Zahl,  erweitert  den  Zahlbegriff  in  bestimmt  ausgesproche- 
nen Schritten  und  beweist  die  Gültigkeit  aller  Sätze  für  jede  Er- 
weiterung besonders.  Die  Wertermittelung  eines  Ausdrucks  bat  die 
Aufgabe  ihn  dekadisch  darzustellen.  Hiermit  ist  offenbar  das 
Specielle  statt  des  Allgemeinen  ausgesprochen  , wodur  h aber  auf 
jenem  Standpunkte  die  Sache  vielleicht  nur  um  so  dei  lieber  auf- 

Atch.  4.  Math.  u.  Php.  2.  Reihe,  Teil  V.  Heft  2.  * 
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gefasst  wird.  Soll  der  Satz  weiterhin  ausreichen,  so  muss  es  heisseu  ; 
der  Ausdruck  soll  in  beabsichtigter  Form  dargestellt  werden, 
z.  B.  } + » i °4er  ac  -f-  bc  — (n-j-i)c  oder  umgekehrt.  Jene 
kurze  Stcllo  im  Lehrbuch  (S.  6)  wehrt  der  in  manchen  Lehrbüchern 
stattliudenden  Unklarheit,  welche  das  transformirende  Rechnen 
(ac-\-bc  = (a+4)e)  als  ein  Ansrechnen  (Evaluation)  liinstellen,  das 
Ziel  aber  im  Dunkeln  lassen.  Worauf  endlich  der  Verfasser  am 
meisten  Gewicht  legt,  ist,  dass  der  erweiterte  Zahlbegriff  durch  das 
Fortgelten  der  Gleichungen  und  Sätze  detinirt  wird,  nicht  also  durch 
die  Darstellbarkoit,  die  uur  für  gewisse  Fälle  gelten  kann,  also  nicht 
die  Negativen  durch  entgegengesetzte  Richtungen,  nicht  die  Brüche 
durch  Teilung  der  Einheit.  Die  Rechtfertigung  dieses  ohne  Zweifel 
ideell  einzig  richtigen  Vorgehens,  das  jedoch  aus  pädagogischen  Er- 
wägungen bisher  gemieden  worden  ist,  steht  nicht  im  Buche.  Sie 
beruht  darauf,  dass  kein  Resultat  der  Scbuldoctrin  letzes  Resultat, 
das  Examen  nicht  Ziel  des  Unterrichts  ist  Jede  praktische  Anwen- 
dung der  Resultate  hingegen  führt  ein  partielles  Ziel  herbei.  Hier 
muss  das  negative  Resultat  durch  Addition  oder  durch  subtractive 
Anwendung  positiv,  der  Bruch  durch  Multiplication  (einschl.  ver- 
kleinerte Einheit)  erst  ganze  Zahl  werden.  In  diesem  schlicsslichen 
positiven  ganzzahligen  Resultate  liegt  die  Bedeutung  des  in  der 
Rechnung  gebrauchten  uud  aus  ihr  bervorgehenden  Negativen  und  des 
Brnchs.  Jene  pädagogischen  Bedenken  aber  lassen  sich  leicht  besei- 
tigen. Es  ist  in  der  Tat  eine  unabwoislicbe  Forderung,  dass  der 
reine  Gedanke,  um  vom  Schüler  aufgenommen  zu  werden,  von  einer 
Vorstellung  begleitet  soi.  Der  Gedanke  der  negativen  uud  gebroche- 
nen Zahl,  der  bis  zu  seiner  Rcalisirung  s.  z.  s.  in  der  Luft  schwebt, 
bedarf  für  die  Lernenden  einer  begleitenden  Vorstellung,  und  diese 
liefert  ihm  die  speciello  Darstellung  durch  entgegengesetzte  Richtung 
uud  geteilte  Eiubeit.  Beide  dienen  also  demselben  Zwecke,  zu  wei- 
chem man  allgemeinen  Erklärungen  Beispiele  als  Hülfe  der  Auffas- 
sung beigibt.  Nicht  iliro  Anwendung,  sondern  die  Basirung  der 
Doctrin  auf  sie  ist  zu  verwerfen. 

Müssen  wir  nun  gleich  dem  Gedauken  der  Bearbeitung  beistim- 
meu,  so  können  wir  doch  die  Ausführung  nur  als  ersten  Versuch,  au 
dem  noch  viel  zu  verbessern  ist,  anerkennen.  Der  Ausdruck  ist 
nicht  immer  cxact.  So  z.  B.  ist  die  Erklärung  des  Addirens  (S.  7.) 
nicht  zutreffend:  5 Buchstaben  abede,  als  Summe  von  2 Buchstaben 
uud  3 Buchstaben,  umfassen  2 Einheiten  ab,  3 Einheiten  abc,  aber 
noch  andre!  Kein  Wort  sagt,  dass  letztere  Einheiten  andre  sein 
sollen.  Doch  wollen  wir  hierbei  nicht  verweilen.  Wesentlich  ist 
auszusetzen,  dass  den  Erweiterungen  des  Zahlbegriffs  der  Schluss- 
stein fehlt,  mit  der  wolchem  der  weitere  Begriff  erst  Eigentum  des 
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Schülers  wird.  Sind  — 4 und  | einmal  Zahlen,  nnd  soll  ein  Buch- 
stab jede  Zahl  bedeuten  können,  so  muss  unter  einem  Buchstaben 
auch  der  negative  und  gebrochene  Wert  verstanden  werden.  So  lange 
der  Schüler  — p gewohnheitsmiissig  für  das  Zeichen  einer  negativen 
Zahl  hält,  hat  er  auch  die  Erweiterung  nicht  verstanden  und  weiss 
nicht,  was  sie  bedeuten  soll.  Im  Buche  selbst,  wo  die  Buchstaben 
durchweg  natürliche  Zahlen  bedeuten,  fehlt  es  nicht  an  Stellen,  die 
zu  dieser  Gedankenlosigkeit  verleiten.  Dieser  Mangel,  der  vielleicht 
hier  ein  formeller  zu  sein  scheint,  wird  ein  sachlicher  in  der  Lehre 
von  den  Gleichungen,  wo  die  Bedeutung  des  Buchstabens  für  die 
Gesuchte  nicht  auf  natürliche  Zahlen  beschränkt  sein  kann.  Ferner 
enthält  das  Buch  die  Erklärungen  der  Null,  der  Negativen  und  der 
Brüche,  aber  so  versteckt,  dass  man  Mühe  bat  zu  finden,  wo  sie 
eigentlich  stehen.  Da  man  vom  Schüler  bei  jeder  Erweiterung  ver- 
langt, dass  er  von  seiner  Gewohnheit  abgehen  und  seinen  Begriff 
verändern  soll,  so  muss  auch  die  Stelle,  von  der  an  der  neue  Begriff 
gelten  soll,  .deutlich  gekennzeichnet  und  die  Erkärung  unumwunden 
nnd  unvermischt  mit  andern  Gedanken  an  die  Spitze  eines  neuen 
Abschnitts  gestellt  sein.  Ferner  sind  die  Aussagen  (S.  28.)  über 
a 

jy  sofern  sie  diesem  Zeichen  eine  Bedeutung  als  Zahl  Vorbehalten, 

unrichtig,  und  die  Einschränkungen  „im  bisherigen  Sinne“  und  „zu- 
nächst“ einfach  zu  streichen.  Was  im  Vorstehenden  bemerkt  ist, 
bedarf  nur  einer  Corrcction,  die  keine  Schwierigkeit  hat.  Es  bleibt 
aber  an  einen  wichtigen  Punkt  zu  erinnern,  der  die  neue  selbständig 
productive  Arbeit  des  Verfassers  in  Anspruch  nimmt.  Der  sachliche 
Inhalt  ist  unter  der  Menge  des  Formellen  und  der  der  Logik  die- 
nenden Ausführungen  zu  sehr  versteckt.  Es  muss  dahin  gestrebt 
werden,  das  Ganze  einfacher  und  übersichtlicher  zu  gestalten.  Wenn 
andre  Lehrbücher  die  Logik  hiutausetzen,  so  steht  ihnen  der  Recht- 
fertigungsgrund zur  Seite,  dass  die  Logik  nicht  durch  Ueberlieferung 
in  genauester  Wortfassung,  sondern  durch  Ausübung  zur  Aneignung 
gelangt.  Es  ist  daher  nicht  ganz  zu  verwerfen,  wenn  sie  lieber  man- 
ches nicht  znm  Bewusstsein  ziehen  und  dem  späteren  Nachdenken 
überlassen  als  es  aussprechen,  bevor  ein  genügendes  Material  zu 
Gebote  steht,  an  dem  es  verständlich  werden  kann.  Allein  die  Un- 
möglichkeit ist  nicht  erwiesen  beide  Forderungen  zu  vereineu,  alle 
Punkte  zum  Bewusstsein  zu  ziehen  und  doch  die  Rücksicht  auf  die 
Fähigkeit  des  Schülers  es  zu  verwerten  iu  vollem  Masse  zu  beob- 
achten. Die  rechte  Einfachheit  geht  immer  erst  aus  vollkommener 
Strenge  hervor.  Wir  wollen  daher  wünschen,  dass  der  Verfasser  bei 
eventuellen  Verbesserungen  von  dem  einmal  begonnenen  richtigen 
Wege  nicht  wieder  abweicht.  Hoppe. 

a* 
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System  der  Arithemetik  und  Algebra  als  Leitfaden  für  den  Un- 
terricht in  höheren  Schalen.  Von  Dr.  Hermann  Schubert, 
Oberlehrer  an  der  Gelehrtenscbule  des  Johannenms  in  Hamburg.  Pots- 
dam 1885.  Aug.  Stein.  222  S. 

Das  Buch  zeichnet  sich  durch  Strenge,  Ausführlichkeit,  Vielsei- 
tigkeit und  eine  der  leichten  Uebersicht  dienende  frei  gewählte  Ord- 
nung aus.  In  Betreff  der  Strenge  ist  anzuführen,  dass  der  Verfasser 
unbeirrt  durch  übliche,  aber  falsche  pädagogische  Rücksichten,  das 
ideell  richtigo  Vorgehen  in  folgenden  Funkten  gewählt  hat.  Der 
Zahlbegriff  gebt  ans  der  natürlichen  Zahl  durch  successive  Erweite- 
rung, welche  nach  einander  die  Null  und  die  Negativen,  die  Brüche 
die  Irrationalen  und  die  Imaginären  involvirt,  hervor.  Die  Zahlen 
in  erweitertem  Sinne  werden  nicht  durch  ihre  für  bestimmte  Fälle  mög- 
liche Darstellung,  sondern  durch  das  hier  so  genannte  Princip  der 
Ausnahmslosigkeit  dcfinirt.  Der  Buchstab  als  Zeichen  einer  belie- 
bigen oder  unbekannten  Zahl  bedeutet  die  Zahl  im  erweiterten  Sinne 
gemäss  der  jedesmal  erreichten  Stufe.  Ausführlich  und  vielseitig  ist 
es,  sofern  cs  sich  nicht  mit  einer  Darstellungsform  begnügt,  sondern 
alle  erdenklichen  Mittel  und  Formen  zuzieht,  durch  welche  jede 
Lehre  verdeutlicht,  vergegeuwärtigt  und  zur  Anwendung  fertig  ge- 
macht werden  kann.  Definitionen,  Erläuterungen,  Sätze  u.  s.  w. 
werden  in  Formel,  Wortausdruck  und  Beispiel,  ausserdem  aber  durch 
Darstellung  der  Zahl  auf  der  geraden  Linie  gegeben.  Mit  dem  Not- 
wendigen wird  auch  das  Nützliche  verbunden.  Auch  die  Ausdehnung 
des  Lehrstoffs  überschreitet  die  gewöhnlichen  Grenzen.  Besonders 
ist  hervorzuheben,  dass  vollständige  Erklärung  des  Begriffs  der  un- 
endlichen Grössen  gegeben  und  auf  den  Begriff  der  Irrationalen  an- 
gewandt wird.  In  Anbetracht  der  grossea  Menge  vorgeführter  Dinge 
hat  die  Ordnuug  mehr  Wichtigkeit  als  sonst  Durch  gesonderte 
Numerirung,  und  soweit  es  die  Sache  gestattet,  gleichmässige  Folge 
ist  dafür  gesorgt,  dass  das  Erlernte  jederzeit  leicht  wiedergefunden 
werden  kann,  die  zur  Anwendung  aufgestellten,  im  Gedächtuiss  zu 
behaltenden  Sätze  und  Formeln  sich  nicht  unter  den  Erklärungen, 
Betrachtungen  und  Erläuterungen  verbergen;  welche  vorübergehen- 
dem Zwecke  dienen.  Noch  ist  die  höchst  willkommene  Zugabe  zu 
erwähnen,  welcho  die  auf  jeden  Abschnitt  folgenden  historischen 
Notizen  gewähren.  Hier  werden  die  Zeit  und  die  Urheber  der  ein- 
zelnen Einführungen  und  Theorien  kurz  aufgoführt 

Bei  den  so  grossen  Vorzügen  finden  sich  jedoch  auch  3 Mis- 
griffe,  die  sämtlich  daraus  hervergehen,  dass  die  betreffenden  Lehren 
zu  früh  vorgetragen  sind.  Die  Darstellung  einer  Zahl  durch  Scala 
auf  der  geraden  Linie  hat  offenbar  nur  Sinn,  nachdem  auf  der  Linie 
ein  Nullpunkt  festgesetzt  ist.  Da  dies  dio  Erklärung  der  Null  vor- 
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aussotzt,  so  kann  jene  Darstellung  nicht  wol  anders  als  nach  erster 
Erweiterung  eintreten.  Im  Buche  dagegen  ist  sie  schon  vor  aller 
Erweiterung  eingefuhrt  und  sogar  zur  Addition  verwandt;  der  erste 
Scalenstrich  ist  mit  1 numerirt,  und  nnbeaebtet  geblieben , dass  bei 
Addition  mittelst  Aneinanderlegens  zweier  Scalen  (wie  dies  zu  ge- 
schehen bat , ist  nicht  gesagt ) immer  eine  Einheit  verloren  geht ; 
denn  legt  mau  zwei  Scalen  mit  7 und  5 Strichen  dicht  zusammen, 
so  fällt  der  Eins-Strich  der  zweiten  auf  den  Sieben-Strich  der  er- 
sten, und  man  erhält  nur  11  statt  12  Striche.  Zweitens  ist  die 
Associationsfreiheit  von  der  Addition  schon  auf  die  Subtiaction  aus- 
gedehnt, eho  von  negativen  Zahlen  etwas  bekannt  war.  Es  geschieht 
dies  mit  der  Gleichung  « — (4 — e)  — a Hier  ist  vorausge- 

setzt 4 > c und  a > 4— c,  aber  nicht  « > 4,  daher  bat  die  rechte 
Seite  für  a ■<  4 noch  keinen  Sinn.  Wollte  man  den  Fall  « < 4 vor- 
läufig ausscbliessen , so  würde  man  in  eine  verwickelte  Casuistik 
''erfüllen.  Es  leuchtet  ein,  dass  die  Auflösung  der  Klammern  um 
den  Subtrahenden  erst  nach  Einführung  der  Negativen  gelehrt  werden 
kann.  Drittens  steht  die  Lehre  von  den  unendlichen  Grössen  an 
der  Unrechten  Stelle,  nämlich  bei  zweiter  Erweiterung.  Erst  bei 
Einführung  der  Irrationalen  ist  sie  notwendig  und  fruchtbar,  bis  da- 
hin ist  sie  müssig  und  darum  Quelle  von  allerlei  Unklarheiten. 
Letztere  werden  durch  manche  Aeusserungen  sehr  begünstigt  Es 
ist  zwar  nirgends  ± oo  eine  Erweiterung  des  Zahlbegriffs  genannt. 
Da  jedoch  das  Princip  der  Ausnahmslosigkeit  proclamirt  ist,  und 
sonst  kein  Fall  des  Gegenteils  vorkommt,  so  kann  das  Schweigen 

darüber,  dass  ^ eine  Ausnahme  ist  und  bei  keiner  Erweiterung  von 

Begriffen  und  Betrachtungsweisen  auf  hört  Ausnahme  zu  sein,  nicht 
befriedigen.  Die  Aeusserungen,  welche  in  §.  11.  und  §.  13.  diesen 
Punkt  berühren,  sind  nur  geeignot  das  Gute  wieder  zu  verderben, 
Zweifel  und  Unklarheit  in  die  anfänglich  richtigo  Darstellung  bineiu- 
zuziehen.  In  §.  11.  steht:  „a:0  muss  zunächst  für  unausführbar 
erklärt  werden“.  Hiernach  bleibt  eino  Ausführbarkeit  doch  Vorbe- 
halten! Obwol  hier  noch  weiter  nur  von  Unausführbarkeit  die  Rede 

ist,  so  folgt  in  §.  13.:  = bedeutet,  wenn  a positiv  ist,  folgen- 

des etc.“.  Vorher  geht  die  Erklärung  des  Grenzwerts  nebst  der  Be- 
merkung, dass  man  das  Zeichen  lim  in  gewissen  Fällen  weglässt. 
Hier  ist  umgekehrt  der  Grenzwert  0 statt  der  Unendlichklcincn  x 
geschrieben,  und  gerade  in  einem  Falle,  wo  es  unzulässig  ist,  näm- 
lich bei  Stetigkeitsunterbrechung.  Ein  exacter  Ausdruck,  das  mussto 

vor  allem  gesagt  werden,  kann  **  nicht  sein.  Bei  Einführung  als 
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Symbol  ist  dem  Verfasser  entgangen,  dass  das  Vorzeichen  nicht  bloss 
von  o,  sondern  ancb  vom  Nenner  r abhängt,  dass  es  also  für  po- 
sitives und  negatives  a heissen  müsste  = + oc.  Dass  man  aber  über- 
haupt bei  erster  Erklärung  einer  neuen  Sache  Symbole  cinführt,  ist 
so  unsinnig  als  die  abgekürzte  Schreibung  eines  erst  mitzuteilenden, 
bis  dahin  unbekannten  Namens.  Hiermit  zugleich  ist  zu  verwerfen, 

was  über  die  Form  ^ gesagt  ist.  Dio  Gleichung  O.x  = 0 sagt  über 

x nichts  aus ; daraus  zu  ziehen  x = ist  falsch.  Alles  zusammen- 

gefasBt:  mit  0 kann  nicht  dividirt  werden,  weder  in  der  Arithmetik 
noch  in  der  Analysis.  Hätte  der  Verfasser  die  Lehre  von  den  Un- 
endlichen vorgebracht,  wo  sie  sofort  nützlich  ist,  und  sie  zu  Beweisen 
für  die  Sätze  von  den  Irrationalen , über  die  er  leicht  hinweggeht, 
verwandt , so  würde  er  wahrscheinlich  nicht  auf  jene  ganz  unnützen 
Symbole  verfallen  sein,  weil  ■ es  hier  auf  exacteu  Ausdruck  ankommt. 

Die  Abschnitte  des  Buches  sind:  Einführung  in  die  arithmetische 
Sprache,  Operationen  erster,  zweiter  Stufe,  Anwendungen  der  Ge- 
setze beider,  Quadratisches,  dio  3 Operationen  dritter  Stufe,  Com- 
binatorik,  Kettenbrüche,  Diopbantischc  Gleichungen.  Charakteristisch 
ist  zuerst,  dass  ein  grosser  Teil  der  „Rcchcngcschäfte“  gleich  vor- 
weg behandelt  wird.  Manches  muss  freilich  erst  hinzukommen,  wo 
dio  Gegenstände  erklärt  sind.  Unter  den  „Anwendungen“  sind  ent- 
halten: Proportionen,  Zahlentheorio , Zahlsystcmc  historisch,  lineare 
Gleichungen,  arithmetische  Reihen.  Im  Abschnitt  „Quadratisches“ 
werden  die  Irrationalen  und  dio  Imaginären  oingeführt  nnd  die  qua- 
dratischen Gleichungen  behandelt.  Die  Potenzen  folgen  erst  im  näch- 
sten Abschnitt.  Hoppe. 


Lehrbuch  der  Arithmetik  und  Algebra  mit  zahlreichen  Aufgaben, 
und  einem  Anhänge,  der  systematisch  geordnete  Gleichungen  enthält, 
für  höhere  Lehranstalten  und  zum  Selbstunterricht.  Von  F.  Hen- 
rich, Oberlehrer  am  Realgymnasium  in  Wiesbaden.  Zweite,  um- 
goarbeitete  nnd  erweiterte  Auflage.  Wiesbaden  1886.  Chr.  Limbarth. 

Zufolge  der  Abfassung,  obwol  Titel  und  Vorrede  darüber  schwei- 
gen, ist  dies  Buch  nicht  für  Ausbildung  des  mathematischen  Urteils, 
sondern  allein  für  Aneignung  der  Fertigkeit  im  Rechnen,  Beherr- 
schung des  Gegenstandes  und  Lebrgebiets  bestimmt;  es  kann  daher 
den  Forderungen  des  höheru  Unterrichts  nicht  genügen,  ist  mithin 
auch  kein  geeignetes  Lehrbuch  zum  Gebrauch  au  höheren  Lehran- 
stalten, sondern  mehr  für  Mittel-  und  Fachschulen  förderlich,  weil 
eine  wesentliche  Seite  der  mathematischen  Bildung  darin  ganz  un- 


Digitized  by  Google 


Litlerarucher  Bericht  XV11I.  19 

berücksichtigt  bleibt.  Charakteristisch  ist  zunächst , dass  gleich  an- 
fangs die  Zahl  durch  ihre  Darstellung  in  Strecken  auf  einer  ge- 
raden Linie  erklärt  and,  und  da  za  dieser  Erklärung  auch  weiterbin 
keine  Ergänzung  hinzukommt,  stets  als  identisch  mit  der  Strecke  be- 
trachtet wird.  Hiernach  ist  also  die  nnbenannte  und  anders  benannte 
Zahl  überhaupt  weder  definirt  noch  erläutert.  Nichtsdestoweniger 
kommt  die  Zahl  als  Anzahl  nicht  selten  im  Buche  vor;  die  Erklä- 
rung wird  also  wieder  vergessen , und  die  logische  Discrepauz  igno- 
rirt.  Durch  die  Darstellung  der  Zahl  in  Strecken  werden  nun  die 
Null,  die  Negativen,  die  Brüche  und  die  Irrationalen  erklärt.  Es 
hätte  ebenso  wie  die  Brüche  auch  jede  Multiplication  mit  Ganzen 
und  mit  Brüchen  durch  veränderte  Einheit  erklärt  werden  können. 
Aber  hier  gerade  wird  inconsequentcr  Weise  auf  die  natürliche  Er- 
klärung durch  Addition  gleicher  Zahlen  cingelenkt.  Die  angeblichen 
Beweise,  z.  B.  für  die  Vertauschbarkeit  der  Factoren,  sind  oft  nichts 
weiter  als  spccicllc  Bestätigungen.  Soviel  zur  Begründung  des  vor- 
stehenden Urteils.  Als  Anweisung  zum  Rechnen  betrachtet  ist  das 
Lehrbuch  vorzüglich.  Es  umfasst  ausser  den  7 Grundopcratioueu 
die  arithmetischen  und  geometrischen  Reihen,  die  Combinatorik,  die 
Kettenbrüche,  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  die  Gleichungen  1. 
2.  und  3.  Grades  und  die  Lehre  von  den  Imaginären.  Auf  jeden  Ab- 
schnitt folgen  Ucbungsbeispiele.  Für  die  Gleichungen  enthält  ein 
besonderer  Anhang  noch  eine  reiche  Sammlung  derselben. 

Hoppe. 


Leitfaden  für  den  Geometrie-Unterricht  in  Mittelschulen  und  ge- 
hobenen Volksschulen.  Von  M.  Kröger,  Hauptlehrer  in  Hamburg. 
Hamburg  1886.  Otto  Meissner.  94  S. 

Dies  Buch  gibt  aus  der  gesamten  Geometrie  das  Wichtigste  für 
praktische  Anwendung  von  Seiten  derer,  die  nicht  Mathematik  stu- 
diren  wollen.  Die  durchaus  sorgsame  und  umsichtige  Bearbeitung 
hat  im  Auge  die  Entwickelung  genügender  Raumanschauung,  wich- 
tiger mathematischer  Begriffe  und  Erteilung  der  für  nötig  erachteten 
Kenntnisse.  Die  Darstellungsform  ist  die  in  kurz  gefassten  Sätzen, 
in  deren  Zusammenhang  eine  meist  vorhergehende,  auf  das  Resultat 
hinleitende  Erläuterung,  seltener  eine  nachfolgende  Grundangabe 
Einblick  verschafft,  während  angekntlpfto  Fragen  und  Constructions- 
aufgaben  zur  Selbsttätigkeit  der  Schüler  auffordern.  Das  Elemen- 
tarste ist  am  eingehendsten  und  ausführlichsten  behandelt,  im  weitern 
Fortgang  tritt  mehr  und  mehr  auswählende  Beschränkung  ein.  Die 
Lehrgegenstände  sind:  Uebersicht  der  Gebilde  und  ihr  Verhältniss, 
Linien  und  Winkel,  Dreiecke  und  Vielecke,  Congruonz,  Parallelo- 
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gramme  und  Trapeze,  Flächenmessung,  Kreis  und  Kreismessung, 
Proportionalität  und|Aebnlichlicbkcit , Lage  der  Geraden  und  Ebenen 
im  Raume,  Körper,  Körperberechnung,  einige  Formeln  für  Dreiecke, 
Constructioncn  mittelst  Kreisbogen,  Kegelschnitte.  Die  Figuren 
stehen  im  Texte.  H. 


Die  Darstellung  der  Planimetrie  nach  induktiver  Methode  zum 
Gebrauche  an  höheren  Lehranstalten  und  zum  Sclbstun törichte.  Von 
Ferd.  Behl,  Seminarlehrer.  Mit  185  in  den  Text  gedruckten  Fi- 
guren. Hildesheim  1886.  August  Lax.  159  S. 

Das  Eigentümliche  der  Darstellung  besteht  in  der  Umstellung 
der  Reihenfolge,  welche  sonst  lautet:  Lehrsatz,  Voraussetzung,  Be- 
hauptung, Beweis  — hier  hingegen:  Voraussetzung, Boweis,  Behauptung 
Lehrsatz.  So  steht  wirklich  überall  geschrieben:  der  Verfasser  hat 
nicht  einmal  soviel  fhr  das  Verstäudniss  getan,  dem  veränderten 
Lehrgang  auch  die  zutreffenden  Namen  anzupassen.  Mit  dem  Be- 
weise sind  Folgerungen  gemeint,  deren  Ziel  dem  Schüler  noch  Ge- 
heimniss  ist,  und  zwar  sollen  diese  durch  Fragen  entwickelt  werden, 
durch  deren  Beantwortung  der  Schüler  die  Meinung  gewinnen  soll, 
er  habe  den  daraus  hervorgehenden  Satz  selbst  gefuuden.  Was  fer- 
ner Behauptung  heisst,  ist  vielmehr  das  Schlussergebniss  der  Reihe, 
von  Folgerungen;  durch  dessen  Formulirung  entsteht  der  Lehrsatz. 
Bei  Wiederholung  soll  dagegen  der  umgekehrte  Weg  eingeschlagen 
werden.  Der  Verfasser  beruft  sich  auf  seine  langjährige  Erfahrung, 
indem  er  diese  Methode  für  die  einzig  richtige  erkläit.  Die  Ge- 
staltung des  Vorliegenden  in  der  Ausführung  macht  nicht  den  Ein- 
druck, als  ob  dadurch  irgend  Interesse  erweckt  werden  könnte.  So- 
lange der  Schüler  den  Satz  oder  die  Aufgabe  nicht  kennt , um  die 
es  sich  handelt,  fehlt  ihm  das  Ziel  aller  Betrachtung,  die  Fragen  er- 
scheinen bedeutungslos,  er  muss  sieb,  ohne  sich  selbst  leiten  zu  ler- 
nen, beständig  vom  Lehrer  im  Dunkeln  herumführen  lassen  und 
wird  wol  meistens  am  Ziele  angelangt  sich  erst  sagen  lassen  müssen, 
was  herausgekommen  ist.  Dass  mit  einer  solchen  Methode  gute  Er- 
folge gewonnen  worden  seien,  wird  behauptet;  ebenso  wird  aber  auch 
behauptet,  dass  die  sogenannten  Beweise  folgerichtig  seien,  während 
doch  ein  angeblicher  Beweis  für  den  Parallelensatz  das  Gegenteil 
zeigt  Die  Lehrgegenstäude  sind:  Linien  und  Winkel,  Dreieck, Vier- 
eck, Vieleck,  Kreis,  eia-  und  umschriebene  Figuren,  Flächengleich- 
heit, Ausmessung,  Aehnlichkeit , Flächenverbältniss.  Hierauf  folgt 
eine  Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  berechnenden  Geometrie.  Die 
Figuren  stehen  im  Texte.  H. 
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Erster  Kursus  der  Planimetrie.  Für  Gymnassien,  Real-  und 
Bürgerschulen  uud  zum  Gebrauche  für  Hauslehrer  bearbeitet  von 
Dr.  August  Wiegand.  Dreizehnte,  verbesserte  Auflage.  Mit 
102  Holzschnitten.  Halle  a.  S.  1886.  H.  W.  Schmidt  99  S. 

Die  gegenwärtige  Auflage  unterscheidet  sich  wesentlich  dadurch 
von  der  vorhergehenden,  dass  der  Parallelentheorie  ein  Axiom  zu- 
grunde gelegt  ist,  nämlich  folgendes:  Durch  einen  Punkt  lässt  sich 
mit  einer  Geraden  immer  eine  und  nur  eino  Parallele  ziehen.  Hier- 
mit ist  eine  Berichtigung  vollzogen,  andere  sind  noch  zu  erwarten . 
ln  der  Einleitung  § 9.  steht  noch  immer : Gloiche  Grössen  darf  man 
in  allen  Aussagen  für  einander  setzen.  Für  Grössen  in  abstracter 
Bedeutung  — wir  sagen  dann  „Werte“  — hat  Gleichheit  mehrerer 
keinen  |Sinn.  Ist  also  von  Substitution  die  Rede,  so  können  nur 
mehrere  Repräsentanten  desselben  einen  Wertes,  Ausdrücke,  Linien, 
Flächen  u.  s.  w.  gemeint  sein;  man  setzt  einen  Repräsentanten  für 
den  andern,  der  Wert  bleibt,  was  er  ist.  Dann  aber  trifft  der  Satz 
offenbar  nur  zu  bei  Aussagen  über  Grössen,  nicht  über  Gestalt  und 
Lage.  Der  vorliegende  erste  Cursus  umfasst  die  Lehro  von  der  Ge- 
raden, dem  Kreise,  den  Winkeln  und  Parallelen,  Dreiecken,  Viel- 
ecken, Parallelogrammen,  Linien  uud  Winkeln  und  Figuren  am  Kreise. 
Hieranf  folgt  eine  Sammlung  von  Sätzen  und  Aufgaben  zur  Uebung. 

H. 


Wiegands  Lehrbuch  der  Planimetrie.  Dritter  Cursus  der  Plani- 
metrie zugleich  als  Vorbereitung  auf  die  neuere  Geometrie.  Für 
den  Schulgebrauch  bearbeitet  von  Friedrich  Meyer,  Oberlehrer 
am  Stadt-Gymnasium  zu  Halle.  Dritte,  vollständig  umgeänderte  Auf- 
lage. Mit  Holzschnitten.  Halle  a.  S.  1885.  H.  W.  Schmidt  95  S. 

Die  erwähnten  Umänderungen  sind  notwendig  gewesen  wegen 
grosser  Mängel  im  Ausdruck  und  in  der  Zusammenordnung,  sowie 
wegen  einer  Reihe  irrtümlicher  Behauptungen.  Das  Buch  reiht 
sich  denjenigen  Hülfsmitteln  an,  welche  in  die  Kenntniss  der  pro- 
jectivischen  Geometrie  cinführen.  Als  Schulbuch  ist  es  unter  der 
Voraussetzung , dass  in  der  Prima  der  Realgymnasien  die  Elemente 
der  projectivischen  Geometrie  einen  Unterrichtsgegenstand  bilden, 
zum  Lehrbuch  datür  bearbeitet  Die  darin  behandelten  Gegenstände 
sind  der  Reihe  nach : Transversalen,  anharmonisches  Verhältniss  und 
harmonische  Teilung,  Aehnlichkeitspunkte,  perspectivische  und  schiefe 
Lage,  Inversion,  Pol  und  Polare,  Potenz,  Potenzlinie,  Potenzkreis, 
Aehnlichkeitspolaren , Tactionsproblem  des  Apollonius,  Maxima  und 
Minima  ebener  Figuren.  H. 
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Die  analytische  und  projoktivische  Geometrie  der  Ebene,  die 
Kcgelchnitte  auch  nach  den  Methoden  der  darstellenden  uud  der 
elementar-synthetischen  Geometrie  mit  Uebungsaufgaben  für  höhere 
Lehr- Anstalten  und  für  den  Selbstunterricht  bearbeitet  von  Dr.  11  ein r. 
Funcke,  Oberlehrer  an  der  Ober-Realschule  iu  Potsdam.  Potsdam 
1885.  Aug.  Stein.  107  S. 

ln  der  Abfassung  des  vorliegenden  Buchs  hat  den  Verfasser  die 
Absicht  geleitet  alles  das  dariu  zusammenzustellen,  was  den  Schülern 
der  Oberrealschule  aus  den  Lehren  über  die  ebenen  Curven  mit- 
zuteilen erlaubt  und  den  Studireudeu  der  mechanischen  Technik  zu 
kennen  und  zu  versteheu  nötig  ist.  Die  Form  des  Vortrags  ist  die 
pragmatische,  der  Lehrgang  der  synthetische,  jedoch  mit  angemesse- 
ner Benutzung  der  Hülfsuiittel , welche  die  projecktivische  und  ana- 
lytische Geometrie  darbietet.  Zu  den  letztem  werdeu  gegen  Ende 
auch  die  Differeutalrcchnung  zugezogen,  dagegen  bleibt  aus- 
geschlossen, was  Integralrechnung  erfordert.  Die  Kegelschnitte  wer- 
den aus  dem  Kegel  durch  Projection  hergeleitet.  Die  Lehrgcgeu- 
st&nde  sind  der  Reibe  nach:  der  Punkt,  die  Gerade,  der  Kreis,  die 
Kegelschnite,  eine  grössere  Anzahl  anderer,  algebraischer  und  trans- 
ccndeutcr  ebeuer  Curven.  H. 


Lehrbuch  der  Stereometrie.  Für  das  Selbststudium  bearbeitet 
von  W.  Burckbardt,  Verfasser  der  Mathematischen  Unterrichts- 
briefe. Mit  vielen  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten.  Leipzig 
(1886)  Gressner  u.  Schramm.  133  S. 

Eigentümlich  ist  an  dem  Buche  der  Plauderstil  des  Vortrags,  in 
welchem  jeder  Gegenstand  mit  grösst  möglicher  Dehnung  der  Rede 
dem  Leser  vorgeführt  wird,  während  der  wirklich  didaktische  Fort- 
schritt ganz  concinn,  kein  Wort  zu  wenig  oder  zu  viel,  in  gebräuch- 
lichen Zeichen  mit  der  Figur  daneben,  sich  eng  und  ohne  einen  Wink 
von  da  an  aufzumerken  daran  schliesst.  Es  ist  als  habe  der  Ver- 
fasser beabsichtigt,  dem  Schüler,  indem  er  ihn  5 Minuten  unterhält 
und  nur  1 Minute  Denken  von  ihm  verlangt,  den  Eindruck  zu  geben, 
als  sei  ihm  die  Doctrin  fast  spielend  boigebracht  worden.  Die  be- 
handelten Gegenstände  sind  die  gewöhnlichen:  die  Ebenen  nnd  die 
geraden  Linien,  die  Lage  zweier  Ebenen  zu  einander,  körperliche 
Ecken,  Polyeder,  Cylinder,  Kegel,  Kugel,  Berechnung  der  Kngelteile, 
die  regelmässigen  Polyeder.  Einzelne  Aufgaben  kommen  vor.  Lö- 
sungen im  Anhang.  H. 
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Lehrbuch  der  sphärischen  Trigonometrie  nebst  vielen  Beispielen 
Uber  deren  Anwendung  zum  Gebrauche  an  höheren  Lehranstalten 
und  beim  Selbststudium.  Von  Dr.  Carl  Spitz.  Dritte,  durchge- 
sehene Auflage.  Mit  42  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Leipzig 
1886.  C.  F.  Winter.  175  S. 

Zuiu  Zweck,  das  Stndinm  der  sphärischen  Trigonometrie  leichter 
und  instructiver  zu  machen,  ist  erstlich  eine  Reihe  von  Sätzen  über 
die  sphärischen  Gebilde  vorausgeschickt,  ferner  die  llerleitung  der 
Relationen  mit  denen  am  rechtwinkligen  Dreieck  begonnen.  Es  folgt 
dann  die  Herleitung  der  Relationen  zwischen  4,  dann  5,  dann  6 
Stücken  des  allgemeinen  Dreiecks,  dann  die  Berechnung  des  Flächen- 
inhalts, dann  die  Anwendung  zur  Lösung  verschiedener  Aufgaben. 

H. 


Lehrbuch  der  Physik  für  höhere  Bürgerschulen  nnd  technische 
Lehranstalten.  Von  Dr.  W.  H.  Behse,  Rektor  der  städtischen  Ge- 
werbeschule in  Dortmund.  Mit  229  in  den  Text  gedruckten  Ab- 
bildungen. Weimar  1887.  Bernhard  Friedrich  Voigt.  229  S. 

Für  die  Bearbeitung  nnd  Anordnung  des  Lehrbuchs  ist  der  Schul- 
gebrauch massgebend  gewesen ; dem  gemäss  ist  der  Lehrstoff  anf  die 
Classen  verteilt.  Die  Reihenfolge  richtet  sich  nach  dem  Standpunkte 
der  mathematischen  Vorkenntnissc:  Die  Abschnitte  über  allgemeine 
Eigenschaften  der  Körper,  Wärme,  Magnetismus  und  Elektricität, 
welche  in  qualitativer  Hinsicht  viel  Erklärung  erfordern,  werden  nur 
nach  dieser  Seite  behandelt  und  gehen  deshalb  voraus.  Dann  folgt 
das  Liebt,  wo  die  mathematische  Betrachtung  nicht  fehlen  kann, 
zuletzt  die  Mechanik,  wo  sie  Hauptsache  ist.  Ein  Anhang  über  den 
Schall  ist  nicht  für  Bürgerschulen  bestimmt  Preis  4 mk,  50  pf. 

H. 


Lehrbuch  der  Physik.  Mit  einem  Anhänge:  Die  Grnndlehren 
der  Chemie  und  der  mathematischen  Geographie.  Von  Dr.  Peter 
Münch,  Realgymnasialdirektor.  Mit  326  in  den  Text  gedruckten 
Abbildungen  und  einer  Spektraltafel  in  Farbendruck.  Achte  Auflage. 
Frciburg  i.  Br.  1886.  Herder.  443  S. 

Frühere  Auflagen  sind  im  217.  241.  251.  und  274.  litt.  Berichte 
besprochen.  Die  achte  unterscheidet  steh  durch  eine  Angabe  über 
den  Wärmeausdehuungscoeftiricnteu  und  durch  Rücksicht  auf  Uebcr- 
sichtlichkeit  in  Anordnung  und  Druck.  H. 
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Vermischte  Schriften. 

Bulletin  de  la  Soci6t4  Mathömatiquc  de  France.  Publid  par  les 
Secretaires.  Tome  XIV.  Paris  1886.  Au  sidge  de  la  Societe. 

Der  14.  Band  enthalt  folgende  Abhandlungen: 

Biocbe:  Ueber  eine  Abhaudluug  von  Poisson. 

G.  Fouret:  Ueber  die  Untersuchung  zweier  ebenen  Curvcn 
oder  Flachen,  deren  Puukte  sich  zugleich  durch  Homologie  und 
durch  reciproke  Polaren  entsprechen.  — Ueber  eine  Verallgemeine- 
rung des  Kocnig’schcu  Satzes  betreffend  die  lcbcudigo  Kraft  eines 
materiellen  Systems.  — Ueber  eine  ]Art  von  Transformation  der 
Determinanten. 

Maurice  d'Ocagne:  Ueber  eine  recurrento  Reihe.  — Ueber 
gewisse  Reihen  irreductibler  Brüche. 

Paul  Tanne ry:  Ueber  ein  Problem  von  Fermat. 

Dautheville:  Ueber  den  Ilypercycle  und  die  Theorie  der 
Polarcykcl. 

H.  Picquot:  Note  über  das  Plücker’sche  Konoid. 

H.  Poincare:  Ueber  die  Determinanten  unendlich  hoher  Ord- 
nung. 

A.  E.  Pellet:  Ueber  die  Gleichung  4.  Grades  und  die  ellipti- 
schen Functionen. 

De  Presle:  Ueber  die  Zerlegung  einer  quadratischen  Form  in 
eine  Summe  von  Quadraten  linearer  und  unabhängiger  Formen.  — 
Ueber  die  Entwickelung  der  elliptischen  Functionen  in  trigonome- 
trische Reihen.  — Multiplication  zweier  Determinanten  desselben 
Grades. 

Neu:  Neue  Construction  der  Selbstschattencurve  einer  Rotations- 
fläche und  deren  Tangente  in  beliebigem  Punkte. 

Emile  Lemoine:  Einige  Fragen  in  Bezug  auf  das  Studium 
der  Antiparallelon  der  Seiten  eines  Dreiecks. 

J.  Deruyts:  Ueber  den  Wert  des  Restes  der  Näherungsformeln 
für  die  Berechnung  der  bestimmten  Integrale.  H. 
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XIX. 


Sammlungen. 

Sammlung  von  Lehrsätzen  und  Aufgaben  aus  der  Stereometrie. 
Im  Anschluss  an  nachgelassene  Papiere  des  Oberlehrers  Dr.  Kretsch- 
mer bearbeitet  von  Dr.  H.  Thieme,  ord.  Lehrer  am  Realgymnasium 
zu  Posen.  Leipzig  1885.  B.  G.  Teubner.  92  S. 

Dies  Buch  fallt  unzweifelhaft  einen  bisher  vorhandenen  Mangel 
aus.  Während  immer  neue  Sammlungen  von  Aufgaben  jeder  Art, 
vorzugsweise  aber  vou  Constructionsaufgaben , für  Uebungen  in  der 
Plauimetrie  erscheinen,  gibt  es  zu  gleichem  Zwecke  für  die  Stereo- 
metrie noch  äusserst  wenig  Uebuugsstoff,  und  dieser  beschränkt  sich 
in  unverhältuissmässigem  Grade  auf  Rechenaufgaben.  Der  Verfasser 
findet  keinen  Grund  dieser  Ungleichheit  in  der  Sache  selbst;  er  sagt 
vielmehr  im  Vorwort:  „Und  doch  ist  die  Stereometrie  durchaus 
nicht  in  höherem  Grade  eine  rechnende  Wissenschaft  als  die  Plani- 
metrie“. Diese  Aeusserung  widerlegt  sich  bei  jeder  näheren  Be- 
trachtung. Schon  die  factischo  Gestaltung  der  Doctriu  zeigt,  dass 
die  Stereometrie  mehr  in  ein  Rechnen  übergeht  als  die  Plauimetrie. 
Der  Lehre  von  den  Gcradon  uud  Winkeln  entspricht  die  Lehro  von 
der  Lage  der  Geraden  und  Ebenen  im  Raume.  Diese  elementarsten 
Grundlehreu  sind  das  einzige,  worin  auf  beiden  Seiten  in  voller  All- 
gemeinheit ohne  Ausscheidung  der  räumlichen  Qualitäten  die  An- 
schauung den  Lehrstoff  bewältigt.  Den  Lehren  vou  Congrueuz  und 
Aehnlichkeit  entsprechen  nur  partiell  Special  betraebtungeu , die  kein 
Thema  zu  erschöpfen  streben.  Die  sphärische  Geometrie  als  An&logou 
der  Kreislcbre  lenkt  bald  in  dio  Trigonometrie,  d.  b.  in  das  Rechnen, 
ein.  Auch  in  Betreff  der  Flächenglcichheit,  welche  zu  so  vielen 
Vcrwandlungsaufgaben  Anlass  bietet,  ist  von  der  analogen  Körper- 
verwandlung nicht  die  Rede.  So  ist  auch  die  höhere  synthetische 

Arth.  d.  Math.  o.  Pk;a.  2.  Seiko,  Teil  V.  Heft  S.  3 
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Geometrie  viel  fruchtbarer  im  Gebiete  der  Ebene  als  des  Raumes. 
Die  Erklärung  der  ungleichen  Gestaltung  liegt  sehr  nahe.  Für  das 
unendlich  weitere  Gebiet  der  räumlichen  Gebilde  mit  entsprechend 
weiterer  qualitativer  Mannichfaltigkeit  besitzen  wir  doch  keine  ent- 
sprechend erweiterten,  sondern  nur  dieselben  Geisteskräfte.  Daher 
sind  wir  in  der  Stereometrie  früher  als  in  der  Planimetrie  genötigt 
die  Qualitäten  auf  Quantitäten  zurückzuführen.  Demnach  ist  nicht 
nur  die  Theorie,  namentlich  die  Schuldoctrin,  auf  Seiten  der  Stereo- 
metrie in  höherem  Grade  rechnend,  sondern  muss  es  auch  der  Natur 
der  Sache  nach  sein.  Handelt  es  sich  aber  um  Uebungsaufgaben,  so 
wird  jene  Ungleichheit  teils  gehoben,  teils  compensirt.  Zunächst  fällt 
bei  der  Uebnngsaufgabe  der  Gesichtspunkt  der  Allgemeinheit  ganz 
weg.  Fehlt  also  auch  die  analoge  Theorie  für  manche  Gebiete  der 
Planimetrie,  so  gibt  es  doch  eine  unbegrenzte  Menge  instructiver 
Specialfälle,  die  mit  Anwendung  planimetrischer  Sätze  zu  lösende, 
geeignete  Aufgaben  zur  Stereometrie  liefern.  Ferner  lassen  sich  die 
räumlichen  Gebilde  durch  Projectionen  auf  ebene  reduciren,  d.  i.  die 
qualitative  Mannichfaltigkeit  durch  Isolirung  verringern.  Auch  hierin 
ist  die  Aufgabe  nicht  an  die  Grenzen  der  Theorie  gebunden;  denn 
projiciren  im  einzelnen  Falle  kann  der  Schüler  auch  ohne  Theorie 
der  Projcction.  Dieses  und  manches  andre  ist  nun  im  vorliegenden 
Buche  recht  vielseitig  zu  Aufgaben  benutzt.  Offenbar  ist  es  weit 
schwieriger,  bei  so  complicirter  Sachlage  instructivo  Aufgaben  zu- 
sammenzufinden; als  in  der  Planimetrie,  wo  der  Stoff  unmittelbar 
entfaltet  vorliegt,  und  mag  sich  wol  daraus  der  bisherige  Mangel 
zum  Teil  erklären.  Um  so  verdienstlicher  und  dankenswerter  ist 
das  Unternehmen,  welches  bahnbrechend  mit  der  Bewältigung  der 
Schwierigkeit  einen  Anfang  macht  Das  Buch  ist  iu  14  Abscbnitto 
geteilt.  Der  1.,  2.,  9.  und  10.  Abschnitt  führen  durch  Uebungen  in 
das  Darstcllnngsverfahrcn  ein.  Spcciclle  Gebilde  werden  in  den 
übrigen  die  Ecken,  das  Prisma,  die  Pyramido,  die  Polyeder,  Cylinder, 
Kegel,  Kugel,  geometrische  Oerter,  Potenzörter,  Pole  und  Polaren, 
das  Tactiousproblem,  die  Kegelschnitlo  behandelt.  Die  Aufgaben 
sind  teils  construirend , teils  abzählend  oder  sonst  beurteilend,  nur 
wenige  berechnend.  H. 


Sammlung  von  arithmetischen  und  algebraischen  Fragen  und 
Aufgaben,  verbunden  mit  einem  systematischen  Aufbau  der  Begriffe, 
Formeln  und  Lehrsätze  der  Arithmetik,  für  höhere  Schulen.  Von 
Dr.  Hermann  Schubert,  Oberlehrer  an  der  Gelehrtenschule  des 
Johanneums  in  Hamburg.  Erstes  Heft:  Für  mittlere  Klassen.  Zweite 
Auflage.  Potsdam  1886.  Aug.  Stein.  224  S. 
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Die  erste  Auflage  ist  im  2.  litt.  Bericht  S.  21  besprochen  wor- 
den. In  der  2 ten  sind  noch  eingekleidete  Gleichungen  hiuzugekom- 
men,  im  übrigen  stimmt  sio  mit  der  ersten  überein.  H. 

Flächen-  und  Körperberechnung  in  Lehrsätzen  und  Aufgaben 
nebst  Kegeln  und  Uebungsbeispielen  aus  der  Arithmetik  und  Algebra 
zum  Gebrauche  für  Navigationsschulen.  Von  F.  Seel  hoff.  Dritte, 
veränderte  und  vermehrte  Auflage.  Bremen  1886.  U.  Heinsius.  106  S. 

Das  Buch  besteht  aus  2 Teilen:  der  erste  enthält  Aufgaben  aus 
der  Arithmetik  und  Algebra,  der  Reihe  nach  über  das  Rcchuen  mit 
gemeinen  Brüchen,  mit  Decimalbrüchcn,  mit  Zahlen,  die  Vorzeichen 
haben,  mit  Potenzen,  mit  Wurzeln,  mit  Logarithmen,  Uber  die  Auf- 
lösung und  Reduction  von  Gleichungen,  einiges  über  Geldrechnung 
und  über  Teilbarkeit.  Die  Regeln  sind  in  der  neuen  Anflage  vor 
jeder  Classe  von  Aufgaben  ausgesprochen.  Die  Aufgaben  in  den 
meisten  Rechnungsarten  sind  rein  numerisch,  nur  bei  einigen,  wo  es 
sich  um  die  Ausdrucksform  handelt,  kommen  Buchstaben  in  Anwen- 
dung. Aufgaben  aus  der  Praxis,  deren  Ansatz  erst  zu  finden  ist, 
sind  vorhanden,  wiewol  nur  in  geringer  Anzahl.  Der  zweite  Teil 
des  Buches  enthält  die  Lehre  von  der  Berechnung  der  Flächen  und 
Körper  (mit  Anwendung  anf  die  Segelflächen)  an  welche  sich  Auf- 
gaben anschliessen.  Die  Inhaltsformeln  sind  am  Schlüsse  zusammen- 
gestellt. Viele  Aufgaben  sind  durch  neue  ersetzt.  H. 

Mathematische  Aufgaben  zum  Gebrauche  in  den  obersten  Klassen 
höherer  Lehranstalten.  Aus  den  bei  Entlassungsprüfuogen  an  preus- 
siseben  Gymnasien  und  Realgymnasien  gestellten  Aufgaben  ausgewählt 
und  mit  Hinzufügung  der  Resultate  zu  einem  Uebungsbuche  vereint 
von  Prof.  BL  C.  E.  Martus,  Direktor  des  Sopbien-Realgymnasiums 
in  Berlin.  Zweiter  Teil:  Resultate.  Fünfte  Auflage.  Leipzig  1883. 
C.  A.  Koch.  294  S. 

Die  3.  Auflage  der  Aufgaben  ist  im  223.  litt.  Bor.  S.  29,  die  4 te 
im  248.  1.  B.  S.  39,  die  3.  Auflage  der  Resultate  im  231.  1.  B.  S.  36 
besprochen.  Mit  Resultaten  werden  nicht  bloss  die  sich  ergebenden 
Zahlen  und  algebraischen  Ausdrücke,  sondern  die  erschöpfenden  An- 
gaben, welche  den  in  jeder  Aufgabe  enthaltenen  Fragen  genugtun, 
bezeichnet.  H. 

Dr.  Ernst  Klein  panische  Aufgaben  zum  praktischen  Rechnen. 
Für  Gymnasien , Realgymnasien , sowie  für  mehrstufige  Bürger-  und 
Töchterschulen.  Zwölfte,  gänzlich  neu  bearbeitete  Auflage  von  Dr. 
F.  Mertens.  Bremen  1886.  M Heinsius.  944-76+144  S. 


Digitized  by  Google 


28 


Litterarücher  Bericht  XIX. 


Vorstufe  zn  den  Dr.  Ernst  Kleinpaulschen  Aufgaben  zum 
praktischen  Rechnen.  Für  die  Vorschulen  der  Gymnasien  und  Real- 
gymnasien, sowie  für  die  Unterklassen  der  nlehrstufigen  Bürger-  und 
Töchterschulen.  Von  Dr.  F.  Mertens.  Bremen  1886.  M.  Ileinsius. 
76  S. 

Diese  Aufgabensammlung  zeichnet  sich  aus  durch  erschöpfendo 
Gründlichkeit  und  Vielseitigkeit,  mit  welcher  zuerst  eine  völlige  Ver- 
trautheit mit  dem  Zahlengebiet,  seiner  Verwendung  und  Handhabung 
erzielt,  daun  bei  Einübung  der  Rechnungsarten  jede  in  der  gemeinen 
Praxis  auftreteude  Frageform  berücksichtigt  wird.  Die  12.  Auflage 
unterscheidet  sich  von  allen  früheren  durch  die  Einführung  der 
Decimalbrucbrcchnung  und  aller  Consequenzen  derselben.  Zu  letzten! 
gehört  namentlich  der  Wegfall  der  mehrfachen  Schreibung  mehrfacher 
Benennung  und  der  Reduction  der  Bcnennnngen  auf  einander,  soweit 
diese  in  Decimal Verhältnissen  stehen,  wie  os  in  neuster  Zeit  fast 
durchgängig  in  den  europäischen  Münz-,  Gewichts-  und  Massorduun- 
gen  der  Fall  ist  Die  Sammlung  bestand  früher  aus  2 und  besteht 
jetzt  aus  3 Heften.  Das  erste  enthält  die  4 Grundrecbnungcn  in 
ganzen  unbenannten,  einfach  und  mehrfach  benannten  Zahlen,  sowio 
die  einfachsten  Fälle  der  Bruchrechnung;  das  zweite  die  gemeinen 
Brüche,  die  Dccimalbrüche  und  die  einfachsten  Fälle  der  bürgerlichen 
Rechnungsarten;  das  dritte  Verhältnisse  und  Proportionen,  Procent-, 
Gesellscbafts-,  Mischungs-,  Münz-,  Wechsel-  und  Warenrechnungen, 
Contocorrente , Quadrat-  und  Kubikwurzeln,  Flächen-  uud  Körper- 
bercchnungen.  Die  Vorstufe  behandelt  in  3 Cnrsen  das  Zahlengebict 
von  1 bis  1000.  H. 


Aufgaben  aus  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  mit  den 
Resultaten  für  höhere  Lehranstalten  und  für  den  Selbstunterricht. 
Von  Dr.  Oskar  Janisch,  weil.  Direktor  des  Realgymnasiums  zu 
Landeshut  in  Schl.  Herausgegeben  von  Dr.  H.  Funcke,  Oberlehrer 
an  der  Ober-Realscbule  in  Potsdam.  Potsdam  1886.  Aug.  Stein.  200  S. 

Diese  reiche  Sammlung  von  Aufgaben,  vom  Director  Janisch 
grösstenteils  selbst  gefunden,  von  seinem  Sohne  zusammcngestcllt  und 
abgesehen  von  einigen  Vereinfachungen  unverändert  vom  Heraus- 
geber beibehalten,  bietet  Gelegenheit  zur  Einübung  des  Coordinaten- 
gebranches  durch  Beispiele  in  unerschöpflicher  Menge,  wiewol  nur  in 
geringer  Ausdehnung  der  Mannichfaltigkeit.  In  allen  Aufgaben  wird 
die  Bestimmung  des  Ortes  eines  Punktes  gefordert,  der  unter  ge- 
gebenen Bedingungen  variirt  Sowol  die  gegebenen  Rauragebilde, 
nach  welchen  das  Buch  eingeteilt  ist,  als  auch  die  resultirenden 
Oerter  sind  ausschliesslich  Gerade,  Kreise,  Parabeln,  Ellipsen,  Hy- 
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perbeln.  Es  bat  an  sich  Interesse  die  Kegelschnitte  in  einer  so  viel- 
fachen Entstehung  kennen  zu  lernen.  Das  Verfahren  der  Lösung 
wird  in  den  Aufgaben  selbst  nicht  gezeigt  noch  angedeutet.  Statt 
dessen  sind  ausgefübrte  Lösungen  ausgewählter  Beispiele  als  Einlei- 
tung vorausgeschickt.  Aus  diesen  möchte  sich  indes  die  Methode 
schwerlich  erkennen  lassen.  H. 

A synopsis  of  elementary  rcsults  in  pure  matbematics : containing 
propositions , formulae  and  methods  of  analysis,  with  abridged  de- 
monstrations.  Supplementcd  by  an  indes  to  the  papers  on  puro 
matbematics  which  are  to  bc  found  in  the  principal  journals  and 
transactions  of  learned  socicties  both  cnglish  and  forcign,  of  the 
present  Century.  By  G.  S.  Carr,  M.  A.  London  1886.  Francis 
Hodgson.  Cambridge,  Macmillan  and  Bowes.  935  S. 

Das  Werk  ist  ein  Versuch  alle  Sätze  der  Mathematik  geordnet 
zusammcnzustcllcn.  Die  Reihenfolge  ist  die  didaktische,  so  dass 
durch  Ergänzung  aller  Deductioncn  ein  universelles  Lehrbuch  ent- 
stehen wilrdo.  Nur  sind  über  diesen  Entwickelnngsgang  zwei  Teilungs- 
principe  gestellt.  Der  erste  Hauptteil  enthält  die  elementare  Mathe- 
matik, uud  zwar  erst  Arithmetik,  daun  Geometrie,  der  zweite  dio 
höhere  Mathematik,  erst  die  reine  Analysis,  dann  die  synthetische, 
dann  die  analytische  Geometrie.  In  der  Analysis  kann  man  die 
Grenze  der  erreichten  Stufe  finden.  Sie  wird  nur  bis  zu  gewissem 
Punkte  verfolgt;  es  sind  z.  B.  die  elliptischen  Functionen  ausgeschlos- 
sen, und  die  Geometrie  geht  nur  um  ein  geringes  über  die  Gebilde 
2.  Grades  hinaus  in  die  Flächentheorie  ein.  Jedenfalls  ist  die  Ans- 
dehnung des  Werkes  weit  grösser  als  es  der  Titel  verspricht.  Dio 
Bearbeitung  zeugt  von  grossem  Tact  und  Fleiss  in  der  Auswahl  der- 
jenigen Angaben,  welche  man  veranlasst  sein  kann  zu  suchen.  Die 
Auffindung  wird  durch  mehrere  Verzeichnisse  erleichtert;  bei  häufi- 
gem Gebrauche  wird  man  bald  finden,  wo  das  Gewünschte  zu  suchen 
ist.  H. 


Tabellen. 

Fünfstellige  logarithmisch-trigonometrische  Tafeln  für  die  Decimal- 
theilung  des  Quadranten  mit  ausführlichen  Tafeln  zum  Uebergang 
von  der  neuen  Theilung  des  Quadranton  in  die  alte  und  umgekehrt 
nebst  vierstelligen  Tafeln  der  Zahleuwerthe  der  trigonometrischen 
Functionen,  sowie  gewöhnlichen  Logarithmentafeln  und  Quadrattafeln. 
Mit  einem  Vorworte  von  W.  Foerster,  Geh.  Regierungsrath,  Di- 
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rector  der  Königl.  Sternwarte  und  Professor  au  dor  Universität  zu 
Berlin.  Herausgegeben  von  H.  Gravelius.  Berlin  1836.  Georg 
Kcimer.  203  S. 

Im  Vorworte  wird  die  Frage  des  Uebergangs  von  der  gewöhn- 
lichen zur  Dccimalteiluug  des  Quadranten  nach  allen  Seiten  hin  be- 
leuchtet und  alle  Einwände  dagegen  erwogen.  Das  Urteil  lautet 
dahin,  dass  die  Vorteile  der  Decimaltoilung  dio  Nachteile  (unter  denen 
sich  ganz  allein  der  Verlust  einer  directen  Drei-  und  Vierteilung 
anfweisen  lässt)  und  einige  zur  Zeit  veranlasste  Umstände  bei  weitem 
überwiegen,  mit  Hinzufügen  nur,  dass  den  trigonometrischen  Tafeln 
auch  Reductionstafeln  beigegeben  werden  müssen.  An  dieser  Stelle 
mögen  zwei  Punkto  hervorgehoben  werden.  Wenn  man  bisher  ge- 
zögert hat,  Tafeln  mit  Decimalteiiung  hcrauszugeben,  weil  die  Dcciraal- 
teilung  der  Winkel  nicht  iu  Gebrauch  sei,  so  ist  offenbar  die  Causal- 
verbindung  geradezu  die  verkohrte : die  Decimalteiiung  kann  vielmehr 
nicht  in  Aufnahme  kommen,  so  lange  die  nötigen  Ililfsmitttcl,  nämlich 
eine  fünfstellige  and  eine  siebenstellige  trigonometrische  Tafel,  fehlen. 
Konnte  noch  ein  Zweifel  sein,  dass  nach  Herausgabe  derselben  ihr 
Gebrauch  sich  in  nächster  Zeit  einbürgern  würde,  so  ist  das  Verdienst 
des  Bearbeiters  und  des  Verlegers  um  so  mehr  anzuerkennen,  welche 
den  ersten,  ganz  unentbehrlichen  Schritt  getan  haben,  bessere  Zustände 
herbeizuführen.  Ferner  muss  der  Einwand,  dass  dio  Instrumente 
bereits  für  die  alte  Winkelteilung  eingerichtet  seien,  als  ganz  nichtig 
erscheinen,  wenn  man  erwägt,  dass  niemand  Bedenkon  trägt,  bei 
Beobachtungsapparaten  Scalen  anzuwenden,  deren  Zahlen  zum  Ge- 
brauche erst  reducirt  werden  müssen.  Die  Reductionsarbeit , auch 
wenn  sie  zweimal  nötig  sein  sollte,  ist  verschwindend  gering  einer- 
seits gegen  die  Beobachtungsarbeit,  andrerseits  gegen  dio  Arbeit 
der  Rechnung  mit  den  erlangten  Daten.  Dies  ist  schon  der  Fall, 
wo  sie  mit  gewöhnlicher  Rechnung  vollzogen  wird;  im  Gegenwär- 
tigen wird  sie  noch  ausserdem  durch  eine  besondere  Tafel  unter- 
stützt. Die  spätere  Herausgabe  6 und  7stelliger  Tafeln  wird  in 
Aussicht  gestellt.  Der  Verfasser  hat  es  für  geraten  gehalten,  die 
der  gewöhnlichen  analoge  mehrfache  Benennung  der  Teilwinkel 
zu  gebrauchen  und  dringt  nur  darauf,  dass  dazu  nicht  dieselben 
Wörter  und  Zeichen,  Grad,  Minute  etc.,  in  Anwendung  kommen. 
Jedenfalls  ist  die  mehrfache  Benennung  nur  in  Rücksicht  auf  die 
Tafeln  als  Raumersparung  empfohlen.  Bei  Angaben  und  in  der 
Rechnung  ist  jede  Benennung  ausser  dem  Quadranten,  sowie  jedes 
Zeichen  dafür  zu  verwerfen,  weil  diese  Einführungen  die  erreichte 
Vereinfachung  wieder  verringern.  Wünschenswert  ist  dagegen  ein 
kleines,  koinem  Alphabet  entnommenes  Zeichen  für  den  Quadranten 
selbst,  hier  bezeichnet  durch  q.  Das  Werk  enthält  10  Tafeln,  welche 
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geben:  die  Logarithmen  der  Zahlen,  Verwandlung  der  natürlichen 
Logarithmen  in  briggische  und  umgekehrt,  die  Logarithmen  der  sin, 
cos,  tg,  cot,  die  Differenz  der  Logarithmen  der  sin  und  tg  vom  Lo- 
garithmus des  Bogens  für  kleino  Winkel,  dio  trigonometrischen  Functionen 
selbst,  die  Kreisbogen,  Reduction  der  mehrfach  benannten  alten  Be- 
nennung, Relation  von  Bogeumass  und  Zeitmass,  Quadrate  der  Zahlen 
bis  10000,  einige  wichtige  Zahlen.  Die  Logarithmen  der  trigono- 
metrischen Functionen  sind  direct  für  die  Zehntauscndtcl  Quadranten, 
die  der  Functionen  selbst  für  die  Tausendtel  angegeben.  Die  Grösse 
der  Ziffern  ist  mittelmassig,  der  Druck  sehr  deutlich.  H. 

Tabellen  für  die  Zinses-Zinsen-  und  Renten-Rechnung  mit  An- 
wendung derselben  auf  die  Berechnung  von  Aulebcn,  Construction  von 
Amortisationsplanen  etc.  Von  SimonSpitzer.  Dritte,  verbesserte 
und  vermehrte  Auflage.  Wien  1886.  Carl  Gerold’s  Sohn.  513  S. 

Das  Werk  enthält  eine  Unterweisung  in  den  6 Rechnungsarten, 
welche  die  Renten-  und  Schuldentilgungspraxis  erfordern,  nebst  den 
zugehörigen,  teils  den  Tafeln  vou  Violeine  und  Ritter  entlehnten, 
teils  vom  Verfasser  berechneten  Tafeln.  Von  den  Rechnungsarten 
sind  die  2te,  4te,  6te  bzhw.  dio  reciproken  der  lsten,  3ten,  5ten. 
Die  Tafeln  geben  bis  auf  8 Bruchstellen,  unter  2 Entrees,  nämlich 
horizontal  dio  Procento  des  Zinsfusses,  vertical  die  Zeit  gestellt,  erst 
das  Anwachsen  des  Capitals,  beginnend  mit  1,  dann  endigend  mit  1, 
ebenso  bei  gleichmässiger  Nachzahlung  in  gleichen  Terminen,  dann 
die  Schuldentilgung  in  gleichen  Terminen;  reciprok  den  Betrag  der 
jedesmaligen  Abzahlung.  H. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Abhandlungen  zur  Metbodo  der  kleinsten  Quadrate  von  Carl 
Friedrich  Gaues.  In  deutscher  Sprache  herausgegeben  von  Dr. 
A.  Börse h und  Dr.  P.  Simon,  Assistenten  im  Königl.  Preussischen 
Geodätischen  Institut.  Berlin  1887.  P.  Stankiewicz.  208  S. 

In  diese  Sammlung  sind  folgende  7 Abhandlungen  von  Gauss 
aufgenommen  worden.  Theorie  der  den  kleinsten  Fehlern  unterwor- 
fenen Combination  der  Beobachtungen.  Aus  der  Theorie  der  Bewe- 
gung der  Himmelskörper,  welche  in  Kegelschnitten  die  Sonne  um- 
laufen: Bestimmung  der  Bahn,  die  beliebig  viele  Beobachtungen  so 
genau  als  möglich  erfüllt.  Aus  der  Untersuchung  über  die  elliptischen 
Elemente  der  Pallas  aus  den  Oppositionen  der  Jahre  1803  bis  1809. 
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Bestimmung  der  Genauigkeit  der  Beobachtangen.  Anwendung  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  auf  eine  Aufgabe  der  praktischen  Geo- 
metrie. Chronometrische  Längenbestimmungen.  Bestimmung  des 
Breitenunterschiedes  zwischen  den  Sternwarten  von  Göttingen  und 
Altona  durch  Beobachtungen  am  Ramsden’schen  Zcnithscctor.  Ausser- 
dem einige  Auszüge  und  Bemerkungen  zu  einzelnen  Stellen. 


Cours  de  raathf'raatiques  sp6ciales.  Premiere  partie:  Algöbre. 
Par  M.  G.  de  Longchamps,  Professeur  de  mathömatiques  sp6cia- 
les  au  Lycie  Charlemague.  Paris  1883.  Cb.  Delagrave.  671  S. 

Das  Buch  enthalt  die  Vorlesungen  des  Verfassers  am  Lyceum, 
die  es  nach  eigner  Aussage  fast  genau  wiedergibt.  Eigentümlich  am 
Lehrgang  ist,  dass  der  Vortrag  bei  den  Principieu  nie  verweilt,  son- 
dern nach  den  nötigen  Definitionen  sogleich  in  ciue  Reihe  interessan- 
ter Sätze  und  Specialbetracbtungen  übergeht,  sich  also  Erledigung 
einer  Frage  niemals  zum  Ziele  setzt.  Was  unter  dem  Titel  „Algebra“ 
zusammengefasst  ist,  umfasst  einen  Teil  der  hohem  Algebra  und 
einen  Teil  der  reinen  Analysis.  Die  einzelnen  Gegenstände  sind 
folgende:  Identitäten,  combiuatorische  Analysis,  binomische  Formel, 
Quadratwurzel  und  mte  Wurzel  aus  Polynomen,  Determinanten, 
lineare  Gleichungen,  homogene  Gleichungen,  Irrationalzahlen,  imagi- 
näre Ausdrücke,  quadratische  und  biquadratische  Gleichungen,  Trans- 
formation irrationaler  Ausdrücke,  Ungleichungen,  Ketteubrüche,  Stetig- 
keit der  Functionen,  die  Zahl  t und  die  Logarithmen,  Differentiation, 
Taylorsche  Reihe,  Variationslauf  der  Fuuctionen,  unbestimmte  Aus- 
drücke, quadratische  Formen,  Satz  von  Aleinbert,  symmetrische 
Functionen,  Elimination,  gleiche  Wurzeln,  Transformation  der  Glei- 
chungen, Erniedrigung  ihres  Grades,  Greuzwerto  der  Wurzeln,  Wur- 
zeln uud  rationale  Factoren,  Satz  vou  Rolle,  Satz  von  Descartes, 
Satz  von  Sturm,  Näherungsmethoden,  Zerlegung  rationaler  Brüche, 
algebraische  Auflösung  der  Gleichungcu  3.  uud  4.  Grades,  algebraische 
Division,  Multiplication  der  Determinanten,  Satz  von  Sylvester,  neuo 
Darlegung  der  Principieu  der  Rechnung  mit  Imaginärem  An  diu 
Behandlung  jedes  Themas  schliesst  sich  eine  Reibe  von  Aufgaben. 

Das  Buch  hat  später  eine  Vermehrung  erhalten  durch  das  hin- 
zukommende 

Supplement  conforme  au  nouveau  Programme  du  22  mai  1885. 
Paris  1885.  173  S. 

Diese  Ergänzung  behandelt:  die  Reihen,  die  Unendlichklcinen, 
den  Begriff  des  bestimmten  Integrals,  die  Quadraturen,  die  endlichen 
Differenzen  uud  die  Interpolation.  H. 
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Geometrie. 

Cours  de  mathematiques  spdciales.  Deuxtemo  partie : Geometrie 
aualytiqae  ä deux  dimensious.  Par  M.  G.  de  Longekamps,  Pro- 
fesseur  de  math£matiqnes  sp£ciales  au  Lycee  Charlemagne.  Paris 
1884.  Ch.  Delagrave.  636  S. 

Der  2.  Teil  des  Cursus  ckarakterisirt  sich  durch  die  gleicho  Eigen- 
schaft der  Lehrweise,  die  wir  am  ersten  bemerkt  haben : der  Lehrstoff 
wird  als  eine  Monge  von  Sätzen  betrachtet,  unter  denen  die  instruc- 
tivston  zur  Mitteilung  ansgewählt  sind.  Der  Reihe  von  Sätzen  geben 
genügende  Erklärungen  voraus,  auf  dieselbe  folgen  Ucbungen.  Das 
Unterscheidende  der  analytischen  Geometrie  sieht  der  Verfasser  in 
der  Anwendung  der  Coordinaten  und  in  dem  rechnenden  Deductions- 
gang,  ihr  Hauptgegenstand  sei  die  Lehre  von  den  Curven  und  Flächen. 
Die  Themata  sind  der  Reihe  nach : Coordinaten,  einige  berühmte  Curven, 
Bildung  homogener  Ausdrücke,  Transformation  der  Coordinaten,  analy- 
tische Theorie  der  Geraden,  Formeln,  Kreis;  Tangenten,  Enveloppen, 
Polaren,  Asymptoten,  singulare  Punkte,  Mittelpunkte,  Durchmesser, 
Axen,  Homothetie  und  Aehnlichkeit,  Kegelschnitte  aus  der  allgemei- 
nen Gleichung,  Classification,  Reduction  der  Gleichung,  Invarianten, 
Brennpunkte  und  Directricen,  Sätzo  von  Desargues,  Mac-Laurin  und 
Braikenridge,  Pappus,  Chasles,  Pascal,  Brianchon,  Newton,  Carnot, 
Schnitt  zweier  Kegelschnitte,  Ellipse,  ihre  homographische  Transfor- 
mation, Hyperbel,  Parabel,  Coustructiou  der  Kegelschnitto  und  der 
Curven  überhaupt,  uuicursalc  Curven,  Polarcoordinatcn,  ebene  Schnitte 
des  Kegels  und  Cylinders,  graphische  Construction  der  Wurzeln  einer 
gegebenen  Gleichung.  H. 

Die  Elemente  der  projectivischen  Geometrie.  Von  Dr.  Emil 
Weyr,  o.  ö.  Professor  au  der  k.  k.  Universität  in  Wien.  Zweites 
Heft.  Theorie  der  Curven  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Classe.  Mit 
19  Holzschnitten.  Wien  1887.  Wilhelm  Braumüller.  228  S. 

Das  erste  Heft  ist  im  3.  litt  Bericht  S.  34  besprochen.  Das 
zweite  enthält  dio  Theorie  der  Kegelschnitte  und  die  Theorie  der 
Büschel  und  Reihen  von  Kegelschnitten,  soweit  letztere  innigst  mit 
dem  Theoreme  von  Desargues  Zusammenhänge  Auf  Netze  ist  nicht 
eiugegangeu  worden.  Die  behandelten  Themata  sind  der  Reihe  nach : 
Curven  und  Flächen  überhaupt,  die  Curven  2.  Ordnung  als  Erzeug- 
nisse projectivischer  Strahleubüschel , das  eingeschriebene  einfache 
Sechseck,  die  Curven  2.  Classe  als  Erzeugnisse  projectivischer  Punkt- 
reihen, das  umgeschriebene  einfache  Sechsseit,  dio  Polareigenschaften 
der  Kegelschnitto,  projcctivische  Punkt-  und  Tangentensysteme  an 
Kegelschnitten,  gemeinschaftliche  Elemente  zweier  Kegelschnitte, 
Durchmesser  und  Axen,  Brennpunkte.  H. 
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Vermischte  Schriften. 


Acta  Matkcmatica.  Zeitschrift  herausgegeben  von  G.  Mittag- 
Lefflcr.  IX.  Stockholm  1887.  F.  u.  G.  Beijer.  Berlin,  Mayer  und 
Müller,  Paris,  A.  Hermann. 

Der  Inhalt  des  9.  Bandes  ist: 

L.  Bendixson:  Ueber  eine  Ansdclmung  der  Gauss’schon  Inter- 
polationsformcl  ins  unendliche. 

P.  Tschobyschcff:  Ueber  die  Darstelluug  der  Grenzwertoder 
Integrale  durch  Integral-Residucu.  — Ueber  die  Summen  dor  Cocffi- 
cicnten  der  Reihen  von  positiven  Termen. 

A.  Markoff:  Ueber  eine  von  Tschebyschcff  gestellte  Maxiinum- 
uud  Minimum-Aufgabe. 

G.  Loria:  Ueber  einen  Beweis  des  Fundamentaltheorcms  der 
Theorie  der  algebraischen  Gleichungen. 

H.  Dobriner:  Die  Flächeu  constanter  Krümmung  mit  einem 
System  sphärischer  KrUinmungslinicn  dargestellt  mit  Hülfe  von  Theta- 
functionen zweier  Variabein. 

A.  Wobor:  Theorie  der  Abel’schen  Zahlkörper.  IV. 

Chr.  Zeller:  Kalenderformeln. 

Hj.  Mellin:  Ueber  einen  Zusammenhang  zwischen  gewissen 
linearen  Differential-  und  Differenzengleichungen, 

T.  J.  Stieltjes:  Note  über  eine  Entwickelung  des  Integrals 


r*J8x.  — Ueber  die  Wurzeln  der  Gleichung  Xu  -=  0. 


J.  Hacks:  Einige  Sätze  über  Summen  von  Divisoren. 

H.  Gyld6n:  Untersuchungen  über  die  Convergenz  der  Reihen, 
welcho  zur  Darstellung  der  Coordinaten  der  Planeten  angewandt  werdeu. 

E.  Netto:  Ueber  orthogonale  Substitutionen. 

A.  Bergor:  Ilerleituug  einiger  analytischen  Formeln  aus  einem 
elementaren  Satze  der  Zahlenthcorie. 

II.  Poincarö:  Ueber  die  Residuen  der  Doppeliutegrale. 

And.  Lindste  dt:  Ueber  ein  Theorem  des  Herrn  Tisserand 
aus  der  Störungstkeorio.  H. 


Atti  della  Reale  Accademia  dei  Lincei.  Anno  CCLXXXIII. 
1885—86.  Serie  quarta.  Rendiconti  publicato  per  cura  dei  Segrotari. 
Volume  II.  Roma  1886. 

Der  2.  Band  enthält  folgende  mathematische  und  allgemein 
physikalische  Arbeiten. 

G.  Frattini:  Ueber  die  Erzeugung  der  Opcratiousgruppc  und 
einen  Satz  der  Zahlenthcorie.  — Erweiterung  und  Inversion  eines 
Satzes  der  Zahlenthcorie. 
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L.  Bianchi:  lieber  die  dreifach  orthogonalen  Flächensystemc, 
welcho  eine  Schar  pseudosphärischer  Flächen  enthalten.  — Uebcr  die 
gemeinsamen  Lösungen  zweier  partiellen  Differentialgleichungen  2. 
Ordnuug  mit  2 Variabein. 

G.  Jung:  Uobcr  die  von  3 Systemen  erzeugten  Flächen,  die 
sich  aus  einauder  mittelst  birationaler  Transformation  herleiten  lassen. 

— Ueber  die  vielfachen  ebenen  Transformationen.  — Von  2,  einer 
beliebigen  birationalen  Transformation  associirten  vielfachen  Trans- 
formationen. 

E.  Padova:  Eigenschaft  der  Bewegung  eines  Rotationskörpers, 
auf  den  Kräfte  mit  der  Potentialfunction  //cos*  9 wirken. 

F.  Keller:  Ueber  die  Jolly’sche  Methode  der  Bestimmung  der 
mittleren  Dichte  der  Erde. 

F.  Brio  sch  i:  Die  neuen  Moduln  für  die  hyperelliptischen 
Functionen  zweier  Variabein.  — Ueber  den  Reihenausdruck  dieser 
Functionen.  — Ueber  die  Eigenschaften  einer  Classe  binärer  Formen. 

— Ueber  eine  Transformationsformcl  für  vielfache  Integrale. 

L.  Krön  eck  er:  Ueber  die  irreducibeln  algebraischen  Flächen 
mit  unendlich  vielen  ebenen  Schnitten,  dio  sich  in  2 Curven  teilen. 

C.  Segre:  Ueber  fundamentale  Räume  einer  Homographio. 

M.  Pieri:  Ueber  die  Doppelnormalen  einer  algebraischen  Raum- 
curvo  — einer  algebraischen  Fläche. 

L.  Palazzo:  Leber  die  Bestimmung  des  Inductionscoefficieutcn 
der  magnetischen  Stäbe  durch  Lamont’s  Methode. 

V.  Cerruti:  Ueber  die  Deformation  einer  homogenen  isotropen 
Kugel. 

F.  Chizzoni:  Ueber  eine  gewisse  Familie  von  Flächen,  dio  sich 
in  einer  involutorischen  Transformation  3.  Grades  im  Raume  treffen. 

— Ueber  eine  gewisse  Familie  von  Flächen,  welche  eine  neue  Familie 
von  Cyklidcn  enthält. 

P.  Cassani:  Ein  allgemeiner  Satz  über  dio  normalen  Linion 
der  verschiedenen  Räume. 

D.  Bcsso:  Ueber  eine  Classe  linoarer  Differentialgleichungen 
2.  Ordnung  und  über  die  Gleichung  5.  Grades. 

P.  Pizzctti:  Ein  Satz  über  den  mittleren  Fehler  einer  Function 
von  Grössen,  die  aus  der  Erfahrung  bestimmt  sind. 

E.  Cesäro:  Ueber  einige  Operationsgruppen.  — Algebraische 
Formen  in  arithmetischer  Verbindung. 

G.  Lazzeri:  Ueber  die  birationalen  Reciprocitäten  in  der  Ebene. 
P.  Visa lli:  Ueber  eine  Reihe  von  Flächen,  dio  sich  Punkt  für 

Punkt  auf  einer  Ebene  darstellen  lassen. 

G.  Ricci:  Ueber  dio  Systeme  von  Integralen,  die  von  einer 
linearen  homogenen  partiellen  Differentialgleichung  1.  Ordnung  un- 
abhängig sind. 
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E.  Bcrtini:  lieber  die  Bündel  von  Gebilden  ‘2.  Grades  in  einem 
Raume  von  n Dimensionen. 

Volterra:  lieber  eine  Eigenschaft  einer  Classo  transccndcnter 
Functionen 

S.  Pincherlc:  Einigo  vom  Prof.  Appell  an  Polyuomen  ge- 
machte Beobachtungen. 

R.  De  Paolis:  Uebcr  dio  projectivcu  Involutionen. 

H. 

Verslagen  en  Mcdedeclingen  der  Koninklijkc  Akademie  van 
Wctenschappen.  Afdecling  Natuurkundo.  Dcrde  reeks.  Twcede  dcel. 
Amsterdam  188(1.  Johannes  Müller. 

Der  2.  Teil  enthält  folgendo  mathematische  und  allgemein  phy- 
sikalische Arbeiten. 

C.  H.  C.  Grinwis:  Der  Eiufluss  von  Leitern  auf  dio  Verteilung 
der  elektrischen  Energie. 

Gb.  M.  Schols:  Die  halbconvergcnte  Reihe  zur  Berechnung  des 
Integrals 

QO 

t HZ)  = «2*  f e-  **Bz 

i 

Eine  äquivalente  Projection  mit  Minimum-Abweichung  für  ein  kreis- 
förmiges Terrain  von  geringer  Ausdehnung. 

Stieltjos:  lieber  einige  Formeln  bezüglich  auf  die  Theorie  der 
elliptischen  Fuuctiouen.  — lieber  einige  bestimmte  Integrale. 

N.  Th.  Michaelis:  Der  Einfluss  von  Zugstangen  auf  das  Auf- 
setzen von  Drehbrücken. 

J.  Nieuwenhuyzeu  Krusemau:  Ueber  die  Potentialfunction 
des  elektrischen  Feldes  in  der  Kühe  einer  geladenen  Kugel. 

H.  A.  Lorentz:  Ueber  den  Eiufluss,  welchen  dio  Bewegung  der 
Erde  auf  die  Lichtcrscbcinungen  ausübt.  II. 

Annuairo  pour  Van  1887.  Public  par  lc  Bureau  des  Longitudcs. 
Avec  des  uoticcs  sciontitiques.  Paris,  Gauthicr-Villars.  891  S. 

Das  gegenwärtige  Annuairo  eutbält:  den  Kalender  mit  astrono- 
mischen und  chronologischen  Angaben,  Masse,  Gewichte  und  Münzen 
aller  Staaten  der  Erde,  Tafeln  der  Zinsrechnung,  Geographie  und 
Statistik,  physikalische  und  chemische  Angaben,  sämtliche  mit  selte- 
ner Vielseitigkeit  und  Detaillirung.  H. 
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XX. 


Methode  und  Principien. 


Grnndzüge  einer  Theorie  der  kosmischen  Atmosphären  mit  Be- 
rücksichtigung der  irdischen  Atmosphäre.  Bearbeitet  auf  Qrnnd  der 
dynamischen  Gastbeorie  von  Wilhelm  Schlemüller,  k.  k.  Haupt- 
mann im  36.  Infanterie-Begiroent.  Prag  1663.  H.  Dominicas.  50  S. 


Der  Verfasser  sacht  in  dieser  Schrift  die  Atmosphären  der  Welt- 
körper, unter  Voraussetzung  gleicher  Gültigkeit  für  alle,  durch  die 
Relationen  zwischen  Druck  p,  Geschwindigkeit  der  Molecüle  t>,  En- 
ergie E,  Temperatur  T und  Volum  9 zu  charakterisiren.  Durch 
Combination  bekannter  Resultate  and  Betrachtungen  findet  er  „für 
ruhende,  nicht  bestrahlte,  einfache"  Atmosphären : 


P_ 

Pi 


also  je  2 bedingt  durch  einander  ohne  mögliche  Variation  mit  einer 
zweiten  Unabhängigen.  Nach  seiner  Auffassung  bestehen  die  die 
Atmosphäre  ausmachenden  Gase  aus  elastischen  Molccülcn  in  schneller 
Bewegung  ohne  gegenseitigen  Einfluss,  bei  Zusammeustoss  nur  ihre 
Bewegungen  aastauschend,  angezogen  vom  Wcltkörper.  Er  consta- 
tirt,  dass  die  Grundlagen  seiner  Theorie  in  2 Paukten  von  den  ge- 
wöhnlichen abweichen : erstens  nehme  er,  entgegen  Maxwell,  welcher 
alle  verschiedenen  Geschwindigkeiten  der  Molecüle  znliesse,  an,  dass 
die  Geschwindigkeit  aller  Molecüle  gleich  sei  und  nur  in  engen 
Grenzen  mit  der  Temperatur  variire;  zweitens  habe  er  eine  Grand- 
gleichung der  dynamischen  Gastheorie  von  Clausins  „rectificirt". 
Erstere  Abweichung  möchte  wol  schwerlich  für  irgend  welche  Re- 
sultate Folgen  haben;  dagegen  wirft  es  ein  eigentümliches  Licht  auf 

An*.  1.  Mith.  U.  Phj«.  2.  Boihe,  Teil  V.  Heft  4.  4 
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seine  Vorstcliungsweise , dass  er  es  für  eine  natOrliche  Consequeuz 
der  Identität  von  Temperatnr  nnd  Energie  der  Molecüle  erklärt,  dass 
bei  gemeinsamer  Temperatur  sieb  aoeh  die  Geschwindigkeiten  aus- 
gleichen  müssten.  In  den  2 letzten  Abschnitten  werden , gegenüber 
den  einfachen  Atmosphären,  von  denen  bisher  die  Rede  war,  erst  die 
aus  verschiedenen  Gasen  bestehenden  Atmosphären,  daun  näherungs- 
weise  die  Einflüsse  der  Bestrahlung,  Condensation  u.  s.  w.  in  Betracht 
gezogen.  Hoppe. 


Oie  Gay-Lussac’scbe  Formel.  Eine  Abhandlung  von  Professor 
K.  Hüll  mann.  Oldenburg  1886.  H.  Hiutzen.  39  S. 

Die  Schrift  besteht  aus  3 verschiedenartigen  Teilen:  Kritische 
Aeusscrungen  des  Verfassers  Uber  die  Gay-Lussac’sche  Formel,  Ant- 
worten auf  3 Recensioneu  seiner  frühem  Schrift:  „Der  Raum  und 
seine  Erfüllung“  — nebst  Abdruck  eines  Teiles  derselben,  Sprachver- 
besserungen.  Wir  beginnen  mit  dem  zweiten  Teile.  Die  genannte 
Schrift  ist  in-  der  Deutschen  Literaturzeitnng,  im  Literarischen  Cen- 
tralblatt und  in  diesem  Archiv  (litt.  Bericht  9.  S.  5)  besprochen. 
Jede  dieser  Recensioneu  ist  hier  abgedruckt.  Auf  jedes  einzelne  Ur- 
teil hat  der  Verfasser  eine  Antwort,  aber  eine  ausweichende,  welche 
den  Sinn  nicht  zu  verstehen  scheint.  Es  genüge  auf  den  Fehler  bin- 
zuweisen,  auf  welchen  er  von  zwei  Seiten  aufmerksam  gemacht  wor- 
den ist.  Dass  die  Annahme,  die  Körperatome  zögen  die  Aetberatome 
au  und  würden  von  diesen  abgestosseu,  ein  Gruudgesetz  der  Mechanik 
verletzt,  ist  ihm  zweimal  von  verschiedenen  Referenten  gesagt  worden ; 
dennoch  antwortet  er  das  zweitemal:  „Mir  sehr  neu“.  Er  hat  also 
wol  das  erstemal  den  Angriff  gar  nicht  gemerkt.  Es  ist  schon  auf- 
fallend, dass  er  an  die  Consequenzcn  seiner  Annahme,  nach  weicher 
zwei  solche  Atome  in  gehöriger  Lage  eine  entsprechende  Last  un- 
endlich hoch  heben  und  eine  unbegrenzte  lebendige  Kraft  aus  nichts 
erzeugen  müssten,  überhaupt  nicht  gedacht  bat  Nun  aber  sagt  er 
recht  naiv  hierzu : „Ich  habe  aber  von  keiner  Arbeitsverrichtung  ge- 
sprochen“. Also,  was  den  Irrtum  ans  Licht  briugen  würde,  hat  er 
vcrscb'riegeu.  Was  den  physikalischen  Gegenstand,  den  des  ersten 
Teils  der  Schrift,  die  Ausdehuuug  durch  die  Wärme  betrifft,  so 
handelt  es  sich  bis  zur  letzten  Seite  nur  um  die  Ungcuauigkeit  der 
Gay-Lussac’schen  Formel,  worüber  kaum  etwas  neues  zu  Tage  kommt! 
Schliesslich  stellt  der  Verfasser  statt  der  arithmetischen  Progression 
»“*’o(l+K0  d>6  geometrische  v=^vacai  auf.  Um  empirische  Bestätigung 
bekümmert  er  sich  nicht.  In  der  rationellen  Herleitung  ist  die  geo- 
metrische Progression  schou  vorausgesetzt;  es  ist  daher  eine  Täu- 
schung, wenn  er  darin  eine  Begründung  sieht.  Auf  das  Thema  der 
Sprachvcrbcsserungen  wird  er  dadurch  geführt,  dass  jemand  seinen 
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Ausdruck  „verhältlich“  für  „proportional“  getadelt  hat  Eine  Ver- 
deutschung wie  diese,  ohne  Erklärung  verständlich,  mit  dem  Vorzug 
um  2 Silben  kurzer  zu  sein,  kann  man  wol  eher  willkommon  heissen. 
Ebenso  lässt  sich  die  Correction  des  Ausdrucks  „akustische  Durch- 
sichtigkeit“ (der  in  einigen  Schriften  stehen  soll)  in  „Durcbhörigkeit“ 
nur  billigen.  Es  ist  dies  ein  Beispiel  der  in  der  Fachtechnik  so 
sehr  beliebten  poetischen  Uebertragung,  die  aber  in  der  wissenschaft- 
lichen Sprache  nur  als  Verderb  zu  bezeichnen  ist  Fehlt  nämlich  in 
einem  Begriffsbezirk  das  Wort  für  einen  Gegenstand,  bo  greift  man 
oft  zuerst  nach  einem! Wort  ans  dem  fremden  Bezirk;  was  akustisch 
mysteriös  scheint,  wird  optisch  benannt  nnd  umgekehrt,  z.  B.  „Far- 
benton“ und  „Tonfarbe“.  Hiermit  will  man  nicht  gelehrt,  aber  fein- 
fahlend scheinen.  In  die  Sprache  der  exacten  Wissenschaften  ist 
jene  Sucht  nicht  merklich  eingedrungen , doch  vermittelt  durch  eine 
nebelhafte  Philosophie  ist  auch  sie  der  Gefahr  ausgesetzt.  Ein  wich- 
tiger Punkt  wird  zuletzt  genannt:  was  in  der  vulgären  Sprache 
„Ursache  nnd  Wirkung“  heisst,  ist  fast  immer  bloss  „Anlass  und 
Folge“  und  sollte,  wo  es  auf  Klarheit  ankommt,  nie  anders  heissen. 
Hiermit  würde  man  die  so  häutigen  Irrungen,  die  aus  der  Nennung 
einer  Ursache  unter  vielen  andern  unbekannten  Ursachen,  als  ob  es 
immer  eine  Ursache  geben  müsste,  hervorgehen,  einfach  und  populär 
verständlich  berichtigen.  Hoppe. 


Usus  est  tyrannus  oder  Die  Hinfälligkeit  der  Beweise  für  dio 
Rückläufigkeit  des  Raumes.  Von  Rudolf  Otto  Consentius. 
Karlsruhe  1885.  J.  J.  Reiff.  24  S. 

Dieser  Schrift  ist  eine  andre:  „Die  Rückläufigkeit  des  Raumes 
ein  Irrtum  und  Ursache  weiterer  Irrtümer“  — 1881  vorausgegangen, 
die  erwähnt  werden  muss,  weil  der  Verfasser  darauf  Bezug  nimmt 
(s.  den  267.  litt.  Bericht  S.  25.).  Dio  gegenwärtige,  welche  im 
Grande  das  gleiche  Thema  behandelt,  zeugt  von  einem  bedeutenden 
Fortschritt  in  der  Auffassung  der  Sache  und  Klarheit  der  Darstel- 
lung. Sie  zuerst  hat  den  Hauptpunkt  richtig  erfasst,  deutlich  ge- 
kennzeichnet und  dem  Urteil  eine  praktisch  wirkungsfähige  Richtung 
gegeben.  Der  Spruch  auf  dem  Titel  in  origineller  Deutung  bezeichnet 
treffend  den  Grundgedanken  und  Ausgangspunkt.  Usus  ist  hier  das 
Symbol  der  Matbomatik,  tyrannus  bedeutet  der  Vernunft  unzugäng- 
lich. Ausserdem  nennt  der  Verfasser  „bewiesen  oder  exact  definirt 
sein“  kürzer  „existiren“  und  versteht  unter  „unendlich“  ausschliess- 
lich „absolut  (constant)  unendlich“.  Alles  dies  ist  zwar  nicht  er- 
klärt, aber  so  reichlich  charakterisirt,  dass  man  Erklärung  nicht  ver- 
missen kann.  Es  wird  eingeräumt,  dass  der  Usus  oft  nützlich  ist, 
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nur  darf  man  das  Attribnt  Tyrann  nicht  vergessen.  Was  der  Ver- 
nunft nicht  zugänglich  ist,  trotz  seiner  Widerspräche  die  Herrschaft 
behauptet,  kann  natürlich  kein  Glied  eines  Beweises,  keine  Basis  einer 
Theorio  sein.  Gegen  den  Misbranch  za  letzterem  Zwecke  richtet 
sich  die  ganze  Polemik.  Die  Annahme,  dass  Parallelen  sich  in  an- 
endlicher Feme  schnitten,  sei  gestattet,  wenn  es  jemand  nützlich 
findet ; aber  daraas  za  schliessen,  der  Durchschnittspankt  könne,  weil 
2 Gerade  nnr  einen  Punkt  gemein  haben  können,  nnr  einer  sein, 
ist  falsch  als  Schloss  ans  einem  Usos.  Die  Scblnsskette  wird  hier 
in  4 Glieder  zerlegt  und  jedes  Glied  einzeln  gewürdigt.  In  gleichem 
Falle,  meint  der  Verfasser,  würden  alle  Beweise  für  die  Rückläufig- 
keit der  Geraden  sein  müssen,  nämlich  sich  anf  einen  unwissenschaft- 
lichen Lsas  stützen,  and  damit  wäre  ihre  Hinfälligkeit  bewiesen. 
Einige  logische  Mängel  finden  sich  in  der  Darstellung;  wir  wollen 
sie  anzeigen , nicht  am  die  Thesis  damit  anzagreifen , sondern  am 
den  Hauptgedanken  ins  rechte  Licht  zu  stellen.  Die  Behaoptnng 
geht  offenbar  über  das  hinaus,  was  gezeigt  ist  Es  mag  wahr  sein, 
dass  jene  hinfälligen  Beweise  und  keine  andern  aufgestellt  worden 
sind,  doch  ist  damit  die  Aassago  in  ihrer  unbeschränkten  Ausdeh- 
nung nicht  gerechtfertigt.  Hoch  mehr  ist  es  zurückzuweisen,  dass 
der  Verfasser  die  Thesis  seiner  ersten  Schrift:  „Die  Rückläufigkeit 
des  Raumes  ist  ein  Irrtum“  — die  er  in  der  zweiten  in  ^Hinfällig- 
keit der  Beweise  dafür“  verbessert  hatte,  noch  einmal,  obwol  nnr 
vorübergehend,  aufnimmL  Ferner  ist  zn  bemerken,  dass  er  in  seinen 
Beispielen  für  die  Nützlichkeit  des  Usns|  dem  Worte  einen  abwei- 
chenden and  anrichtigen  Sinn  beilegt,  in  welchem  bei  der  Polemik 
gar  nicht  davon  die  Rede  ist.  Die  Näherungsrechnung,  selbst  mit 
Absehen  vom  Fehler  in  gewissen  Grenzen,  ist  gar  kein  usus  tyran- 
nus,  sondern  ein  auf  exacte  Principien  basirtes,  notwendiges  Organ 
der  gesamten  Naturwissenschaft.  Es  kam  darauf  an,  ob  er  ein  Sym- 
bol, das  in  eigentlicher  Bedeutung  widersinnig  ist,  in  manchen  Fällen 
für  nützlich  hielt,  and  diese  Frage  ist  auf  S.  11  bejaht. 

Nach  Erledigung  des  angekündigten  Gegenstandes  kommt  der 
Verfasser  anf  eine  (nicht  citirte)  Rccension  seiner  ersten  Schrift  zn 
sprechen,  mit  welcher,  trotz  einiger  nicht  stimmenden  Angaben,  doch 
wahrscheinlich  die  in  diesem  Archiv  enthaltene  gemeint  ist.  Die 
eine  Angabe  ist  geradezu  aus  der  Luft  gegriffen,  nämlich  dass  darin 
stehen  soll,  die  Wissenschaft  habe  den  Satz  bewiesen.  Vorher  gebt 
kein  Satz,  sondern  nnr  der  Titel  der  Schrift.  Ob  nun  der  Verfasser 
die  Rückläufigkeit  oder  den  Irrtum  darin  mit  dem  bewiesenen  Satze 
gemeint  hat,  bleibt  zweifelhaft;  jedenfalls  steht  in  jenem  Berichte 
nichts  davon.  Ferner  soll  der  Referent  „zugestanden  haben,  dass 
der  Verfasser  der  Sache  nahe  käme“.  Das  ist  in  der  Tat  am 
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Schlosse  gesagt,  aber  nicht  von  der  Schrift,  sondern  vom  Versuche 
des  Verfassers  einen  Widersprach,  in  den  er  Bich  hinein  verirrt 
batte,  zu  erklären.  Gleich  nachher  scheint  ein  Satz  im  Texte  aus 
Versehen  zn  fehlen,  auf  den  sich  die  daselbst  folgenden  Worte 
„Jener  Vorwarf"  beziehen.  Die  sich  daran  schliessende  Rechtferti- 
gung zeigt,  dass  der  Vorwarf  gegen  die  Anwendung  des  Führens  ad 
absurdum  gerichtet  war.  Ein  Vorwurf  ist  im  Berichte  allerdings 
enthalten,  sofern  die  Methode  mit  einer  Illusion  verbanden  auftrat. 
Man  kann  bündig  aus  einer  unrichtigen  Annahme  oin  unrichtiges 
Resultat  herleiten,  wie  es  beim  indirecten  Beweise  geschieht.  Man 
kann  auch,  wiewol  nicht  objectiv  bändig,  aus  einer  sinnlosen  An- 
nahme eiB  sinnloses  Resultat  folgern  oder  durch  Nachahmung  eines 
vom  Gegner  gemachten  falschen  Schlusses  zu  offenbar  falschen  Re- 
sultaten gelangen  nnd  so  den  Gegner  von  seiner  Incompetenz  über- 
zeugen. Immer  aber  ist  letzteres  Verfahren  unlogisch  — denn  der 
eine  Teil  des  Schlusses  kann  nicht  gedacht  werden  — daher  die 
Widerlegung  des  Gegners  bloss  anf  seine  Unfähigkeit  gebaut  den 
Fehler  zu  entdecken.  Jener  Bericht  sagt  dies  mit  den  Worten: 
„Zwischen  Unsinn  nnd  Unsinn  einen  strengen  Zusammenhang  sta- 
tuiren  ist  unlogisch“.  Der  Verfasser  geht  an  dieser  Steile,  wo  er 
seine  erste  Schrift  zu  retten  sucht,  an  jener  Bemerkung  achtlos  vor- 
über, als  ob  er  sie  nicht  verstanden  hätte,  sagt  noch  einmal,  er  hätte 
den  Usus  als  etwas  wissenschaftliches  ansehen  müssen,  und  widerholt 
nnr  die  frühem  Ausführungen,  mit  denen  er  die  Gegner  ad  absur- 
dum geführt  hat,  ohne  sich  darüber  zu  erklären,  welche  Wirkung 
er  einem  solchen  Verfahren,  das  ein  Undenkbares  als  gedacht  be- 
trachtet, beimisst.  Allein  jene  Bemerkung  ist  ohne  Zweifel  recht  gnt 
verstanden  worden,  das  zeigt  die  Tatsache ; denn  sie  bildet  die  Basis 
und  Richtschnur  der  neuen  Bearbeitung.  Auf  eiu  Führen  ad  absur- 
dum gebt  letztere  nicht  mehr  aus,  sondern  stützt  alle  Widerlegungen 
direct  i.uf  den  Satz,  dass  von  einem  undenkbaren  Anfang  keine  exacte 
Dednction  möglich  ist.  Hat  der  Verfasser  schon  früher  den  Gedanken 
unabhängig  von  der  Rccension  gehabt  und  ihn  in  der  zweiten  Schrift 
zu  realisiren  beabsichtigt,  so  kann  es  ans  nur  freuen,  die  publike 
Priorität  wird  er  uns  nicht  bestreiten  können. 

Weiterhin  wird  das  Verhalten,  namentlich  der  Docenten  gegen- 
über den  verwerflichen  Lehren  besprochen  und  Rat  erteilt.  Steiner 
nennt  den  unendlich  fernen  Punkt  eine  Redensart,  Staudt  einen  un- 
eigentlichen  Punkt,  eine  Illusion;  aber  Beide  lehren  nicht  darnach; 
im  Vortrag  ist  derselbe  ein  eigentlicher  Punkt,  er  wird  zur  Dednction 
verwandt,  und  kein  Zuhörer  oder  Leser  erfährt  etwas  von  seinem 
Charakter.  Der  Verfasser  wundert  sich  über  den  AusBpruch  einer 
(ungenannten)  „Autorität“,  dass  man  zur  Auffindung  mancher  Beweis- 
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mittel  allein  nnf  die  Phantasie  angewiesen  sei.  Er  mag  dabei  wol 
Oberschon  haben,  dass  es  sich  nm  Auffindung,  nicht  um  definitive 
Begründung  handelt.  Ueberdies  ist  es  doch  eine  Begriffsverwechse- 
lung, wenn  jener  uncigentliche  Punkt,  der  sieb  noch  weniger  vorstellen 
als  denken  lässt,  uuter  die  Pbantasieerzeugnisse  gerechnet  wird.  Sehr 
lebhaft  wird  nun  geschildert,  wie  die  unfassbaren  Lehren  bezaubern- 
den Eindruck  auf  die  Jugend  machen  und  aller  Kritik  zum  Trotz 
geglaubt  werden , wie  die  Doccntcn  sich  sämtlich  gezwungen  sehen 
in  gleichem  Geiste  zu  lehren,  weil  stets  das  Absonderliche  den 
grössten  Eindruck  macht.  Alles  dies  ist  bekannt  geuug.  Viele  haben 
es  erfahren,  nur  sehr  selten  wird  es  ausgesprochen ; auf  keinen  Fall 
wird  cs  dem  Verfasser  jemand  bestreiten.  Am  Schlösse  erteilt  der- 
selbe aber  einen  Rat,  dessen  Erfolglosigkeit  er  wol  uicht  überlegt  hat. 
Um  wieviel  mehr,  meint  er,  würden  die  Zuhörer  dom  Docenten  zu- 
jubelu,  der  ihnen  einmal  dio  Wahrheit  enthüllte  und  zeigte,  in  wel- 
chem falschen  Glauben  die  Menge  bisher  erhalten  worden  ist!  Ein 
Rätsel  übt  nur  solange  Reiz,  bis  es  gelöst  ist.  Der  Aufklärung  bat 
die  Menge  nie  zugcjubolt.  Hoppe. 


The  fixed  idca  of  astronomical  theory.  By  August  Tischner. 
Leipzig  1885.  Gustav  Fock.  86  S. 

DerVerfasser  kann  nicht  begreifen,  wie  die  Astronomeu  die  Cop- 
pernicanische  Weltanschauung  beibehalten  und  die  Sonno  als  ruhend 
betrachten  können,  da  sie  doch  wissen,  dass  sie  sich  bewegt.  Eine 
Schrift  von  ihm  in  gleichem  Sinne  erschien  1881  und  ist  im  266. 
litt.  Bericht  S.  13  besprochen.  Hierauf  erhielt  er  durch  Briefe  reich- 
lich Belehrung.  In  einer  Brochüre  hat  er  die  Briefe  abgedruckt, 
aber,  ohne  sie  zu  erwähneu,  ohne  also  ein  Wort  zu  sagen,  ob  er 
die  Belehrung  verstanden  und  ob  er  etwas  dagegen  einzuwenden  hätte, 
in  unveränderter  Meinung  weiter  gesprochen.  Auch  das  Gegenwär- 
tige wiederholt  nur  mit  andern  Worten  die  früheren  Auslassun- 
gen, abermals  mit  Ignoriren  eines  Berichts,  den  er  selbst  der  Zu- 
sendung beilegt  Der  Titel  würde  daher  umgestellt  besser  zutreffen : 
The  fixed  idea  of  August  Tischner  conccrning  astronomical  theory. 

Hoppe. 

Methodische  Anleitung  zum  Unterricht  im  Rechnen.  Für  Lehrer 
und  Seminaristen  bearbeitet  von  A.  P.  L.  Clausscn,  Königlichem 
Semiuarlebrer  zu  Bütow.  Potsdam  1885.  Aug.  Stein.  304  S. 

Das  Buch  teilt  sich  in  „allgemeine  und  specieile  Methodik“. 
Dem  Inhalte  nach  ist  der  erstere  Teil  eine  Besprechung  der  Grund- 
sätze, erst  im  allgemeinen,  dann  in  Betreff  der  Bruchrechnung,  welche 
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durch  Aufnahme  der  Decimalbruchrechnnng  wesentlich  beeinflusst 
worden  ist,  der  letztere  ein  ausgeführter  Lehrgang.  Da  der  Lehr- 
gang ausschliesslich  den  Unterricht  in  der  Volksschule  im  Auge  bat, 
so  würde  es  der  Bestimmung  dieses  Archivs  nicht  entsprechen  auf 
den  zweiten  Teil  näher  einzugehen ; dagegen  sind  die  im  ersten  Teile 
dargelegten  methodischen  Grundsätze  auch  hier  von  Interesse.  Die 
Ziele  des  Recheuunterrichts  sind  im  allgemeinen  richtig  charakteri- 
sirt;  hierin  folgt  der  Verfasser  nur  den  Aussprüchen  „bewährter 
Pädagogen“.  Es  wird  Gewicht  gelegt  auf  die  Erstrebung  grösserer 
Selbständigkeit,  Selbstcontrole , Selbstverantwortlichkeit , auf  welche 
man  früher  wenig  geachtet  hat.  Die  Besprechung  der  Methoden  hin- 
gegen lässt  feste  Begriffe  sehr  vermissen.  Anstatt  das  Ziel  als  un- 
verrückbares festzuhalten  und  die  verschiedenen  Wege  zu  kennzeich- 
nen, welche  dabin  führen,  werden  grossenteils  die  Wege  durch  ver- 
schiedene Ziele  unterschieden.  Das  mechanische  Verfahren  gilt  dem 
Verfasser  von  vorn  herein  als  ein  solches,  dass  nur  mechanische 
Fertigkeit  erzeugt,  weiterhin,  wo  er  es  selbst  anwendet,  bemerkt  er, 
es  dürfe  nur  nicht  von  Anfang  getrieben  werden.  Doch  auch  dieses 
ist  blosses  Vorurteil,  von  Begründung  ist  keine  Rede.  Dem  gegen- 
über wird  häufig  von  der  illusorischen  Phrase  des  Selbstfindens  Ge- 
brauch gemacht,  als  ob  es  Methoden  gäbe,  bei  denen  das  Kind 
„selbst  fände“.  Bei  jeder  Methode,  auch  der  rein  mechanischen, 
findet  das  Kind  selbst  ein  Resultat,  es  findet,  dass  seine  bestimmte 
Tätigkeit  dazu  geführt  hat,  uuter  Umständen  auch,  dass  es  richtig 
ist.  Dieses  Finden  meint  der  Verfasser  nicht,  er  sagt  daher  anfangs 
Auffinden.  Allein  danu  wird  das  Auffinden  behauptet,  aufgewieseu 
aber  nur  das  Finden.  Es  ist  geradezu  ein  Widerspruch,  so  zu  lehren, 
dass  zugleich  das  Kind  selbst  auffände,  ln  der  einen  oder  andern 
Form  zeigt  der  Lehrer  den  Weg,  und  nnr  so  findet  das  Kind,  was 
es  finden  sollte.  Wol  kann  man  die  Entwickelung  der  Fähigkeit 
nach  eignem  Urteile  die  Wege  aufzufinden:  d.  h.  mit  Erfolg  zu  suchen, 
zum  Ziele  des  Unterrichts  nehmen.  Unter  den  Lehrweisen  aber 
ist  wol  diejenige  am  fernsten  von  diesem  Ziele,  welche  durch  eine 
Reibe  von  Fragen  zur  Lösung  zu  führen  sucht;  denn  sie  macht  das 
Kind  so  unselbständig  als  möglich,  weil  es  doch  die  Kunst  des  Lehrers 
in  Stellung  der  Fragen  auf  der  Schule  nicht  lernen  kann.  Diese 
Ueberlegung  würde  manche  Urteile  des  Verfassers  über  die  Wirkung 
der  Methoden  umkehren;  doch  genügt  es  zu  constatiren,  dass  sie 
überhaupt  nicht  gemacht  worden  ist  Worin  nun  die  verschieden 
benannten  Methoden  bestehen,  ist  aus  den  Angaben,  dio  nicht  von 
Weg  und  Mitteln,  sondern  nur  zum  Ziele  sprechen,  nicht  zu  er- 
sehen. Erst  aus  dem  ausgeführtem  Lehrgänge  kann  der  Leser  sich 
über  die  eine,  vom  Verfasser  gewählte  Methode  ein  Urteil  bilden, 
eine  Vergleichung  mit  andern  Methoden  gibt  die  Darlegung  nicht 
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Hervortretend  ist,  dass  mit  den  kleinsten  Zahlen  augefangen  und 
der  Zahlenumfang  schrittweise  erweitert  wird.  Hoppe. 


Grundzüge  der  Algebra  nach  Grasstnann’scben  Prinzipien.  Von 
Leopold  Schendel.  Halle  a.  S.  1885.  H.  \V.  Schmidt.  161  S. 

Das  Bach  fängt  ohne  jede  Erläuterung  so  au:  „Es  seien  e,  ... 
em  und  ...  im  zwei  Gruppen  von  m von  einander  unabhängigen 
Grössen,  welche  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  für  die  multiplicative 
Verbindung  von  zwei  den  beiden  Gruppen  ungehörigen  Grössen  die 
Gleichungen 

e,$,  = 1,  e,n  — 0 oder  *„«*  = 1,  «*«  = 0 
gelten“.  Wenn  sich  jemand  gern  mit  solchen  Widersprüchen  be- 
fasst, so  ist  das  seine  Sache ; jeden  Anspruch  aber  auf  Anerkennung 
einer  Leistung  für  die  Wissenschaft,  welche  in  der  hier  vorgetragenen 
Doctrin  liegen  soll,  müssen  wir  entschieden  zurückweisen. 

Hoppe. 


Beweis,  dass  es  eine  Quadratur  des  Kreises  giebt,  uud  dass  die 
bisher  zur  Berechnung  des  Kreises  benutzte  Ludolph’sclie  Zahl  etwas 
zu  klein  ist  Von  G.  Kerschbaum,  Steuerrath  in  Coburg.  Coburg 
1887.  E.  Riemaun  jr.  15  S. 


Es  werden  mehrere  angebliche  Beweise  mit  Constrnction  und 
Rechnung  geführt,  dass  der  Quadrant  der  Kreisfläche  über  r als  Ra- 
dius einem  gewissen  Rechtecke  gleich  sei,  dessen  luhalt  richtig  als 


— 1 


— — 3,144  ...i- 


ermittclt  wird.  Die  gesamte  Behandluug  zeigt  so  viel  Geschick  und 
gute  Auffassung,  dass  wir  den  Verfasser  für  hinreichend  befähigt 
halten  dürfen,  die  wenigen  falschen  Gleichungeu  und  Fehlschlüsse, 
welche  in  sonst  richtiger  Deduction  Vorkommen  uud  merkwürdiger- 
weise immer  zu  demselben  Resultate  — jenem  ganz  ungefährlichen 
Irrtumo  — geführt  haben,  ohne  fremde  Hülfe  aufzutinden. 

Hoppe. 


Technik. 

Les  integraphes,  la  courbe  integrale  et  scs  applications.  Etüde 
sur  un  nouveau  systöme d'iutegrateurs  mecaniques  Par  Br.  Abdank- 
Abakanowicz.  Paris  1886.  Gauthier-Villars.  156  S. 
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Integraph  nennt  der  Verfasser  ein  von  ihm  erfundenes  Instru- 
ment, welches  zu  einer  gegebenen  Cnrve  die  Integralcurve  zeichnet. 
Es  unterscheidet  zieh  also  von  andern  Integratoren,  den  Planimetern, 
dadurch  dass  es  nicht  den  blossen  Totalwert  eines  bestimmten  Inte- 
grals, sondern  die  ganze  Integralfnnction  angibt.  Die  Integralcurve 
entsteht  hier  nach  folgendem  Princip.  Der  Punkt  R gleitet  auf  der 
gegebenen  Cnrve,  gleichzeitig  der  Punkt  P auf  der  Abscissenaxe,  so 
dass  die  Projection  von  PR  auf  dio  Axe  constant  bleibt.  Der  Punkt 
Q erzeugt  dann  die  Iutegralcurve,  wenn  er  parallel  PR  fortrückt  nnd 
mit  R gemeinsame  Abscisse  behalt  Im  Apparat  ist  Q der  Berüh- 
rungspunkt eines  auf  der  Zeichenebene  laufenden  Rades,  dessen 
horizontale  Axe  normal  zn  PR  erhalten  wird.  Es  folgt  nun  die  Be- 
schreibung des  Apparates,  dann  verschiedener  Integraphen  nnd  In- 
tegratoren. Dann  worden  die  Eigenschaften,  dann  die  Anwendungen 
des  Integraphen  erörtert.  Der  Anhang  enthalt  noch  3 Noten  be- 
treffend die  Anwendung  des  rollenden  Rades  zur  Zeichnung  gewisser 
Curven,  die  Quadratur  der  Diagramme,  welche  das  Trägheitsdynamo- 
meter von  Desdouits  gibt,  und  die  Studien  von  Coriolis.  H. 


Optik,  Akustik  und  Elasticität 

Theoretische  Optik  gegründet  auf  das  Bessel  - Sellmeier’sche 
Princip.  Zugleich  mit  den  experimentellen  Belegen.  Von  Dr.  E. 
Ketteier,  Professor  an  der  Universität  in  Bonn.  Mit  44  Holz- 
stichen nnd  4 lithographirten  Tafeln.  Braunschweig  1885.  Friedrich 
Vieweg  und  Sohn.  652  S. 

Der  Verfasser  dieses  Werkes,  dem  physikalischen  Publicum  durch 
langjährige  Arbeiten  in  Wiedemaun’s  Annalen,  sowie  durch  die  Auf- 
findung der  Grundgesetze  der  Dispersions-  und  Absorptionslebre  be- 
kannt, beabsichtigt  in  denselben  die  theoretische  Optik  auf  der  neuen 
Grundlage  des  Zusammenschwingens  der  Aether-  und  Körperteilchen 
vollständig  und  einheitlich  zu  behandeln.  Die  gesamte  Cbarakterisi- 
rung  können  wir  dem  Vorworte  entnehmen,  welches  über  alle  er- 
forderlichen Punkte  deutliche  Auskunft  erteilt.  Das  Werk  ist  (laut 
desselben)  wesentlich  hervorgegangen  aus  eignen  Arbeiten,  welche 
während  der  letzten  20  Jahre  in  Poggeudorff’s  nnd  Wiedemann’s 
Annalen,  Carl’s  Repertorium,  den  Mouatsber.  d.  Berl.  Akademie,  den 
Verhandl.  d.  naturhist.  Vereins  für  Rheinl.-Westf.  n.  a.  veröffent- 
licht sind.  Doch  sind  dieselben,  teils  weil  manches  hinfällig  ge- 
worden, teils  auch  des  einheitlichen  Gesamtzweckes  wegen  fast  sämt- 
lich völlig  umgearbeitet,  und  ist  die  frühere  analytische  Bzeichnung 
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durch  eine  nene  consequentere  zn  ersetzen  versucht  worden.  Eine 
Reihe  neuer  Mitteilungen  iBt  dem  Bekannten  hinzugefugt,  zu  er- 
wähnen die  Begründung  eines  ex&ctcn  Gesetzes  der  Abhängigkeit 
der  brechenden  und  dispergirenden  Kraft  von  der  Dichte,  eine  Er- 
weiterung der  Gesetze  des  LicbtUbergangs  zwischen  absorbirenden 
Medien,  eine  Berücksichtigung  der  Oberflächenwirkung,  eine  Unter- 
suchung Uber  Strahlen  mit  maximalen  uud  minimalen  Dichtigkeits- 
änderungen, eine  noch  notwendige  Ergänzung  zur  Theorie  der  Total- 
reflexion der  absorbirenden  Medien,  eine  Vergleichung  der  natür- 
lichen und  magnetischen  Circularpolarisation,  sowie  die  Aufstellung 
eines  verallgemeinerten  optischeu  Mediums,  welches  alle  bekannten 
Einzeleigenschafton  in  sich  vcrciuigt.  Im  praktischen  Teile  ist  hin- 
zugekommen eine  umfassende  Kritik  der  Dispcrsionsformeln  mit  Be- 
rechnung der  neuern  Messungen  von  Sarasin  und  Langlcy,  sowie 
eine  bisher  noch  nicht  in  extenso  veröffentlichte  Experimcutalunter- 
suebung  Uber  die  Dispersion  der  Dämpfe  Dem  Titel  entsprechend 
umfasst  das  Werk  alle  Toilo  der  Optik,  welche  einer  mechanischen 
Behandlung  fähig  sind,  mit  einzigem  vorläufigem  Ausschluss  der  Beu- 
gungserscheinungen. Als  BessePschos  Princip  wird  bezeichnet  das 
analytische  Resultat  der  Pcudelversuche  Bessel’s,  welches  namentlich 
in  der  Heranziehung  des  Trägheitsmoments  der  mitschwingenden 
Luft  besteht  und  für  unendlich  kleino  Schwingungsbogen  hier  als 
zutreffend  hingenommen  wird,  als  Sellmeier’sches  Princip  der  Satz 
und  die  ihm  zugrunde  liegende  Vorstellungsweise,  wonach  die  dioptri- 
schen  Vorgänge  auf  einem  Zusammenschwiugen  der  beiden  Bestand- 
teile der  sogenannten  ponderabeln  Medien  beruhen,  der  Satz  näm- 
lich, dass  die  brechende  Kraft  eines  solchen  Mediums  gleich  ist  dem 
Quotienten  der  lebendigen  Kräfte  seiner  Körper-  und  Aetberteilcheu. 
Die  Abschnitte  des  theoretischen  Teils  sind:  die  isotropen,  die  aniso- 
tropen, die  circular  uud  elliptisch  polarisirenden  Medien.  H. 

Der  Schall.  Von  Dr.  Adolf  Elsas.  Leipzig  1886.  G.  Frey- 
tag. Prag,  F.  Tempsky.  213  S. 

Das  Vorliegende  ist  eine  populäre  Akustik.  Ohne  Voraussetzung 
wissenschaftlicher  oder  technischer  Vorbildnng  werden  die  Begriffe 
und  Erscheinungen  in  vielseitigster  Richtung  erklärt,  die  zur  Vor- 
stellung ausreichenden  Grössenangaben  gemacht,  und  die  einfachsten 
Experimente  mit  Abbildung  der  Apparate  beschrieben.  Auf  Berech- 
nung der  Schallbewegung  geht  natürlich  das  Buch  nicht  ein,  ebnet 
aber  in  leicht  verständlichem  Vortrag  den  Boden  des  Studiums  durch 
exact  richtige,  mit  der  Wissenschaft  harmonirende  Auffassung,  wobei 
namentlich  die  Hervorhebung  des  Wesentlichen  in  jeder  Beschrei- 
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bang  sehr  za  schätzen  ist  Die  Bearbeitung  kann  wol  in  jeder  Be- 
ziehung eine  vorzügliche  genannt  werden.  H. 


Kritischer  Versuch  über  ein  Maass  für  Schall-Intensitäten.  Von 
M.  von  Banmgarten.  Wien  1886.  Carl  Teufen.  15  S. 

Während  das  Ohr  die  Verdoppelung  der  Schwingungszahl  un- 
mittelbar empfindet,  fehlt  ihm  die  entsprechende  Empfindung  für 
Verdoppelung  der  Amplitude.  Der  Verfasser  hegt  nun  die  Hoffnung, 
dass  sieb  die  directc  Unterscheidung  der  doppelten  Intensität  durch 
Uebnng  erzielen  lassen  würde,  indem  er  darauf  hinweist,  dass  auch 
die  Tonintcrvallenscala  nur  durch  Uebertragung  von  einem  Cultur- 
volke  zum  andern  zum  Allgemeingut  geworden,  nicht  von  jedem 
einzeln  gefunden  sei.  Zn  diesem  Zwecke  würde  man  damit  zu  be- 
ginnen haben,  eine  vergleichende  Mossung  der  Tonstärke  zuwege  zu 
bringen.  Er  schlägt  vor,  die  Ausbauchung  einer  Membran  galvanisch 
zu  messen,  welche  durch  verschiedene  Instrumente  in  Mitschwiugnng 
versetzt  wird.  Weiterhin  bespricht  er,  das  Thema  verlassend,  einige 
psychologische  Fragen  , namentlich  das  Gedächtniss  für  Tonstärken 
betreffend,  nud  gibt  dafür  einen  Versuch  an.  H. 


Vermischte  Schriften. 

Nienw  Arcbief  voor  Wiskunde.  Deel  XIII.  Amsterdam  1887. 
J.  F.  Sikken. 

Der  13.  Band  enthält  folgende  Aufsätze: 

P.  H.  Schonte:  Ueber  die  Aufsnchnng  von  Curven  mit  Mittel- 
punkt in  einem  Cnrvenbündel  3.  Grades.  — Untersuchung  der  Be- 
wegung eines  Punktes , auf  den  von  einem  Centrum  aus  2 Kräfte 
ar~m  und  br~*  (m,  n ganze  Zahlen)  wirken,  und  der  eine  gegebone 
Anfangsgeschwindigkeit  normal  zum  Radiusvector  hat.  (Preisfrage.) 

P.  van  Geer:  Die  Kegelschnitte  im  Raume. 

H.  Ekama:  Die  Lissajous’schen  Figuren. 

J.  Cardinaal:  Bemerkungen  auf  Veranlassung  einiger  Sätze 
aus  der  Lehre  von  den  Flächenbündeln  2.  Ordnung.  H. 
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Im  15.  litt  Bericht,  S.  38  ist  über  Vol.  VIII.  berichtet,  fälsch- 
lich VoL  VII.  angegeben. 

Das  Bulletin  der  Mathematischen  Section  in  Vol.  VII.  enthält 
in  extenso  die  2 Arbeiten: 

A.  Hall:  Die  Formeln  zur  Berechnung  der  Stellung  eines  Sa- 
telliten. 

Kuramell:  Die  quadratische  Transformation  elliptischer  Inte- 
grale verbunden  mit  dem  Algorithmus  des  arithmetisch  geometri- 
schen Mittels. 

Im  Auszuge: 

G.  K.  Gilbert:  Das  Problem  des  Springerlaufs. 

H.  Faarquharr:  Empirische  Formeln  für  die  Abnahme  der 
Amplitude  eines  frei  oscillirenden  Pendels. 

M.  H.  Doolittle:  Das  Eintreffen  von  Voraussagungen. 

Nekrolog  von  General  Benjamin  Alcord  mit  Verzeichniss 
von  7 von  ihm  publicirtcn  mathematischen  Arbeiten. 

Das  Bulletin  der  mathematischen  Section  in  Vol.  IX.  enthält 
keine  Mitteilung  von  Arbeiten.  H. 


Revue  der  Fortschritte  der  Naturwissenschaften.  Herausgegeben 
unter  Mitwirkung  hervorragender  Fachgelehrten  von  der  Redaction 
der  „Gaea“  Dr.  Hermann  J.  Klein.  (Fünfzehnter  Band).  Netze 
Folge.  Siebenter  Band.  Nr.  1.  2.  Astronomie.  Meteorologie.  Leipzig 
1887.  Eduard  Heinrich  Mayer.  17  Bogen. 

Die  Zeitschrift  gibt  eine  Musterung  der  für  allgemeines  Ver- 
ständnis reifen  neuesten  Resultate  wissenschaftlicher  Untersuchungen. 
Die  genannten  2 Numern  handeln  (unter  Astronomie)  von  der  Sonne, 
dem  Monde,  den  Planeten,  den  Meteoriten,  den  Fixstemen,  (unter 
Meteorologie)  von  der  Physik  der  Erde  und  der  Atmosphäre.  H. 
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Berichtigungen 

im  4.  Teile 

fji* 

Seite  434  Zeile  1 u.  3 v.  ob.  statt  tg  j3  + n*  setze  tg/3-}-  ^jtg’/S 
im  5.  Teile 


201  Zeile 

15  D. 

16  v. 

ob. 

der  Satz : „Alle  etc.“ 

ist 

zu  streichen. 

203 

7 

V. 

unt. 

statt  wird  u setze 

wird,  da  u 

206 

14 

V. 

ob. 

„ =a|l  + 4 + 4> 

' + 

...|  setze 

lim(l 

— 4")*  — limo|l-j~4 

-f-4*+...4><->} 

286 

5 

V. 

ob.  : 

statt  oder:  wo  setze 

i oder:  2)  u wo 

288 

6 

Y- 

ob. 

11  11 

die  Anzahl  der 

306 

8 

V. 

ob. 

< 

n ii 

> 

< 

309 

5 

V. 

ob. 

am  2ten,  »ton  Koihenterm  fehlt  der 

Factor  x,  resp.  x 

M — I 

315 

18 

V. 

ob. 

statt  <jj'  i 

setze  a5 

9 

V. 

unt 

i,  <h" 

11 

«0* 

317 

2 

V. 

ob. 

„ bedingen  sieb 

11 

bedingt 

3 

17 

„ « •<  1 und 

11 

«>1  dass 

4 

11 

„ t>1  und 

11 

r<l  dass 

318 

7 

11 

ii  a'-Pt 

»1 

° '-Pi 

8 

H 

11  a'~Pi 

»1 

fl  r—f. 

14 

11 

ii 

11 

aP 

320 

& 

11 

ii  P(*) 

11 

p<p(z) 

321 

12 

11 

ii  r + 3 

11 

r— 3 

328 

1 

V. 

unt. 

„ )* 

11 

V 

329 

3 

V. 

ob. 

„ /■(*)«  fic)*-1 

11 
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im  6.  Teile 


Seite  87  Zeiio  4 v.  ob.  u.  folg,  berichtigt  Seite  219  Zeile  18  u.  f. 

105  14  v.  mit,  statt  Abhandlung  setze  Behandlung 

106  3 v.  ob.  „ c „ c — 

13  ,,  » k 1 „ k = 1 

14  „ vor  Gl.  (6*)  schalte  ein : 

deren  zweite  sich  noch  auf  die  Form 
bringon  lässt: 


107 

3 

v.  nnt. 

. statt 

ffä pm  setze 

®2 />«(») 

108 

1 

v.  ob. 

11 

p— 2 » 

p— 1 

8 

»» 

c 

«c- 

2p  / 

10 

»3 

»3 

f 

£ 

l 

15 

1» 

31 

Differentiation 

setze 

i Dissertation 

109 
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1» 

tt 

(>+¥) 

11 

(«+?)■ 

9 

11 

1» 

2p— 2 

11 

2p -1 

8 

v.  unt. 

11 

2m+4 

11 

2ro-f-l 

5 

11 

11 

2m  (im  Zähler) 

11 

1 

110 
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v.  ob. 

11 

2 

2 n 

11 

2n 

P 
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v.  unt. 

11 

2p— 1 

4 

11 

2p -1 

4 w 

157 

1 

v.  ob. 

11 

VIII 

1» 

IX 

306 

2 

11 

vor  zuvor 

11 

und 

310 

15 

11 

statt  = 2 bt  und  — 

1 — 

— 40  setze 

- ß,  = 1 - i0 

312 

2 

»1 

ist  hinzuzufügen: 

317 

319 


Die  Gl.  (18)  lehrt,  dass  für  /3  = 0 (Anfang 

Saß 

und  Ende  oiner  Gruppe)  auch  = 0 ist, 
dß 

also  sein  Max.  oder  Min.  erreicht. 
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1 „ 

7 v.  unt 


statt  A 
„ l 
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I. 

Der  Brocard’sche  Winkel  des  Dreiecks. 


Von 

W.  Fuhrmann. 


Vorbemerkung. 

In  neuester  Zeit  sind  Mathematiker  verschiedener  Länder  au 
Eigenschaften  des  Dreiecks  gestossen,  welche,  obwol  die  Unter- 
suchungen verschiedene  Ausgangspunkte  hatten,  einen  merkwürdigen 
Zusammenhang  zeigten.  Dieser  Zusammenhang  wurde  durch  einen 
merkwürdigen  Punkt  und  einen  merkwürdigen  Winkel  des  Dreiecks 
hergestellt. 

Während  der  Punkt  die  3 Namen:  der  Grebe’sche  Punkt,  le 
point  de  Lemoine,  the  symmedian-point , erhalten  hat,  wird  der 
Winkel  wol  allgc  nein  nach  dem  Vorschläge  der  Miss  C.  A.  Scott 
(Educational  Times)  als  der  Brocard’suhe  Winkel  bezeichnet.  Un- 
zweifelhaft gebührt  Brocard  das  Verdienst,  die  genauem  Unter- 
suchungen, die  sich  auf  diesen  Winkel  beziehen,  angeregt  zu  habeu, 
doch  ist  der  Winkel  schon  von  van  Swinden  (Grondbeginsels  der 
Meetkunde  door  J.  H.  van  Swinden  c.  1816)  angeführt.  Derselbe 
hat  nicht  nur  die  Relationen 

cot  5^  — coto-j-cot/J-j-coty 

nnd 

_i_  = JL  _i  JL l JL_ 

sin1*  sin’o  ~ sin’0  ' sin'y 

angegeben,  sondern  auch  die  Punkte,  welche  mit  diesem  Winkel  in 
innigem  Zusammenhänge  stehen  und  die  als  Brocard’sche  Punkto 

Anh.  i.  Mftth.fu.  Phj».  3.  Eeihn,  T.  TL  1 
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bezeichnet  werden.  Ebenso  giebt  Desboves  in  seinem  Werke:  Ques- 
tions  de  trigonometrie  rectiligue  die  Grundrelntionen  an.  Die  Unter- 
suchungen dagegen  ttber  den  Kreis,  der  durch  diese  Punkte  und  den 
vorher  angegebenen  Grebe’scheu  Punkt  geht,  rühren  von  Brocard 
her,  weshalb  dieser  Kreis  mit  Recht  als  der  Brocard’sche  bezeichne 
wird. 

Nachdem  Brocard  schon  1880  in  der  Zeitschrift  von  J.  C.  V. 
Hoffmann  für  mathematischen  und  naturwissenschaftlichen  Unterricht 
einige  merkwürdige  Eigenschaften  dieses  Kreises  angegeben  hatte,  ver 
öffentlichte  er  eine  darauf  bezügliche  Abhandlung:  Etüde  d’un  nou- 
veau cercle  du  plan  du  triaugle  (Association  frangaise  pour  l’aven- 
cement  des  Sciences;  Cougres  d’Alger  1881).  Andere  Abhandlungen, 
die  mehr  oder  weniger  mit  den  Punkten  dieses  Kreises  Zusammen- 
hängen, sind:  Programmabhaudluug  von  Kiehl  in  Bromberg:  Zur 
Theorie  der  Transversalen.  1881.  Progrnmmabbandluug  von  Artzt 
in  Recklinghausen:  Untersuchungen  über  ähnliche  Punktreihen  auf 
den  Seiten  eines  Dreiecks  etc.  1884.  R.  Tucker  in  London:  the 
triplicate  ratiu-circle  im  Quartcrly  journnl  of  matliematics.  1883. 
Denselben  folgten  andere  von  Brocard  und  R Tucker.  Der  letztere 
veröffentlichte  dieselben  in  den  proceedings  of  tbo  London  inathe- 
matical  society,  während  Brocard  seine  Ilauptahhaudluug  noch  in  der 
Association  fran^aise  pour  Tavaucement  des  Sciences,  Congres  de 
Rouen  und  eine  andere  im  journal  de  mathematiques  specialcs  er- 
schienen liess.  Kleinere  Sachen  machte  er  noch  in  der  genannten 
Zeitschrift  vou  J.  (J.  V.  Hoffmann  bekannt,  ln  derselben  Zeitschrift 
veröffentlichten  noch  mehrere  andere  Männer  in  Gestalt  vou  Auf- 
gaben geometrische  Lehrsätze,  welche  sich  an  den  Brocard’scheu 
Kreis  auschlosseu.  Es  waren  dies  ausser  den  schon  genannten  Brocard, 
Artzt  und  Kiehl  noch  besonders  Stoll  in  Bcnshciin,  daun  Böklcn  in 
Reutlingen,  Dewulf,  G.  Tarry  in  Algier,  Neuherg  in  Lüttich  und  der 
Unterzeichnete  Verfasser,  wobei  au  der  Lösung  sich  noch  andere 
Männer  (Stcgemann  in  Prcnzlau,  Emmerich  in  Mühlheim  a.  R., 
Godt  in  Lübeck,  Capelle  in  Oberbausen)  beteiligten.  Kleinere  Sachen 
wurden  noch  in  den  uouvelles  anuales  de  mathematiques  von  Le- 
moinc  und  Maurice  d’Ocagne  angegeben;  dieselben  bezogen  sich  be- 
sonders auf  den  Grcbe’schen  Punkt.  Endlich  ist  noch  eine  Arbeit 
von  Neuberg  hervorzuhoben,  welche  mir  leider  nicht  zugänglich  war. 
Nachdem  derselbe  in  der  belgischen  Zeitschrift  Mathesis  mehrere 
Untersuchungen  über  diesen  Gegenstand  veröffentlicht  hatte,  schrieb 
er  in  einer  Zeitschrift,  welche  vou  der  königl.  belgischen  Akadcmih 
herausgegeben  wird,  eine  Abhandlung:  Mömoire  sur  le  tetraedre.  Ich 
habe  nur  ersehen  könuen,  dass  der  Grebe’sche  und  die  Brocard’scheu 
Punkte  hier  eine  grosse  Rolle  spielen. 
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Ohne  behaupten  zu  wollen,  dass  alle  Pubücationen,  die  sich  auf 
diesen  Gegenstand  beziehen,  genannt  sind,  dftrfteu  doeh  die  wesent- 
lichsten genannt  sein,  und  diese  Angaben  dürften  die  Mittel  angeben, 
um  diejenigen  Werke  ausfindig  zu  machen,  welche  weitere  Unter- 
suchungen darüber  enthalten,  so  dass  ich  hoffen  könnte,  dass  die 
angegebene  Uebersicht  keine  ganz  überflüssige  Arbeit  ist. 

Diese  Untersuchungen  bieten  besonders  der  elementaren  Mathe- 
matik interessante  Resultate,  so  dass  ich  glaube,  dass  die  Sammlnng 
derselben  auch  in  weiterem  Kreise  Interesse  cinflössen  wird.  Da  die  Ab- 
leitnng  der  Resultate  auf  elementar  trigonometrischem  Wege  die 
leichteste  ist,  so  schien  es  mir  am  vorteilhaftesten,  die  Eigenschaften, 
die  sich  auf  den  Brocard’sebcn  Winkel  beziehen,  zunächst  einheit- 
lich zusammeuzustelleu.  Das  Thema  erhält  dadurch  eine  angemessene 
Beschränkung  und  führt  am  leichtesten  in  die  weiter  gebenden  Eigen- 
schaften ein. 

Der  Uebersicht  halber  teile  ich  die  Eigenschaften  in  2 Teile. 
Der  erste  bezieht  sich  auf  symmetrische  Relationen  zwischen  den 
Winkeln  des  Dreiecks  und  dem  ßrocard’schen  Winkel.  Der  2te  giebt 
Längen  und  Grössen  des  Dreiecks,  die  sich  durch  diesen  Winkel 
ausdrücken  lasseu,  sowie  einige  sich  daran  anschliessende  Eigen- 
schaften, also  immer  nur  solche,  wclcho  mit  dem  Winkel  in  Verbin- 
dung stehen. 

A.  Relationen  zwischen  den  Winkeln  des  Dreiecks  und  dem 
Broeard’scheu  Winkel. 

Erklärung.  Das  Dreieck  werde  mit  AUC  (Fig.  1.)  bezeichnet, 
dio  Winkel  mit  a,  ß,  j;  die  Seiten  entsprechend  mit  a,  b,  c.  Fällt 
man  von  einem  Punkte  P das  Lot  auf  eine  Seite  a,  so  heisst  der 
Fusspuukt  P„,  analog  ist  die  Bedeutung  1\,  Pc.  Der  Mittelpunkt 
des  unbeschriebenen  Kreises  ist  //.  so  dass  die  Mittelpunkte  der 
Seiten  H„,  Hb,  Ht  sind.  Liegen  mebrero  Punkte  auf  dem  Lote,  so 
erhält  der  einfachste  und  bekannteste  den  Vorzug.  Der  Höhen- 
schnittpunkt sei  H\  doch  bezeichnen  wir  dio  Fusspunktc  der  Höhen 
mit  Aa , Bb,  Cc.  Der  Schwerpunkt  sei  Cr,  und  G‘  der  Grebe’sche 
Punkt.  Bildet  eine  Ecktransvcrsale  mit  einer  Seite  einen  Winkel 
<p , so  bezeichnen  wir  die  durch  dieselbe  Ecke  gehende  Trausversale, 
welche  mit  der  andern  Seite  den  Winkel  <p  bildet,  als  Gegentrans- 
versale, so  dass  also  diese  Transversalen  dieselbe  Winkelbalbirungs- 
iinio  als  die  Dreieckswinkcl  haben.  Schneiden  sich  3 Ecktrans- 
versalen in  einem  Punkte,  so  bekanntlich  auch  dio  Gegentransver- 
sale.  Diese  so  vou  einander  abhängigen  Punkte  nennen  wir  Gegen- 
punkte in  Bezug  auf  das  Dreieck.  Dass  H und  H’  solche  Punkte 
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sind,  iat  bekannt,  ebenso  wol  ist  es  auch  von  G nnd  G'  bekannt. 
Erklärt  man  den  Grebe’scben  Punkt  auch  als  den  Gegenpunkt  des 
Schwerpunkts,  so  kaun  man  daraus  die  Eigenschaft  ableiten,  dass  die 
durch  ihn  gehenden  Ecktransversalen  durch  die  Pole  der  Gegenseiten 
in  Bezug  auf  den  umgeschriebenen  Kreis  gehen,  und  dass  sie  die 
Gegenseiten  nach  dem  Verhältuiss  der  Quadrate  der  anliegenden  Seiten 
teilen.  Der  Inhalt  des  Dreiecks  wird  mit  J bezeichnet. 


1.  Bestimmt  man  einen  Winkel  •»  derartig,  dass  die  Relation 
stattfiudet : 

sin(o  — 9)&in(ß  — ß)aiu(y  — ß)  — sins3- 

und  trägt  diesen  Winkel  fortlaufend  in  den  Ecken  an  den  Seiten 
nach  innen  an,  so  werden  sich  diese  Geraden  in  einem  Punkte  schnei- 
den. Solcher  Puukte  giebt  cs  2,  da  man  an  jeder  Ecke  den  Winkel 
an  2 Seiteu  antragen  kann.  Diese  Schnittpunkte  der  entsprechenden 
Transversalen  werden  die  Brocard’scheu  Punkto  genanut,  sie  sollen 
mit  O uud  <>'  bezeichnet  werden.  Die  Punkte  sind  offenbar  Gegen- 
punkte, denn  cs  ist: 


OAB  — OBC  — OCA  = O'AC  = O'BA  = O'CB  = ». 

2.  Aus  der  Relation  in  1.  folgt  leicht: 

„ 1 + COS  o COS  ß COS  y , _ . a’+i’+e’ 

cotß  = -—- — •— j • ' = cot «+ cot 04- cot v = -7-7-  - 

sin  a sin  p sin  y 1 r 1 ' iJ 


Bew.  Indem  man  die  Sätze  anwendet,  welche  ein  Product  von 
2 Functionen  Sinus  oder  Cosinus  in  eine  Summe  oder  Differenz  ver- 
wandeln, erhält  man: 

4sin(o—  ff)sin(0  — ff)sin(y  — 9)  — Bin(2a  -f-  ^)-j-Bin(20-f-tf) 

-f  sin(2)>-(-#)  — sin  3# 

Die  Gleichung  in  1.  lautet  also: 


sin(2a-J-#)4-sin(2^-(-^)-f  Bin(2y-(-^)  — sin  8#  — 4 sin5? 
Entwickelt  mau  die  einzelnen  Glieder  links  und  benutzt  die  Formel 


sin3if  ■=■  3 sin#  — 4siu3tf 

so  folgt: 

(sin  2a-f-sin  2^— (-ain  2j')cos.'t-f-(cos2o  -f-  cos2/J-f-cos2)<)  sin>  3sinO  — 0 
oder 

4 sin  a siu  ß sin  y cos  9 — 2(810*0  -f-  sin*)J  -J-  sin*)1)  sin  ft  — 0 

also 
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sin*a-f- sin’ff +sin’y  2(8in’a  -(-sin’ff  -(-sin’y) 

COt  ~~  2 sinasinff  siny  sin2a-|-8in2ff-j-sin2y 

Es  ist  ferner: 

cos(o  -f-  ff  + y)  — cos  a cos  ff  cos  y — cos  a sin  ff  sin  y — sinacosffsiny 

— sin  a sin  ff  cos  y 

ist  also 

«+0+7=180° 

so  folgt: 

1 -f-  cos  neos  ffcos  y — cos  n sin  ff  sin  y-+-  sin  » cos  ff  sin  y -f-  sin  n sin  ff  cos  y 
also: 


Ferner 


1 -f-  cos  a cos  ff  cos  y 
sin  n sin  ff  sin  y 


= cota-f-cotff  -f-COt  y 


sin’a  + sin’ff-|-  sin’y  °* + &*  + «*  g’-f-fl1  -f-  e’ 
^sinasinff  siny  “ 8r’  sinn  sin  ff  sin  y “ 

3.  Ans  2.  folgt: 


also 

oder 

ebenso 


cot®  — coto  — cotff-f-  cot/ 

sin(a--A) sin  (ff-f-y) 

sinn  sin®  — sin  ff  sin  y 


sin  (a  — 0)  _ 

sin’a 

sin’a 

sin® 

“ sin  ff  siny  ~ 

* sinasinffsiny 

sin  (ff — ®) 

sin’ff 

sin’ff 

sin  ff 

sin  y sin  a "" 

sinasinff  sin  y 

sin(y — ®) 

sin*y 

sin1/ 

sin® 

sin  a sin  ff 

sinasinff  siny 

Es  ist  also: 

sin  (o  — ®) : sin  (ff  — ®) : sin  (y  — ff ) ■=  sin’a:  sin’ff  : sin1/ 

4.  Erbebt  man  die  Gleichung: 

cot®  — cota-f-cotff+coty 
in’s  Quadrat  und  addirt  1,  so  findet  man ; 

1 + cot*»  — cot*a  -j-  cot’ff  -f-  cot1/ + 3 
cot  ff  cot  y + cot  y cot  a-f- cot  a cot  ff  — 1 


da 

ist;  also  auch: 


_! J_.  J_  . JL 

sin’®  sin’a  ' sin’ff  ' »in’y 
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5.  Auch  durch  die  halben  Winkel  lässt  sich  cotü  elegant  aus- 
drttcken.  Es  ist 

4cot»  — cot " cot ^ cot  ^ + cot- tg  2 tg2  + tg  “cot^tg  2 


Bew.  1.  Es  ist 


C{  fl  y 

+ tg2tg.jC0t2 


also 


2 cot  <p  = cot  2 — tg  T, 


4(cota+cot/3-|-coty)  = cot  “ -f  cot  2 + cot  ? -f  (cot  jj  — tg  2 — tg 
+ (cot?  - tg  “ - tg  4-  (cot? -tg  l - tg  ?) 

cot  ^ + cot  (|-j-  cot  o =C°t?  • cotf  • cotf, 


Ferner 


also 


a ß y a ß y 

C0t2-tg2-tg2“C°t2-'«2-tg2 


4(cot o -}- cot |?  -j-  cot  y)  “ cot 2 -cot [,  • cot.,  + cot  ”.tg  2 - tg^ 

3 Ci  V v a 3 

+ cot2.tg2.tg?+cot?.tg2.tg2 

Bcw.  2. 


4 -f-  4 cos  o cos  ß cos  y = (1  -(-coso)  (1  -f-cos/f)  (1  -j-  cosy) 

-f  (1  -f- cosa) (1  ■—  cos ß)(l  — cosy) -(- (1  — coso) (1  -f-cos ß) (1  — cosy) 
+ (1  -•  cos  a)  (1  — cos  ß ) (1  + cos  y) 


Dividirt  man  durch  sin  a sin  0 sin  y,  so  erhält  man  die  Formel 


6.  cot  ß = 


sin3o  »in3ß  sin’y 
cosa  cos ß cosy 

1 1 1 


sin3a  sin3;?  sin3y 
sina  sin  ß siny 
1 1 1 


Bew.  Die  erste  Determinante  kann  dargestellt  werden  durch 
■Esin'acoSfJ  — sin3/lcosa,  die  2te  durch  £ sin3«  sin  ß — sin’ß  sinn, 
wo  das  Zeichen  £ bedeuten  soll,  dass  die  andern  Glieder  dadurch 
gebildet  werdon,  indem  ß für  a,  y für  ß,  a für  y gesetzt  und  so 
fortgeschritten  wird,  bis  man  zum  ersten  Gliede  zurückkehrt. 

Es  ist  nun 
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sinJßcos£— sin’jScoso  — sin«cos0(l  — cos  ’a)  — sin0cosa(l  — cos!0) 
= sinocos ß — cos a sin ß — cos a cos ß (sinn cos«  — sin/Scos/J) 

— sin(o  ~/S)|l  — cos«cos/3cos(a-f-0)| 

— sin  (a  — (3)  (1  -f-  cos  a cos  ß cos  y) 

sin’osin  ß — sin3/3  sin  a — ßina  sin  ß (sin’a  — sin’j9) 

= sin  a ain  ß sin  (o  -f-  ß)  sin(a  — ß) 

— 8in(a  — jS)sinosin^siny 


«Iso 


8in3«coSj8—  sin3j3cosa  1-f-cosacos/Jcosy 


sin3«  sin  ß — sin3/?  sin  « 
Da,  wenn 


sin  a sin  (S  sin  7 
2+jrf» 


cot# 


* * . 

' ™*  i aucn  i i *=* 

*i  »i  h zi+yi+*i  *x 


ist,  so  folgt  daraus  der  Satz. 

7.  Wir  wollen  einftlhren : 


sin*«  -f-  sin’/S  -f-  sin’)'  = 

sin’/Jsin’y-f’Sin’fsin’a-l- sin’a  sin’j?  = 
sin  o.  sin  ß.  sin  y — p 


Dann  folgt  ans  der  Gleichung  in  4. 


sin*#  = 


A” 


sin# : 


I 


so  dass  $ stets  spitz  ist.  AIbo 


cos#  < 


und 

Da  anch 


sin#  ft  x*  x’ 
Igd“  A* 2p  “ 2 i 


x’  -=  2Acos#  — 2p  cot# 
cos’# 


Jst,  so  folgt  noch 
also 


A»  — fi» 
A> 


4A’ — 4 ft’  — x* 

sin4a-f-sin4/S4-sin4y  — 2A’ — 4ft’  — 2(A’  — 2(t’) 
8.  Aus  den  Formeln  in  7.  folgt  noch  leicht 


sin  2#  — 
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also 

cot  2# 


COS  20 


1*  — 2(1* 
1» 


i1— -2ji8  _ sin‘o-(-sin*j3  + 6in‘)> 

x’  f*  ""  2 sin  o sin  ß sin  y (sin'o  + sinV  + sin,y) 


9. 


£ 


sing 

8in(a  — O) 


sin'O 


Bew. 

also 


sino sin  ß sin  y p 1 

sin(a  — 20)  sin  g sin  0 “ sinO  si  n’  a 

£ «na  n J*_LL  i _ L__l  1 

sin(a  — 0)  “ sin  O (sin'g  ' sin’0  ‘ sin,y 


10. 


T »in(n~  *) 

sino 


2cosO 


t * 

sin’O 


also 


sin(a — O) 

Bew.  ; — — = cos  0 — cot  a sin  0 

sina 

£ — — = 3cosO— cot 0 sin 0 = 2cosO 


11.  Xsinasin(a  -0) 
Bew.  singsin(g-O) 


2n  cos  20 
“ sinO 

— sin*o  cos  0 — sin  g cos  g sin  0 


also 

JPsingsin(g  — 0) 


. x’cosO g— (sin2g+sin2^+sin2y) 

x'cosO— 2ftsinO 
2 n cotO  cosO — 2/a  sin  0 
2 fi  cos  20 
sinO 


io  y aina  _ 1(1 +4  cos1») 
sin(o+0)  x*  — sin’O 


Bew. 


da 


Somit 


sin(g+0)  . „ x*  2(» 

— i-r-1 — — cos  04- cot g sin 0 — sr-j-  .jicota 
sina  1 21  1 21 

sin*g+  sin’/J +sin*)> -f- 2cos  « sin  ß sin  y 
“ 21 
sin,/J+  sin*y 
~ 1 


sin’a  — sin*/9-f-  sin’y  — 2sin  ß sin  y cos  g ist 


Digitized  by  Google 


/•«* 


: Dtr  BrocarcTtcke  Winktl  du  Itreieela. 


9 


Bin« 


and 


sin  er 


sin(o-f-tf)  sin'/H-  Bin’y 

l(9in*«-{- sin*/? Bin’y  31*) 


sin(«  -f  »)  (sin’/J  -f  Bin’y)  (Bin*y -f- sin’«)  (sin’«  -f  sin’/J) 

A|3A»-f2(ii’-2,*»)| 

— **«— ft* 

— **(3+2coB2a)  X(14-4cob*») 

!’(»’— sin*0)  “ »’ — »in*# 


14.  ■£  sinn  sin  («-{-#)  1 


sin  & 


Bew.  sin  asin(a-f-<J)  — Bin’o  cob  £ -f-  sin  « cos  a sin  & 

also 

•£sin«sin(«4-tf)  ” x’cofl£-f-2f»sin# 

■=  2ftcot£cos#+2f»  sin  $ = 

cos(«  - 9-)  l-f-28in’b 
Bin«  sin^- 


15.  £ 


also 


_ cob(b  — 6)  „ , 

Bew.  — — cot  n cos  $ -4-  sin  9 

BIO  O 1 


£ 

16.  £ 


cos(« — &)  . 1-4- 2 sin’» 

cot  ff  cos  0-f3  sin  6 = — 


Bin« 

co*( «-)-£)  2 cos  3ff 


sin« 


sin2» 


cob(«+#)  . _ 

Bew.  — V-* — — cot  «cos#— sind 

sin  o 

also 

cos(«  + £)  „ . „ cos’ff  — 3sin’i» 

£ - — cot  ff  cob  9 — 3smff  — :— =• 

Bin « * sin  ff 

2cos  fffcos’ff — 3ain’ff ) 

iin2ff 


Ebenso  abznleiten  ist: 


17.  £Bin«cos(a — ff)  — Ificosff 

18.  Zsin«cog(a-|-ff)  — 0 
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19.  Xcos«cos(o- 3)  — 3cos3  — 


2 (i  cos  23 


sin  3 

20.  icosacos(«4-3)  = 3cos3 r— 

siu3 

Ist  A eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl,  so  folgt  ebonso 
sin(o  + A3) 

21,  2 sin«  “ 2cosA3-f 


z.  B. 


sin(A  -f-l)3 
sin  3 


sin(a  + 23)  sin  3» 

2.  -----  ■—  2cos23+-^r-  = l+4eos23 


8in3 

sin(«  — 23) 

£ — -j—  - = 2 cos  23 — 1 


cos  33 
cos  3 


22.  Z g?8(tt+A&)  - COs{A+  2 8in  A3 
sin  a sin  3 81 

23  £ — *)  sin(y — 3)  _ 

sin/}  sin  y 


Bew. 


mn(ß  —3)  sin  (y  — 3) 
sin  (3  sin  y 

— cos!3  -j-  cot  ßcot  y sin*3  — 


also 


Bin1«  sin  3 cos  3 
sin  « sin/J  sin  y 


„ sin(/J  — 3)sin(y  — 3)  , 

sin/}  Bin» “ dcoss3-f-sm*3  — 2cot3sin3cos3  — 1 

24  2 Bin(j3-f3)sin(y4-3) 

“ sin/Ssiny 

■=  3cos*3+sin*8--(-2cot38m3cos3  — 1 -t-4coas3 

25  £ C08(<3  -fr)cog(y  — = 3 

sin  ß sin  y 

„„  ^ cos(/}+3)cos(y+3)  cos 3» 

2b.  2. . — j - «■» 57 

sinpsiny  cos  3 

Diese  Beweise  sind  ganz  analog  den  vorigen. 

27.  £ cos  o cos((?  — 3)  cos(y — 3)  = 3cos  3 (cos  er  cos  /}  cos  y cos  3 

sin  a sin  ß sin  y sin  3) 

Bew.  cos«cos(/} — 3) cos(y  - 3)  = cos«cosjScosycos’3 

-f-  cos  a sin  ß sin  y sin*3  -f-  cos  « sin  o cos  3 sin  3 

Es  ist  aber 
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£ cos  a sin  ß sin  y 1 -j-cosacos/Jcosy  = ucot» 

also 

£ cos  o cos(ß  — »)  cos(y  — »)  — 3cos  a cos  ß cos  y cos*»  + 3(i  cos  » sin  » 

Es  macht  keine  Schwierigkeiten,  auf  analoge  Weise  folgende 
Relationen  za  beweisen. 


28.  2£cosorcos(/3+ »)cos(y-{-») 

= cos  »(3cos  o cos  ß cos  y cos  » — p sin  ») 

90  r sin  ß sin  y 2/tcos» 

sin(/3  — »)  sin(y  — »)  = sin3» 

30.  £ sin*(o  - »)  ~ 3sins»+ 


£ cos *(«  - »)  = 3cos*»  - 

sin  » 


31.  £siat(a-\-&)  = 3sinä»-(-2(icot» 

Xcos*(«+»)  = 3cos3» — 2fi  cot» 

32.  sin(a+»)sin(|9-|-»)siu(y-f-»)  = 2(icos» — sin3» 

“ sin  » (x*  — sin3») 


33.  cos(a  — »)  cos((S  — »)  cos(y  — »)  ■=  — cos3» 

34.  cos(o  -j~»)  cos(/3  -{-  »)  cos(y-f- ») 

= cos  a cos  ß cos  y cos3»  — sin  a sin  (3  sin  y sin3» 

= — cos3»+  (cos4»  — sin4») 


j»cos2  » 

as» — “,v 


36. 


„ . , . , a>  2(i*  cos  3» 

£sin»«sm(«-») i-ix- 


36. 


isin3asin(a-j-»)  = 


2(t*cos» 

sin*» 


3(t  sin» 


Bew.  sin3esin(a  — »)  — sin4o  cos»  — sin3o  cos  a sin» 

also 


/ 


Zsin3ß8in(o  — »)  = cos  »(ain4«-f-  sin4(3  -(-  sin4y) 
— sin  &£  sin’a  cos  « 

Es  ist  aber: 
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sin*o-J-8in‘/J+Bint)' = 2/»«*  cot  2fr  — 4ft*  cot  28  cot  8; 

— sin’a  cos  a = sin*a  cos(/J -f- y)  — ain3a  eos  ß cos  y — sin*a  sin  ß Bin  y 

— sintrcos/icoBy  — sinacosecos/S  cosy — ein  a sin  ß sin  ysin*o 

also 

— ^Bin’acosa  — ft  — 2ftcosocos/}cosy — ft*’ 

— 3ft  — 2ft(l-j-co8ucos/Jcosy)  — ft** 

= 3ft  — 2ftx*  — 3ft  — 4ft*  cot  $ 

Somit 

£ sin’a  sin(«  — 8)  = 4ft*(cot28  cot#'  cos  8 — cos  8)  -f-  3ft  sin  8 

= { cob  28  cos  8 — sin  28  sin  8 } -{-  3ft  sin  8 

2u* 

- ^i^cos38+3ftsin8 


Der  folgende  Satz  bedarf  znm  Beweise  nur  einer  kleinen  Ver- 
änderung. Man  erhalt  zunächst 


4ft*cos8 

sin8gin28 


cob  28  cos  8-|-  sin  28  sin  8 ) — 3 ft  sin  8 


_ 2ft*cos8 
sin*8 


3 ft  sin  8 


Leicht  ergeben  sich  ferner  noch  folgende  Relationen: 

37.  -Esinusing-j-^)  — J-Esin'o  + i V3  2sin2a 

2ft  cosg  —») 
-ftcot8+V3ft=  -r-^ 


38. 


39. 


40. 

41. 


£ cosasin 


(a+|)  = }V3-!!!intt^J 

V 3/  sin 8 

. ( , «\  , /„  , *\  , ( , »1  ftsing+g^ 
sin  («+ 3 j sm  (^+ 3 ) sin  (y  + 3 j = — Bin T— 


-fV3 


sin(«  -|)sin(^-f)sin(y- JV3- 


fi  sin 


(M 


sin  8 


Zsinacos 


(■+»-)- 


2p  sing -8) 


sin  8 
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42.  £sinaC0s( 


2/*  sin  (j*  + #) 


43.  co»(«+")cüS(/J+")coB(y+^)-  Lj““* 


44.  cos(a-  3)cos(/S-3)co8(y  - f ) - 


■Gz *) 


45.  Die  Schwerlinien  eines  Dreiecks  ABC  seien  U,  ft,  tc  und 
die  Winkel  eines  Dreiecks,  dessen  Seiteu  n,  te  sind,  seien  ß0, 
y„.  Man  findet  daun  : 


a*  = j(<»,+<c,-t-2(steCOSOg) 

es  ist  ferner: 


also 

oder  da 
nnd 


4(j(csin  oc  ■=  — 34csina 

9a!  = 4(ft*-|-f«’)  + 64cCot“i>8ino 
4ft*+4 f.»  - 4a*+4»  + e* 
4csiaa  = 2 J 


so  ist 
oder 

Ferner 

also 

und 

oder 

ebenso 

also 


5 a*  = 4*-f-  c,  + 12/fcoto0 
6a’  = a*-f-4’-l-c*  + 12ifcota,) 

a*  “ 6*  -J-  c*  — 24c  cos  et 
2a*  -=  a*-|-4*-|-c* — 4^fcoter 
— 4 //(cot  9 — cot  a) 

6a*  — 12*f(cot#  — COta)  — 4^(cotd-f-3cota0) 
3cot & — 3cot  a = cot#4-3cota0 
2 cot#  — 3(cota-j-cota0) 

2cot#  = 3(cot/3-j-cot/J,) 

2 cot»  — 3(cot  y-(-cot  y0) 

6cot#  — 3cot » + 3(cot  a,  + cot  |30  + cot  yQ) 


so  dass  anch 

COtB0-f-COtft,-}-cotXo  “ cot^ 

Das  Dreieck,  dessen  Seiten  die  Schwerlinien  eines  andern  Drei- 
ecks sind,  hat  mit  diesem  denselben  Brocard’schen  Winkel. 
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ß.  Bestimmung  der  Längen  von  Linien  im  Dreieck  nud  damit 
zusammenhängende  Eigenschaften  des  Dreiecks. 

1.  Aus  Dreieck  ABC  folgt  leicht 


AO  = 


csiu((J — fl)  2i-sin  ysiri(ß  — #) 


sin  ß sin  ß 

Mit  Benutzung  der  Gleichungen  in  A.  N.  3.  findet  man 


2rsin3sin#  ....  . , 2rsiuysin# 

AO  — , ähnlich  AO=  . 

sinn  sinn 


Ebenso 


BO  — 

2rsin  y sin  9 
sin  ß 

BO' - 

CO  -- 

2rsin  n sin  9 

CO'~- 

sin  y 


2rsin  n sin  9 
sin  ß 

2 r sin  ß sin  # 
sin  y 


Hieraus  folgt  noch: 

BO.  CO'  — CO  AO  •=  AO.  BO'  ~ 4r*sin*# 
4r*  sin  ß sin  y sin*#  4r*  sin3# 
siu*«  __  sint«— #) 


AO.AO’i 


BO . BO1 


4 r*  sin3# 
sin(^— ») 


CO . CO’ 


4r*sin3# 
8in(y— 9) 


AO . BO  .CO  — AO’  .BO'. CO' 


8r3sin3# 


AO.  AO’sin«4-ßO./JO'sin/S-i-CO.CO'sinj’  — 4r*j»  — 2J 


CO 

sinfn  — #) 

BO' 

AO  = 

sin  tk 

AO'  ~ 

AO 

sin(0  — #) 

CO' 

BO  = 

sin  # ’ 

BO-  “ 

BO 

sin(y  - - #) 

AO' 

CO  “ 

sin  # 

CO  ~ 

sin(n  — #) 
siu9 

sin(|3  — 9) 
sin#  ’ 

sin(y—  #) 
sin# 


BO'.  CO  = 4r*sin  #sin(«  — #), 
CO'.AO  — ■ 4r*sin#sin(0— 0), 
AO'.BO  — 4r*sin#sin(y  -#). 


2.  Aus  dem  Dreieck  AOO‘  erhält  man: 


OO '* 

setzt  man 


4r*  sin*# 
sin*o 


(siu*jJ  -f-  sin*y  — 2 sin  ß sin  y cos(n  — 2») ) 
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cos(a  — 28-)  = cos  o-f-2sin  ösinfn  — ik) 
so  wird  die  Gleichung 


oo'! 


4r*sin*8 

siu»a  (sinlp+sin8y-  28injüsinycosa— 4sin|3sinysiu£sin(n-8)) 
4r8sin88- , 


(sin8a  • -4sin/3sinysinitsin'a— 9)) 


= 4r8sin8»  (l  sinSsiu(«-8)) 

= 4r8sin8ft(l— 4sin*8) 


3.  Es  mögen  sich  nnn  BO  und  CO'  in  A',  CO  and  AO'  in  B', 
AO  und  BO'  in  C schneiden,  dann  bezeichnet  man  A'B'C  als  das 
Brocard’sche  Dreieck.  Aus  der  Con9truction  folgt: 

/L  BOC  — CO‘A  ■=  180°— y,  COA  — AO' B — 1808— a 
AOB  = BOC  — 180"— ß 


Wir  nehmen  der  präcisen  Vorstellung  halber  ein  spitzwinkliges  Drei- 
eck a > ß > 60°  > y an). 

Dann  ist  B'OA'  = B'O'A ‘ *■»  y,  also  liegen  A'B'OO'  auf  einem 
Kreise,  von  dem  sich  ebenso  beweisen  lässt,  dass  er  durch  (?  geht 

Der  durch  A'B'C  bestimmte  Kreis,  welcher  als  Brocard’scher 
bezeichnet  wird,  geht  also  durch  die  Punkte  O und  O“.  T)a  die 
Winkel  des  Dreiecks  n,  ß,  y sind,  so  ist  es  ABC  ähnlich.  Ferner 
weil  HC  senkr.  auf  AB  und  HA'  senkr.  auf  BC,  A' HC'  — 
A'B'C  = ß , also  geht  derselbe  Kreis  auch  durch  H. 

4.  HA'O  — 90°  ebenso  HB'O'—  90°  da  über  HO 
und  HO’  gleiche  Winkel  im  Kreise  von  Brocard  gespannt  sind,  so 
ist  HO  = BO'.  Auch  ist  OHO  — 28-, 

Dies  lässt  sich  auch  durch  directe  Berechnung  finden.  Aus 
AHO  findet  man: 

HO*  — AO*  -f-r* — 2r  AOcos(HAO) 

ALHAO  — a — 8 — 90° +0  = 90°  -y  — 8 

also 

4r2sin80sin88  . 2 4r8siu /Ssin.tsinfy-f-JH 

8in*a  r sin  a 

= gina-  j4sin’(3 sin*# -f- sin*a  — 4 sin  ß sin  a sin  y sin  8 cos /> 

— 4 sin  a sin  £ cos  y sin88 1 
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fuhr  mann:  Der  Brocartfeche  Winkel  dee  Dreiecke. 


Setzt  man  nnn: 


10  wird 


sin  a cos  y 


sin  ß — coi  o Bin  y 


r® 

^7^  j sin'o  — 4 sin  ß sin  y sin  £iin(a  — $)  j 
r’(l  — 4 liü’d) 


Berechnet  man  HÜ  ebenso,  so  findet  sich: 
HO*  — r*(l  — 4sin«d) 


5.  Die  Ecktransversalen,  welche  die  Gegenseiten  nach  dem  Ver- 
haltniss  der  Quadrate  der  anstossenden  Seiten  teilen,  sind  zugleich 
Gegentransversalen  der  Schwerliuien  nnd  schneiden  sich  im  Grebe’- 
schen  Punkte  G‘.  Wir  bezeichnen  diese  Ecktransversalen  mit  AG.‘ 
BGp‘,  CGy.  Denkt  man  sich  nun  Dreieck  A G.‘  C durch  ÜGp' 
geschnitten  nnd  wendet  den  Satz  des  Menelans  an,  so  folgt: 


also 

Daraus  folgt: 


G'Ga  : AG.'  - o»:  (a«-J-4‘  -j-  e*) I 
AG".  AG.'  — (4‘  + e*)  : (a*  + 4»+e«) 


ferner 

also 

und 


ABG’ : ABG — (4>-f  c*)  : (a*-f 4®-f  c») 
ABG.‘ : ABC  — c*  : (4»  + e*) 

ABG  : ABC  — e* : (a® -f  41 -f  c*) 


Ferner  ist  auch: 

also 

oder 


e®zf  c® 

^G“ä»+4*+?=4 US» 


ABG'  = 


c.G'G,' 

2 


2 c.G'G,'—  c®tg$ 


G'Ge‘  — ^ tg#  = rsin  ytg£ 

ebenso : 

G'G.’  — r sin  a tg  it, 

G'  G\  — r sin  ß tgd 


Es  folgt  aber  aus  BA‘H,  sofort: 


ebenso 


A'Ht  — rsinatg#, 
B'He  — ra'mßtg» 
C -'He  — rsin  y tg» 
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Darens  folgt:  Zieht  man  durch  die  Ecken  A‘,  B',  C'  des  Bro- 
card’schen  Dreiecks  die  Parallelen  zn  den  entsprechenden  Seiten  des 
ursprünglichen  Dreiecks,  so  schneiden  sich  dieselben  im  Grebe’schen 
Punkte  G'. 


6.  Nach  Nr.  5.  ist  /L  HA'  G'  ein  rechter  Winkel,  also  geht  der 
über  HG'  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis  durch  -4‘;  ebenso 
geht  er  durch  B'  und  durch  C\  und  dieser  Kreis  ist  also  der  Bro- 
card’sche,  von  dem  wir  jetzt  7 Puuktc  haben.  Da  HG'  ein  Durch- 
messer ist,  und  H von  O und  (/  gleich  weit  entfernt  ist,  so  auch 
G'.  Ist  dann  S der  Mittelpunkt  von  00',  so  liegeu  also  HSG' 
auf  einer  Geraden.  Es  ist  ferner,  da 


also 


OHO'  — $fr, 
OHS  — fr  ist, 


HS  — HO  cos  fr  «■  r cos  1 — 4 sin*# 

G'O  -=  HO  tg»  rtg»Vl — 4 sin*» 


G'S  = G'Osiu»  ■=  r yi  — 4sius» 
cos  » 


HG'  ~ r (cos»  +^|)  Vr-4*iu’fr  - 

\ 1 cos  frj  cos» 

— r Vl  — 3tg*# 

also  erhalt  man  für  den  Badius  n des  Brocard’schen  Kreises 


n - 'Vl-3tg*» 

7.  Man  fälle  von  A'  die  Lote  auf  die  Seiten,  nämlich  A'na, 
A‘A\  , A‘Ac'\  dann  ist: 

A'IU  : A'Ah'  — sin#  : siu(y  — »), 

ebenso 

A'Ha  : A’Ae'  — sin»  : sin ((3  — fr) 

also 

A'Ai'  ■■  a'a‘  “ sin(^ - : 8iu(^  - v - sahn : 

i . i 
sin®  ß ’ sin3  y 

Es  teilt  also  AA'  den  Winkel  « so,  dass  sich  die  Sinus  der  Teile 
umgekehrt  wie  die  Kuben  der  anstossenden  Seiten  verhalten.  Analog 
werden  BB'  und  CC'  die  Winkel  ß und  y teilen,  so  dass  sich  AA', 
BB',  CC'  in  einem  Punkte  D schneiden , dessen  Entfernungen  von 

Arck.  4.  Math.  u.  Pky».  2.  Beike,  T.  VI.  a 
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den  Seiten  sich  amgekehrt  wie  die  Kuben  derselben  verhalten.  Wir 
schreiben  dies  Resultat  in  der  Form: 

1 1 1 

DD»  : DDh  : DDe  — -r-y- : v- : -r~r 

° sin3«  s\asß  sinV 

1 1,1 


“ sin(« — 9-)  'sin (ß—9) ' sinfy—  ») 

Hieraus  lassen  sich  diese  Längen  leicht  berechnen.  Es  ist  nämlich 
a DD.  4"  ^ DDt  c ö De  2 A 

also: 

„ / sin o sin/3  . sin y \ 

2rX  {sHcT-  f)  + siiT((3  -äj  + BirUr-*) ) “ 4rS 8‘>“' 91,1  ? 

wo  X noch  ein  unbestimmter  Factor  ist,  es  ist  aber 

„ sina  _ fx 


also 

somit 

also 

DDa 


2rsin3«f 
(sin(n—  »)' 


sin(a  — tr)  sin*d 
X* 

“ ** 

X — 2rsin3.f 

__  2rsin*9  __  2rsin3» 
sin(p — «■)’  sin(y  — ») 


8.  Es  schneide  AD  die  Seite  a in  D.,  HD  die  Seite  4 in  Dp, 
CD  die  Seite  C in  Dv.  Es  ist  dann 


ferner  auch 


Dreieck  AH  Da  : AD.C  = BDa  : D.C 


ABD,  : ADaC  — csin(S^D)  : isinfOxtC) 
c b 1_#1 
e,:63  = e*!  6* 

also 

1 1 


HD.  : D.C  ■ 


e*  ’ 4* 


Da  teilt  also  BC  nach  dem  umgekehrten  Verhältniss  der  Quadrate 
der  anstossenden  Seiten,  während  O.  dieselbe  Seite  nach  dem  Ver- 
hältnis der  Quadrate  teilt;  daher  ist 


also 

Oa'Da 


BOa  — DaC,  G.'C  — BDa 

ac * ats  b*  — c*  sin  osin(/3  — j>) 

4,-j-c*  ~ 4»-f c»  “ ° 4»+c*  “ “ sin^+sinV 
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also 
O'A'  — 


Es  verhält  sich  ferner: 

G'A' : Ga‘Da  = (Äs+  c*)  : (a2+A*+c») 


„V  «<*’  -«*>  b%  + c* 


a(A* — c1)  2rsia*csin()3— y) 

4*-(-c*  0*+*»  + ««  o,-j-4,-f-e*  sin“c»Hf-3in*/3-j— sin^y 

rsinfo — &)s\n(ß — y) 

sin  o cos  <► 

Analog: 

G,B,  _ rsin(0  -»)sin(a-y) 


sin  ß cos  » 


O'c”  = r8in(/  — gin'(a-jg) 

sin  y sin  $ 

9.  Berechnungen  von  ADa  = r„,  = t4,  CD-,  = xe 

ac* 

Da  DaC  = 4,  : ist,  so  giebt  das  Dreieck  ADaC  leicht: 


**  + 


,1,4 


a*c 


2aAc2C0S  y 
(Ä*+c*|*  Ar-fe» 


4*(A*  — (—  cs)*  — f—  a*c4  — 2a4e*(A*  -f-  c*)  cos  y 
(A*  + c*)* 

4®  -(-  2A4e*  -f-  4ac*  -f-a2c4  — 24*  ac2  cos  y — 2 aAc*  COS  y 

w+w~ 

_ A*-J-2A*e2(A — n cos  y)  -{-'"‘(A2  -{-  a-  — 20  003)4) 


Es  ist  aber 


4 = a cos  y -f-  c cos  o, 
42  -}-a2  - 2a4cos  y = c2 


also  erhalten  wir: 

Ac  ec  -f-  ‘243cscos  a 
Ta  “ (Af  + c2)2  “ 

( sin6^  -f-  sin6y  + 2 sins0sinsy  cos  ol 
” \ (sin2fj  — (-  siu2y)2  ) 

Es  ist  ferner: 

sin6/3  ain°y  — (sin2/3  -|-  sin2y)3  — 3 sin2/}  sin?y  (sin20  + 8in2y) 
Nach  Nr,  12.  in  A.  ist 


also 


sin20  -f-  sin2/  - 

r 1 1 sin  a sin  a sin  ir 
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„„  , . gm*ö sinJy Bins(a  4-  9)  3 sin*/J sin2/ sin o + a) 

..n«/»+8.n «y  - W üT# 

- ! 8iu*(a  + ^)  - 3 8in^  sin(a  + »)  I 

aleo 

“ 3siu,{H,iu  (a+a) + 2coso  8iu3fti 

— g,ni(c^f^8ia^  isin*(a  + &)  — 3«“2&»n(°  + »)  + 2cososin5»[ 

Es  ist  dann: 

sins(a+3>— 3sin23sin(a-f  £)+2cosasias9-=sin(«-|-#)lsin2(a  I 9)—  sin2£j 

— 2sin2#(sin(«-|-d)— cososinff) 
= sin(a-f  8-)8iaoBa(#-|-2d)  — 2siii2#sinocos$ 

= 8iaojsia(a-l-8-)siB(o4-2d')— siaÄsin23-) 

— sin2asin(a-|-3St) 


Dies  giebt 

oder 

gesetzt, 


4t-2  sia2n  siu^siay 
sin<täiu2(n4-tt) 


sia(o-f-3<t) 


sin/lsiny  siu2a 

&in  9 ~ 8ia(o  — 9) 


a 4r*  sin*n  aia(ci-f-  3fr) 

T“  ” 8ia2(o-(-<t)8iB(a — 9) 

2r  sia2o  Vsinfa  -)-  3fr)  sia(a  — 9) 
Ta  “ sin(e-f-fr)siu(a  — 9) 


10.  Um  AD  za  tiadea,  betrachten  wir  Dreieck  ACD.,  welches 
durch  BDp  geschnitten  wird.  Wir  finden 

AD  itf+A* 

DD.  ~ 4*c* 

also 

AD  a*(i*+e*  J sin2o(sin2(S  + sin*y) 

AD.~  4*c*+**+«*2  i* 

sin2o  sin(u  + fr)  sin  ß sin  y sin4asin(g-{-fr) 

“ 1- sin  fr  = l2  sin(o  — 9) 


also 


sia(n-|-»)  siaft 
sin^siny 

sin(«-{-fr)  sin(o  — 9) 
sin 2a 
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AD  = 2 r Vsin(a  -(-  3#)  sin(a  — #j 

ebenso  

BD  = 2r  ysin((34-35-)gin(ß  - ») 

CD  — 2r  Vsin()--(-3^)8in()-  — #) 

Wir  merken  endlich  noch: 

DD*  Rin3» 

AD a ” ginso 

11.  Indem  wir  die  Flächeninhalte  der  Dreiecke  ABD * nnd 
vergleichen,  finden  wir  die  Proportion: 


csin/3  2sin  ß Bin  y 2sinesin£ 

AD*  : A D*  =■  ßA'sinQ  sinatgä-  ” sin(B  — 3-)tg£ 

2sinacosd 
“ sin(n  — 9) 

also 

AA'  28incC08»—  sin(a— ff ) 8in(B-f-ff) 

ÄD*  ~~  2sinacosff  ” 2Binacosff’ 


, rsina  1 / sin(e-{-3ff ) r sina  V8in(n-f-3ff)8ina — ff) 

AA  ~ cos»  V sin(a-9-)  *”  cosff8in(a  -ff) 


Ferner  ist 


AA'  gin(B  -|-  ff) 

ÄD*  “ sin(o  — ff) 


A'D  - AD-AA'  - rV8in(«+3tf)sin(«— *) 

“ äSS)  V8i»(«+3*)8in(«-») 


12.  Berechnung  von  DH. 

Es  ist  A‘H=  A'He  — HH*  — rsinatgff  — rcosa 

rcos(a-f-ft)  . 

~ cos  ff  ’ 


DH3  - ÄHl+A'Iß—VA'H.  A‘Dcoi(A'H,  A'D) 


cos  (A‘H,A'D) 


also 


AA*  _ 2rsinffsinygin(a-f-ff)8in(a— ff) 
'ÄD*  — 2r8insoy  jiB(a+3ff)sin  («— ff) 
sinffsin(a-f-ff) 

V sin(a-J-3ff ) sin(«— ff) 
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Dir_  ^cos^a-ffr)  rHmH* 


+ 


29)  sin(o  -f-33-) 
cos2#-  ^ cos29siu(a— 9) 
2racos(«4-9)sin(or—  29)sin9sin(«>-j-9) 


cos29sin(a— 9) 


Man  ist 


C082tf8in(a-»)icoa2(<,+g)8in(a~^)+gin:8(c~2g)gia(g+3^) 
-j-2cos(n-|-£)sin(a— 2#)sin#sin(a-j-#)J 


sin2(o  — 2tf)  8in(o  -|-  35-)  -(-  sin(o  — 29)  «in  9 sin(2a+29) 

— 8in(a  — 29-)  1 sin(a  — 29)  sin(  a + 39)  -j-  sin(2a  -(-  29)sin9  j 
= sin(a — 29)sin(c — 9)sin(a-f-49) 


also 

r2 

DH2  =•  — | cos2(o+9)  -f-  sin(o  — 29)  ain(a  -f-  49)  | 


= 1 + C08(  2«  + 2») + cos  6»  — cos(2«  + 2tf ) } 

r2cos239 
“ C0823- 


Dli 


rC08  3# 
cos  9 


r(l  — 4 sin29) 


13.  Es  ist: 

OOa  — JSOsin# 


2r  giuy  sin2# 

sin/3 


also 


O'O;  — W sin(/3  — 9) 


2r  sin  a sin  9 sin(0 — 9) 
sin/3 


OOa O'Ou  “ — -.n ^ Isinysintf+ainnsin/Jeos^  — sinacos/3sin9j 
= 2r  sin  9 1 sin  a cos  tf--}- cosasin#} 

— 2rsin9sin(o  + 3') 


somit  erhalten  wir  für  den  Mittelpunkt  S von  00': 

SSa  — rsin#sin(a-|-9), 

SSt  — sin9sin(/S-|-9), 

SSe  “ rsin#Bin(y-f-^) 

SSa : SSt : SS,  — ■ sin(o  #) : sin(/3  + 9) : sin(y -f- 9) 
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14.  Es  ist 


DD„+2S&  - 2r  sin  9 { + sin(« + »)} 


2 r sin  5 sin3a 
sin(o — 9) 


— 2rsin/Jsin  y — AA„ 


Teilt  man  nun  SD  nach  dem  Verhältnis  1 :2  nnd  fällt  vom  Teil- 
punkte das  Lot  auf  a,  so  findet  man  für  dasselbe 


Ebenso 


DDa+2SSa 

3 


= gr  sin  /Sein  y 


AA, 

3 


DDs-f  2SSs  BBh 
3 “3 


DDt+2&Sc  CCc 
3 ' “ 3 

Dieser  Punkt  hat  also  von  den  Seiten  dieselben  Abstände  als  der 
Schwerpunkt  G des  Dreiecks.  Somit  ist  der  Schwerpunkt  dos  Drei- 
ecks auch  der  des  Dreiecks  DOO 

15.  Fällt  man  von  C das  Lot  auf  A'B'  und  von  A anf  B’C', 
so  müssen  diese  Lote  den  Winkel  ß einscbliessen , woraus  leicht 
folgt,  dass  sie  sich  auf  dem  umschriebenen  Kreise  schneiden  müssen. 
Auch  folgt  leicht,  indem  man  von  A auf  B'C  und  von  B anf  C'A' 
Lote  fällt,  dass  sie  sich  ebenfalls  auf  dem  Kreise  schneiden  müssen, 
nnd  da  der  Punkt  durch  ein  Lot  und  den  Kreis  bestimmt  ist,  so 
müssen  also  die  Lote  von  A auf  B'C ',  von  B auf  C'A',  von  C anf 
A'B'  sich  in  einem{Punkte  IV  des  umgeschriebenen  Kreises  schneiden. 
Anch  folgt  leicht 

Wkl.  (AN,,  AB)  = (A'B,  A'B ')  - w 

nnd  hieraus,  dass  N in  dem  unbeschriebenen  Kreise  in  Bezug  anf 
die  Ecken  von  ABC  dieselbe  Lage  hat,  als  B im  Brocard’scben 
Kreise  in  Bezug  auf  die  Ecken  des  Brocard’schen  Dreiecks  A'B'C’ 
Daher  ist 


BN'  B'B  — 2:  Vl—  3tg*& 


2B'B 2rC0»(ff  + ») 2rC08(fl-fg) 

yT— 3tg>£  ” coadVl—  3tg*S  “ V 1 — 4 sin4» 


Dann  ist: 

ÄW,  - BNnin(BN,BC)  = BA7sin(n+  o») 


Weil  aber 
ist,  so  ist 


(A'C,  A'B)=a  + <o 
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HC  — 2r»  sin(a-j-M)  = rVt  - 3tg^gin(«-f-oj) 
also 

NN,  = — _ _ 2rcos(ff  + »)  rcosfy-j-») 

r^1  — .3tg4^  Vl  — 4sin*  r Y'l  —4 sin3# 

2r  C0B(ß-\-  9)cos(  y + fr) 

— 1—  4siP£ 

Verlängert  man  nun  DH  bis  zum  eingeschriebenen  Kreise,  so 
mag  der  Schnittpunkt  mit  dom  Kreise  mit  P vorläufig  bezeichnet 
werden.  Da  nach  dem  vorigen : 

DI1 : HP  — cos  3$  : cos  fr 

ist,  so  findet  man: 


PPa 

setzt  mau  hier 


„„„  4i  o.i  2rsin*9-cos» 

rcos  n(cos8-4-  cos3JH r —r - — 

________  _ sin(g  — fr) 

cos  39 


so  wird 


sins£  = sin(«  — fr)  siu(ß  — fr)$\n(y  —fr), 
costf-f-co8  33'  = 2 cos  8"  cos  2fr 


__  2r  C08  fr  . 

I P»  = \ cos  o cos  2fr  - sm(/J  - d-)sin(y  - fr)  J 


2r  cos  3- 

cos3Fc08(/S  + #)co8(’'+d) 

2rcos(/?  + »)cos(y+^) 

1— 4sin*&  ~ AA‘ 


Daraus  folgt,  dass  P der  Punkt  N ist.  Es  liegen  also  die  Punkte 
DHN  in  einer  Geraden. 


Vom  Punkto  N bemerken  wir  noch  Folgendes:  Es  ist 

NN 2r  cos(ff  -f~  fr)  cos(y  -j-  fr) 

1 — 4sin*fr  ’ 


also 


so  dass 


2rco8(«-|~^) 

Y 1 — 4 sin2# 


AN.  Na 


4r2cos(«-|-»)c08(|3-{-#)(cos(y  + #) 
>T—4sin2tfs  ” 
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'AN.  AjVa  — BN.NNb  = CN.NNc  ist 

Bern.  Bei  nnsercr  Annahme  liegt  A in  dem  Bogen,  der  zur 
Seite  AC  gehört.  Man  findet  im  allgemeinen: 

NNa-.NNb  : NNC  - C0g(o+5.j  :Cos(0  + ff):  cotCy+  S-J' 


so  dass  N in  dem  Bogen  liegen  wird,  für  welchen  das  Zeichen  be- 
treffenden Cosinns  abweichend  ist;  denn  offenbar  muss  ein  Cosinus 
ein  anders  Zeichen  als  die  andern  haben.  Es  folgt  dies  ans 

■£sinacos(a-{-ff)  = 0 

IG  Sowol  HW  als  SD  wird  durch  O nach  dem  Verh&ltniss 
1 : 2 geteilt,  also  ist  SH  J DH“,  ausserdem 


DH'  - 2 SH 


Nun  ist 
also 


SH  — HO  cos  ff  = HK  cos2» 

SH  - rcos2ffyT—  3tgaff  — cos  » V 1 — 4810%, 
DH'  — 2rcosffVl  — sinaff  = 2r  ycosffcosSff 


17.  Sind  4 Ecktransversalen  harmonisch,  so  müssen  auch  dio 
Gegentransversalcn  harmonisch  sein.  Man  denke  sich  nun  den  Spie- 
gelpunkt A,’  von  A'  in  Bezug  auf  obestimmt,  ziehe  A,'C  und  A,‘B 
und  betrachte  A,'BC'.  Dasselbe  ist  dem  Dreieck  ABC  ähnlich, 
weil  es  im  Winkel  ß und  dem  Verbältniss  der  einschliessenden  Seiten 
übereinstimmt.  Da  nun 


ist,  so  also 
Ebenso  ist 

also  AB‘A,'C'  ein  Parallelogramm,  daher  geht  AA,'  durch  den  Mit- 
telpunkt Ha‘  von  B'C‘. 

Es  ist  ferner  AC' B'  x>  AOQ'  in  umgekehrter  Lage;  in  AOO' 
ist  nun  AS  die  Schwerlinio,  also  ist  die  Schwerlinie  AHa'  in  AB'C' 
die  Gegentransversale  von  AS  in  Dreieck  AOO ',  und  da  AO  und 
AO'  in  ABC  Gegeutransvcrsalen  sind,  so  ist  die  Linie  AH,  oder 


HC’  ” 2cos» 


a;C  — 5 — * 

2 cos  ff 

A,'B'  - AC 


kB' 
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AA,'  die  Gegentrausversale  von  AS  in  ABC.  Bestimmt  man  nnn 
B,\  C,'  analog  wie  A,‘,  so  ergiebt  sieb,  dass  AA,',  BB,',  CC,‘  sich 
in  einem  Punkte  S'  sehneiden,  welcher  der  Gegenpunkt  von  S ist. 

Es  sind  nun  AA',  AHa,  AA,',  AH'  4 harmonische  Strahlen, 
oder,  was  dasselbe  sagt,  AD,  AG,  AS‘,  AH',  also  auch  die  Gegcn- 
transversalen  derselben;  nennen  wir  nun  D'  den  Gegenpnnkt  von  D, 
so  sind  also  AD',  AG',  AS,  AH  4 harmonische  Strahlen.  Von  diesen 
liegen  H,  S,  G'  auf  einer  Geraden,  also  geht  AD‘  durch  den  4ten 
harmonischen  Punkt  von  H,  S , G'.  Da  wir  für  Ecktraosversalen 
aus  B und  C dasselbe  folgern  können , so  ist  also  der  Gegenpunkt 
von  D der  4te  harmonische  von  HSG',  conjugirt  zu  S.  Da  ferne 
Oo'  senkrecht  zu  HG‘  ist,  so  ist  D'  der  Pol  von  OO'  in  Bezug  auf 
den  Brocard’schen  KreiB. 


18.  ABC  und  A'B'C'  haben  denselben  Schwerpunkt.  Wir  be- 
weisen dies  leicht,  wenn  wir  uns  erinnern,  dass  2 Dreiecke  den 
selben  Schwerpunkt  haben,  falls  sie  nur  eine  Schwerlinie  mit  An- 
fangs- und  Endpunkt  gemein  haben. 

Nun  haben  ABC  und  AA'A,'  die  Schwerlinie  AHa  gemeinsam ; 
BA'A,‘  und  A'B'C'  haben  aber  die  Schwerlinie  A’ Hä  gemein,  also 
hat  ABC  mit  AA'Aä  und  dieses  mit  A'B’C'  denselben  Schwerpunkt- 

19.  Es  ist: 

HS  : SG“  = HD'  : G'D‘, 

G'S  - G'  O sin  » - 2rt  sin2» 

HS  — HO  cos  & — 2r6cosa# 


Setzt  man  nun  G' D'  = x,  so  heisst  die  Proportion: 


also 


cos2*- : sin2#  — 2ri,-\-z  : x 


2r>  sin2#  2n  cos3;} 

cos  2» ’ “ cos28-  1 


Da  nun: 
so  ist 

Ferner : 
also 


r COS  ff  / 

HZy  = »l/l-48jnV 


DH'  = 2rcosö>-l  — 48m2# 
DH' ; HD'  — 2cos2»:  1 

NH:ND  = =l:^*+™™-  = 
COS# 

NH  : ND  = HD’  : DH' 


1 : 2cos  2# 
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Da  die  letzten  Linien  parallel  sind,  nnd  NHD  in  einer  Geraden 
liegen,  so  auch  ND'H'. 

20.  Da  D'  Gegenpnnkt  von  D ist,  so  folgt: 

DD,  : D'Dt'  : D'De  — sin  (a  — &)  : 6in  (ß  — &) : sin  (y  — 

oder 

D-Dn'  = a-sin(«  — «•), 

D'Dt  =xsin(ß—  »), 

D'De'  = xsin(y-tf) 

Ausserdem : 

aD'D*,+bB'Db'  + cD'Di'  = 2z# 

oder 

xrjsinosinfa— 3)-fsin/3sin(/}— #)-{-sinysin(y— #)|==  J = 2 r2^ 
oder  nach  A.  N.  11. 


2p  cos  23 


ein.t 


- = 2 rp 


also: 


rsind- 
x cos2(t 


jD’A,'  — 


rsinfrsinfe  — 3) 
cos  2 31 


D'  Dt,' 


rsin3sin(fl — 1 1 ) 
eosi’.f 


_ rsin»sin(y— ») 

DDc  ~ Cos2fr 

21.  Man  lege  nnn  dnreh  G'  die  Parallelen  za  den  Seiten, 
welche  dieselben  dann  in  L,,  £„  Mu  Mt,  IV,,  iV,  treffen  mögen.  Um 
den  Index  festzustellen,  halten  wir  die  cyklische  Reihenfolge  der 
Seiten  ab  ca  ...  fest;  diejenige  Seite,  welche  nach  dieser  Reihenfolge 
voran  geht,  erhält  den  Index  1.  Es  schneidet  also  die  Parallele  zu 
e die  Seite  a in  L,  und  b in  A/„  die  Parallele  zu  a schneidet  b in 
A#j  nnd  c in  IV,,  die  Parallele  zu  b schneidet  * in  .V,  und  a in  A,. 


Die  Symmediaue  AGa'  wird  durch  die  andere  in  G'  so  ge- 
schnitten, dass 

G.'G' : Ga'A  = a2  : (o2+ 62+e*) 

ist,  ebenso 

Gji'G' : Gß'B  - J2  : («ä+^  + e2), 

Gy'G'i  Gy'C  — c2  : (o2  + J2  + c2) 
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Daraas  folgt: 

n . a«2  „ » ai3  „ a3 

DLl  “ o*  + 4*+^  CX»  =^+*»4:^- 

~ a2-H»+e* 

G?G  tfic  (P 

BN*  “ aa  _(_  *a  _j_  ^ “ aiZf  ^jjrca‘ 

....  __  cfa3  + c8) 

UNt  — otc. 


Es  folgt  daraas: 


ebenso: 


DL,  • BNt  — e : o 
ZW,  : DL,  — c : o 


also  sind  DL,  IV,  und  BN,L,  ähnlich  unter  sich  and  dem  Dreieck 
ABC.  Darch  L, Ar, , iV,  L,  lässt  sich  also  ein  Kreis  legen,  für  wel- 
chen L,iV,  and  L,N,  antiparallel  sind,  daher 

(/,,  B,  Lj  A’„)  = o,  (iV„D,  iV,  L.)  = y 
Da 

DL,  ar 

DZ  — ä*+ 

so  ist  also 

L,J/t  ab 

BA  “ a*+4*-j-c* 

oder 


abc  2rsinasin|Ssiny 

1 * as-J-4j-(-c*  ” siu2a  -(-  sinJ(3 -f-  sin2)'  rt® 


Es  ist  also  auch 


•M,L,  = - rtg# 

Die  Entfernungen  der  so  bestimmten  Punkte  auf  je  2 anstossendon 
Seiten  sind  gleich,  wobei  der  Index  1 dem  letzten  Buchstaben  nach 
der  cyklischen  Reihenfolge  gehört. 


Die  Stäcke  auf  den  Seiten  selbst  verhalten  sieb  wie  die  Kuben 
der  Seiten.  Es  ist 


r r a*  „ sinsa  rsin(a — 8-) 

*L*  ö a2-\-b'2  -(-  c*  r ' 8insa  -j-  sina/J -j-sinsy  cos  & ’ 

.,  ,,  b*  sin*ß rsin  (ß  — d) 

1 * aJ-J-4,+cJ  sinJa -f- si n* ^ sins y ” cos 8 
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« v _ ■ 68  ■ _ or rein (y  a) 

1 * o*+4*+ej  8inso  -)-  ain^+sin^y  cosS- 

22.  X,  X,  A,  A,  liegen  auf  einem  Kreme;  da  nun  X,  Af,  ||  AB 
und  X,  Af,  = A7,Af,  ist,  so  liegen  auch  X,  A,  A’,  Af,  auf  einem  Kreise, 
der  dnreh  X,A,A,  schon!  bestimmt  ist.  Derselbe  Kreis  muss  auch  durch 
A’t  A',  Af,  Af,  gehen,  so  dass  die  6 Punkte  X,  X,  Af,  Af,  A,  A,  auf  einem 
und  demselben  Kreise  liegen,  welcher  von  R.  Tucker  der  triplicate- 
ratio-cirde  genannt  wird  (vielleicht  mit  Kreis  der  3ten  Potenz  zu 
abersetzen).  Er  heisst  jetzt  der  erste  Kreis  von  Lemoiue. 

Daraus  folgt  noch  sofort; 

X,  A,  = A/,  A„  A,  Af,  = A,  X, , Af,  X,  = X,  Af, 

dass  also  die  Dreiecke  X,  Af,  A,  und  X,  Af,  A,  einander  congruent 
sind.  Es  ist  dabei 

Wkl.  A,  Af,  X,  = A,  Af,X,  = MtN,A  = y 

aus  analogen  Schiassen  folgt,  dass  die  andern  Winkel  des  Dreiecks 
X,Af,  AT,  ß und  a sind,  so  dass  die  Dreiecke  dem  Dreieck  ABC 
ähnlich  sind. 


Es  mögen  sich  ferner 

X,  Af,  und  X,A7,  in  A4, 

Af,A,  „ X,  Af,  in  Bt, 

A,  X,  „ Af,A,  in  C4 


schneiden,  dann  folgt  aus  dem,  was  oben  von  X,  X,  Af,  Af,  A,  A,  ge- 
sagt ist,  dass  die  Dreiecke  A4 X, X, , B4 Af, Af, , C4AT,A,  gleich- 
schenklig sind,  und  dass  die  Winkel  an  den  Grundlinien  immer  die- 
selben sein  müssen,  da  sie  als  Peripheriewinkel  auf  denselben  Bogen 
stehen,  z.  B. 

Wkl.  X,X,  Af,  = X,Af,Af, 

23.  X,  Af,  geht  durch  G',  also  auch  durch  C'.  Nun  ist 


also 


G‘C‘ 


cAa  ~lL  n.j‘  - nv  a,g 

A!c 

Lic"  ~ ~ ANt 


Da  ferner  ANt  | XC,  ist,  so  dass  ANt  X,  C‘  ein  Parallelogramm  ist, 
da  AC’  mit  AB  den  Winkel  9 bildet,  auch  X,A,  mit  AT,  B\  die 
gleichschenkligen  Dreiecke  A4X,  X,,  if4Af,  Af,,  C'4A,A,  haben  also 
an  der  Grundlinie  den  Winkel  9. 
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Daraus  folgt: 

nc2  ab*  a3 

BL‘  “ i*+Ä*  + ^ CX»  ~ L>Lt'-  ä*+P+<x- 

_ a(a2+c*) 

^ “ a2-|-4»+e2 


BN, 


a*c 


- „a  + ja+c*’  ^iV>“  0*  + i*-J- c2’  i,‘iv«“a2+6ä-fca- 

.. ,, r(a2  -|-  c2) 

WA>  — a*+A2+c2  ütC‘ 


b*c 


N.N. 


Es  folgt  daraus: 


ebenso : 


BLi  : BNt  = c:  a 
BN,  : BLf  — c : a 


also  sind  BL,Nt  und  BN ,£,  ähnlich  unter  sich  und  dem  Dreieck 
ABC.  Durch  L, A', , IV,  £,  lässt  sich  also  ein  Kreis  logen,  für  wel- 
chen L,Nt  und  L,N,  antiparallel  sind,  daher 


Da 

so  ist  also 


B,  L,  Nt)  = <r,  (N,B,  IV,  £,)  = y 

BL,  ac 

BA  ~ aa-f  b*  + ^ 


oder 


£,IV,  ab 

BÄ  a*+i*-f-c* 


r „ abc  2rsinasin0siny  t ^ 

1'*  ” a2+A2+c2  “ sln2a-f  sin2|3-f  sin2/  " g 


Es  ist  also  auch 


Mt  /,,  = N,M,  — r tg# 

Die  Entfernungen  der  so  bestimmten  Punkte  auf  je  2 anstossenden 
Seiten  sind  gleich,  wobei  der  Index  1 dem  letzten  Buchstaben  nach 
der  cyklischen  Reihenfolge  gehört. 

Die  Stücke  anf  den  Seiten  selbst  verhalten  sich  wie  die  Kuben 
der  Seiten.  Es  ist 

a*  sin*o rsin  (a  — b) 

,x*  a2+A2  + ca  r'  sin2o-|-sin2j3-j-8in2y  cos#  ’ 

„ b* „ rsin«?-#) 

1 * “ <*a-H',"H,s  r sin2a  + sin2/l-|-sin2y  “ cos# 
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v w e*  _ „ sin8)1 rsin  (r—») 

1 * — as+*2+es  r 8in*a -(- sin20-|-8in4y  ” cos  & 

22.  LlLiNiNi  liegen  au/  einem  Kreise;  da  nun  A,  Aly  H AB 
und  LiMi  = NyMt  ist,  so  liegen  auch  LyNtN,Mt  auf  einem  Kreise, 
der  dnreh  LyNtN}  schon!  bestimmt  ist.  Derselbe  Kreis  muss  auch  durch 
iV,  A',  D/j  M1  gehen,  so  dass  die  6 Punkte  A,  A,  Af,  Aly  iV,  A's  auf  einem 
und  demselben  Kreise  liegen,  welcher  von  R.  Tucker  der  triplicate- 
ratio-circle  genannt  wird  (vielleicht  mit  Kreis  der  3ten  Potenz  zu 
übersetzen).  Er  heisst  jetzt  der  erste  Kreis  von  Lemoine. 

Daraus  folgt  noch  sofort: 

L,  A’,  =;  A/,  A7„  NyMy  - A,A4,  MyL,  — Ly  Aly 

dass  also  die  Dreiecke  A,  Mx  Ny  und  L,  Af4  A^  einander  congruent 
sind.  Es  ist  dabei 

Wkl.  JV,  Af,  L,  = A7,  AU  Lx  = Mt  N,A  = y 

aus  analogen  Schlüssen  folgt,  dass  die  andern  Winkel  des  Dreiecks 
LyMyNy  ß und  a sind,  so  dass  die  Dreiecke  dem  Dreieck  ABC 
ähnlich  sind. 


Es  mögen  sich  ferner 

Ly  My  und  L,Nt  in  Ay, 

MyNy  „ LtMt  in  if«, 

Ny  Ly  „ A/,AT,  in  C4 


schneiden,  dann  folgt  aus  dem,  was  oben  von  LyLiMxMiNyNt  ge- 
sagt ist,  dass  die  Dreiecke  A.  Ly  Ly , By  Afj  AU , AT,  AT,  gleich* 
scheuklig  sind,  und  dass  die  Winkel  an  den  Grundlinien  immer  die- 
selben sein  müssen,  da  sie  als  Peripheriewinkel  auf  denselben  Bogen 
stehen,  z.  B. 

Wkl.  Ly  Ly  Afy  = Ly  My  My 

23.  LyMy  gebt  durch  G',  also  auch  durch  C'.  Nun  ist 


also 


c(a* — 6*)  a*c 

C'  “ G L — HN*  ” o*+  fcä  + c2 

b*c 

Lic‘  “ ^T+jS-l-eJ  = ANt 


Da  ferner  ANy  | LCX  ist,  so  dass  ANt  Lt  C‘  ein  Parallelogramm  ist, 
da  AC  mit  AB  den  Winkel  ff  bildet,  auch  A,  A',  mit  A7,  B ; die 
gleichschenkligen  Dreiecke  Ay Ly  Ly , BtMyMy,  C\  A’,  Ny  haben  also 
an  der  Grundlinie  den  Winkel  9. 
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24.  Fällt  man  das  Lot  G'Ga'  auf  a,  so  ergiebt  sich  für  die 
Länge  L,  Ga  offenbar: 


Ferner 

also 

JfaL,= 


LtGa' 


G'L,  cos  ß 


a2c  COS  ß 
= ^+6*-t-c* 


afA 

°*  + **+«* 


a ai*  o(a2-j-c*  — A2)  efiecosß  , 

2 ~ of  -ffcä  + c*  ~ 2(^j-A2  + e*)  = + 


Es  ist  also  der  Mittelpunkt  von  Lt  L,  auch  der  von  HaGa'.  Er- 
richtet man  im  Mittelpunkt  von  />,  das  Lot,  so  gebt  dasselbe 
durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises  der  3 ton  Potenz , während 
das  im  Mittelpunkte  von  HaGa'  errichtete  Lot  durch  den  Mittelpunkt 
des  Brocard’schen  Kreises  geht  Da  diese  Schlussfolge  für  alle  Seiten 
gilt,  so  folgt,  dass  die  beiden  Kreise  denselben  Mittelpunkt  haben. 


Dieser  Mittelpunkt  sei  Z,  der  Radius  des  Kreises  der  3ten  Po- 
tenz ist  ZL,.  Es  ist  nun: 


ZZ„  = i[rsinatg#-f-rC08a| 
rcos  («  — 9) 

2 cos  9 

L,L,  rsin(u — 9) 

2 — 2 cos  9 


also,  wenn  r<  der  Radius  des  Kreises  der  3ten  Potenz  ist, 

_ r2j C0S2(a  — #)-|-8in8(tt — fr)|  _ r- 

4 003*9  4 cos s9 

oder 

r 

ri  ~~  2cos£ 

26.  Betrachten  wir  noch  die  Dreiecke  L,  Mt  A',  und  Lj  Mf  Nt 
näher:  L,M,N,  congr.  A',  ähnl.  ABC.  Die  Seiten  der  ersten 
Dreiecke  bilden  mit  den  entsprechenden  des  andern  Winkel  = 9. 
es  ist  ferner 

Wkl.  AT, Mt  G‘  =M,XaA  = 9 

ebenso 

£,Ar,G‘  — NtLtB  — 9 

also  G'  der  erste  Brocard’sche  Punkt  des  Dreiecks  Mt  AT,  Lt.  Da 
ferner  Z der  Mittelpunkt  des  dem  Dreieck  A's  />,  umschriebenen 
Kreises  ist,  so  liegt  Z auf  dem  Brocard’schon  Kreise  dieses  Drei- 
ecks, und  dreht  man  ZG'  um  29,  so  ist  die  dadurch  bestimmte  Lage 
von  G'  der  2te  Brocard’sche  Punkt,  cs  ist  nun 
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G'ZO'  = 2 & 

also  0'  der  2te  Brocard’sche  Punkt  dieses  Dreiecks. 

Im  Dreieck  NiLiMi  sind  ebenso  0 und  G‘  die  beiden  Brocard’- 
schen  Punkte. 

Es  sei  endlich  noch  bemerkt,  dass  BO  J , CO  || 

-40 II  so  dass  die  Seiten  des  Dreiecks  Lt  M,  den  Ecktrans- 
versalen durch  O,  dagegen  die  Seiten  des  Dreiecks  L,  Mt  A',  den 
Ecktransversalen  durch  O'  parallel  sind. 

26.  Berechnung  von  NH'. 

Es  treffe  das  Lot  von  N anf  die  Höhe  AAa  dieselbe  in  X, 
dann  ist 


NH'*  ~ NX'+H'X*  — 

- NAi-(AX-H'X)(AX+H‘X)  = NA>-  AH’.(AX  + H'X)-, 

,,  „,T  „ . , 2rC0S(/J-f #)COS(y  +if) 

AX  = AAa  — NN„  = 2r  sin  ß sin  y 4- 

' 1 1 — 4sin*vt 

tti  » ~ , 2rcos(j3+»)cos(y+tf) 

H X = H A„  — NNa  = 2r  cos  ß cos y-J X ' 

AH’  — 2rcosor, 

AN  a _ 2rCOS(c-f-tf) 

Es  ist  also: 


V 1 -4  sin*» 


NH’>  - ”T-~^dn^~  — ^r*cosocos(/J — y) — — *C08-C— ®)_cos(y_f^ 


1— 4sin*# 


4r® 


“ r-4ein^!coat("+ö)_co*“C08(?-y)(l-4sin^) 

— 2cosocos(/J-|-#)cos(y+ff)} 
cos1(a-\-&)'=*  cos,ncos!ff-J-sin!osin>^— 2sinocostrsin^cos9- 
2cosacos(0-f-8-)cos(y-f-#)  — 2cosocos|3cosycos!5-  - 2cosasinasiu#cos3- 
+2cosasin/Jsiny8in*fl- 

also 


* j4r> 

NH'  ~ !Il4*in*^co8l“~ 2cosncos0cosy— cosncos(^— y) 

-j-sin^sin*« — cos*o-(-4coBoco8(jJ-  y) 
-f-2cosocos^cosy—  2cosasin/3siny  )| 

4r> 

“ r-il^l-4cosaco^c°si'+(l+8cos«cos^cosy)8in*i>j 
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= 13743^ ! - Beosoco8/?coay+(l  -|-8cos«.'0S|Scos)')(l  - cos28j} 

2r* 

— ■ 4sTn»^l 1 — (l+ScosacöSjScosyJeösSftj 

r* 

■=■  8cOSOC0S|?C08/’)C08^— (l-j-Öcosocos^cosyJcosÄS-J 

27.  Es  lässt  sich  nuu  aus  dem  Dreieck  N H'H  der  Wiukel  tp 
berechncu,  den  die  Enler’sche  Linie  HH'  mit  der  Linie  HN  bildet. 
Setzt  man 

cos  a cos  0 cos  y = g 

so  ist 

HH'*=  r*(l-%) 
also 

i — 4gin»»^  — ( 1 +%)cos2»|  -»r*!  1 — 8sH-r! - 2r*  Vi -Hg . cos  tp 


Hieraus  folgt  nach  einigen  Umformungen: 

1 — 6siu*{f-t-4j 

cos  op  -» r =• 

(1  — 4sin!»n/l— 89 

Ebenso  leicht  der  Winkel  \p,  den  DN  und  I)H ' bilden. 
Man  findet  aus  Dreieck  DHH' 

1 — co8  28-+2cos4#+4ff 


cos  V> 


2costf  Vl  — 4sinsfl-a 


28.  Es  war  gefunden: 

LjA7,  — N3  Mt  = MxLt  -=  rtg» 

Diese  Längen  können  angesehen  werden  als  Diagonalen  von  Parallelo- 
grammen BN%0'ln , A \AMtG Ml  CL^G  . Zieht  mau  also  durch  den 
gemeinschaftlichen  Eckpunkt  G‘  die  Parallelen  zu  den  Linien,  so 
sind  die  Stücke  dann  innerhalb  der  betreffenden  Dreieckswinkel  ß, 
a,  y doppelt  so  gross,  also  unter  sich  gleich,  nämlich  ■=  2rtgS\  Be- 
schreibt man  also  mit  rtg #•  als  Radius  deu  Kreis,  so  werden  je  2 
Seiten  immer  unter  dom  Durchmesser  geschnitten.  Nennen  wir  die 
Schnittpunkte  entsprechend  /.a,  Lt  auf  a,  M},  Aft  auf  4,  N3,  A’4  auf 
c , so  ist  also  z.  B.  L3 Nt  ein  Durchmesser,  ebenso  U3  Lt , A, Mt. 
Daraus  ergiebt  sich , dass  die  Seiten  des  Dreiecks  L3  M3  N3 , sowie 
die  von  LtMtNt  senkrecht  zu  den  Seiten  von  ABC  stehen.  Diese 
Dreiecke  sind  also  zu  ABC , ähnlich,  und  da  sie  demselben  Kreise 
cinbeschricben  sind,  so  sind  sie  einander  congruent. 
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Da  der  Radios  rtgo  ist,  so  ist  tg»  das  Verhältniss  der  Seiten 
dieses  Dreiecks  zn  den  Seiten  des  nrsprtlnglichen  Dreiecks. 

Bein.  Dies  Resultat  konnte  direct  ans  den  Eigenschaften  des 
Grebe’scben  Punktes  G‘  abgeleitet  werden,  wenn  man  noch  bemerkt, 
dass  die  resp.  Durchmesser  Mt  Nt,  JV,i4,  LiMt  den  Seiten  des  Höhen - 
fusspunktdreiecks  parallel  sind. 

29.  Man  lege  fortlaufend  an  den  Ecken  eines  Dreiecks  Gerade 
an,  welche  mit  einer  anstossenden  Seite  den  Winkel  <p  bilden-,  es 
soll  untersucht  werden,  wie  sich  das  neu  entstandene  Dreieck  A,B,C\ 
zum  alten  ABC  verhalt 

Es  soll  sein 


(AB,  At  B,)  - (JSC,  B,  Cx)  - (CA,  C,  A,)  - <p  (Fig.  2). 

Zunächst  ist  leicht  einzuseben,  dass  die  Winkel  des  neuen  Drei- 
ecks denen  des  alten  gleich  sind,  die  Dreiecke  sind  also  einander 
ähulich.  Es  ist  ferner 


also 

AXBX 


/?sin  qp 
A'A~  sin«’ 


AB, 


csin(i?+  <p) 
sin  ß 


isinßsinv  + csinttsinfßf  qp) 
sinasinß 

2rlsin8fl8iny-t-sin<Minysin|fco8y-f-8ingainyco8fl8inqpj 
sin  a sin  ß 


^^T^^-fsinosin/SsinycosiH-fl+cowcosjJcosyJsinfl)) 


= ^cosqp+sinqpcot») 
Analog 


csin(qp-j-») 

sinO 


aain(«p  + ») 

1 1 ” sin»  ’ 


isin(y-f») 
C>A‘  “ sinO 


Das  Aehnlichkeitsverhaltniss  ist  also 


sinfip-f») 

sin» 


Ist  qp  «—  »,  so  ist  dies  Verhältniss 
sin  20 


Bin# 


= 2 cos» 


übereinstimmend  mit  dem  Resultat  in  B.  N.  24. 


Setzt  man  ferner  <p  — 90° , so  ist  cot»  das  Aebnlichkeitsver- 
h&ltniss. 

Arok.  i.  H»Ui.  ü.  Pky«.  2.  lUlka,  T.  VI.  3 
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Ist  <p  = — #,  so  ist  das  neue  Dreieck  0,  die  3 Linien  schnei- 
den sich  sich  in  einem  Pnnkte,  wie  bekannt.  Ist  noch 


so  giebt  dies: 


<P  - 


9 

2 


. 9 
8,na 
sin# 


1 


Zeichnet  man  endlich  2 Dreiecke,  von  denen  das  eiue  das  be- 
stimmte A,  BiCl  ist,  während  die  Seiten  eines  2ten  C,  zu  den 
Seiten  des  Dreiecks  A,  B1  C,  senkrecht  stehen,  so  ist 


A.B.C, 


ABC- 


sin*(qp-|-#) 

sin*# 


also 


A,B,C,  — ABC 


C088(<p-f-#) 

sin*# 


A1BJC1 


ABC 

sin*# 


30.  Man  fälle  von  ff'  die  Lote  auf  die  Seiten,  also  G‘Ga',  ff'GV, 
ff 'ff;,  wodurch  man  das  Dreieck  ffn'ffj'ffV  erhält.  Das  Dreieck 
zerfällt  in  die  3 Teile  ff'ff»'ffc‘,  ff'ffc'ff'„,  G'Ga'Gt'.  Da 

ff„'ff'-=  rsinotg# 

ist  etc.,  so  ist 

r» 

ö'ffj'ffc'  = — tg*# sin  ß sin  ysin« 


denn  der  Winkel  an  ff'  ergänzt  a zn  2 Rechten;  also 


ff'fft'fft'-  ff  ffc'ffV“  ff'ffa'fffc'  ■“=  i A tg*# 

und 

ff.'ffs'ffc'  - JAtg*# 

Da  durch  ff'ff«',  ff'ff»',  ff'ffc'  das  ganze  Dreieck  in  3 gleiche  Teile 
geteilt  wird,  so  ist  ff'  der  Schwerpunkt  von  ff«'ff»'ffc'. 


Man  hat  also  auch  umgekehrt:  Errichtet  man  in  den  Endpunkten 
der  Schwerlinien  eines  Dreiecks  die  Lote  zu  denselben,  so  ist  in  dem 
nen  entstandenen  Dreieck  der  Schwerpunkt  des  ersten  Dreiecks  der 
Grebe’schc  Punkt  des  andern.  Das  Verhältniss  der  Flächeninhalte  ist 
jtg*#.  Auch  folgt  leicht,  dass  die  Seiten  des  Dreiecks  ff«'fft'ffe* 
den  Schwerlinien  des  Dreiecks  ABC  proportional  sind. 
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Fallt  man  vom  Schwerpunkte  G die  Lote  GGa , GGt,  GGe  auf 
die  Seiten,  bo  erhalt  man  ein  Dreieck,  dessen  Inhalt 

Aa  = JA  sin  a sin  ^ siny.  cot  ft 

ist  Die  Seiten  desselben  sind  proportional  den  Producten  ans  Seite 
und  zugehöriger  Schwerlinie  des  ursprünglichen  Dreiecks. 

31.  Zieht  man  ferner  die  Transversalen  AGa‘,  HG/,  CG./  durch 
G\  so  bestimmen  die  Punkte  G„'G/G/  ein  neues  Dreieck,  dessen 
Inhalt  sich  leicht  bestimmen  lässt. 

Da  Ga'  die  Seite  n nach  dem Verhaltniss  c* : i*  teilt,  so  findet 
man  leicht,  indem  man  die  Dreiecke  AG/G/,  BG/G CGa‘G/ 
vom  ganzen  Dreieck  abzieht,  für  das  gesuchte  Dreieck 

A{(f',+C*Xc,-|-a*K«S  t /<*) — i*e*(i*  1 c*)  — c*rt*(e*  ) + - o*i*(r?+ 
d,‘  (i*+c*)  (c*+a!)  (i*+i*) 

2z/8in*osin*|Ssin11)' 

(8ius0+sin+)(siu1y+sinV)(sin1,a+sin:i/J) 

2<#sin’ft 

— sin(a+#)sin(fi+&)sin()'+tf) 

Denselben  Inhalt  giebt  das  Dreieck  DaDjDy,  welches  durch  die 
Ecktransversalen  nach  dem  Punkte  D erhalten  wird,  wie  daraus 
leicht  folgt,  dass 

BGa  ——  DaC 

etc,  ist. 


32.  Constrnirt  man  über  den  Seiten  eines  Dreiecks  (Fig.  2.) 
ABC  dio  gleichseitigen  Dreiecke  BCAt,  CAB„  ABt\,  so  sind  die 
Längen  AAt , BB},  CC,  einander  gleich. 


Man  erhalt: 

AA/  =>  CA/+ CA * — ‘2 CA . C.l,  cos  (60°  + y) 
— 0»  + i>— 2 ai  cos  (60°+ y) 

= a*+i*  — ab  cosy+  aisin  yy/ 3 

nun  ist 


a!+i* — ab  cos y 


a* +*»_+£» 
2 


also 


aisin  y =■  2 J 


AA ; 


a* + *»+„» 

2 


■2J  V3 


a+vstg.) 


Ebenso  also 


3* 
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BB*  = CC*  - (1  + V3tg») 

Oonstruirt  man  die  gleichseitigen  Dreiecke  BCA„  CAB,,  ABC,, 
welche  mit  dem  Dreieck  in  demselben  Flächenteile  liegen,  so  findet 
man  ebenso 

AA,  = BB,*  — CC,*  — (1  — V3tg») 

also 

a*  -4-  b * -1-  c * 

AA, . AA,  = BB, . BB,  = CC,  . CC,  — — — (J  ~ 3 tg*») 

33.  Diese  Geraden  AA„  BB„  CC,  schneiden  sich  in  einem 
Punkto  P,  was  bekannt  und  leicht  zu  beweisen  ist  Die  Winkel 
am  Punkte  P sind  alle  einander  gleich  und  betragen  also  120°.  Be- 
kanntlich hat  ferner  Punkt  P die  Eigenschaft,  dass  Pü-J-PÄ+PC' 
ein  Minimum  ist,  wenn  kein  Winkel  grösser  als  120°  ist. 

Construirt  man  ferner  durch  A,  B,  C die  Lote  zu  deu  Linien 
AP,  BP,  CP,  so  schliessen  dieselben  eiD  gleichseitiges  Dreieck  ein, 
welches  zugleich  das  grösste  ist,  welches  um  ABC  construirt  werden 
kann. 

Um  dies  zu  beweisen,  schicken  wir  folgenden  Satz  voran,  der 
leicht  zu  beweisen  ist.  Von  allen  Secanten,  welche  man  durch  den 
Schnittpunkt  zweier  Kreise  legen  kann,  giebt  diejenige  die  grösste 
Sehnensumme,  welche  parallel  der  Centrale  ist.  Nun  schneiden  sich 
die  Kreise  durch  ABC,  und  ACB,  in  A und  P,  also  ist  AP  die 
Chordale  jener  Kreise,  die  Centrale  ist  also  zu  AP  senkrecht,  und 
die  Secante  durch  A senkrecht  zu  AP  giebt  die  grösste  Summe 
der  Sehnen,  d.  h.  die  grösste  Seite  eines  gleichseitigen  Dreiecks  um 
ABC. 


Wir  setzen  nun: 


AA*  x=  0*~t~*2+ — (1  + V 3 tg  *)  -1» 


dann  ist 


AP-.b  — sin (AB,P)  : sin  60° 
ferner  folgt  aus  dem  Dreieck  ABB, 

sin(jiö,P) : sin (60° -f- o)  = e:  i 


also 


i.sin(XBjP)  b .e sin (60° -f- er)  _ abc sin(60° -j-  e) 

AV~  sin  60°  — _ i.  sin  60°  ~ oi.sinGO0 

_ 4r  A sin  (60°  + »)  2zf  sin(60°-f-  o) 

2r.i . sin  a sin  60°  isiuosinGO0 
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Ebenso 

hp  2^»in(60*+g) 
” il  sin  ß sin  60° 


2j  sin(60°-f-  y) 

A sin  y sin  60° 

Bezeichnet  man  nun  das  grösste  umgesch  riebene  gleichseitige 
Dreieck  mit  AmBmCm,  so  ist  zunächst  PBm  ein  Durchmesser  des 
Kreises  um  ACBl  oder  ACBm.  Derselbe  ist  also 


Dann  ist 

ABm 

wir  können  aber  setzen 


_i 

sin  60° 


4* 


sin*  60® 


J.-AP* 


bl  — APt-\-CPl+AP.CP 

also 

ABm  — MAP*  + CP* + AP.  CP)— AP* 

— \(AP*+IAP.  CP+4CP*) 

= \(AP+'iCP)' 
aIbo 

ABm  - YKAP+2CP) 

ebenso 

ACm  - Vi (AP+2BF) 
also 

BmCm  = 2Vi  (AP+BP+CP)  = 2y  JA 

wo  BmCm  die  Seite  des  umgeschriebenen  gleichseitigen  Dreiecks 
ist  Es  verhält  sich  AA,  zur  Seite  des  gesuchten  Dreiecks,  wie 
Höhe  und  Seite  im  gleichseitigen  Dreieck. 

Der  Inhalt  des  Dreiecks  ist  also 


V»“ 


as4.js4.cs 

2V3 


(1+V3tg») 


= 2zf(l+  yQ  - 2 <#(1  + cot* cot 60») 


2*  cos  (60° — *) 
= sin*,  sin  60° 


Bemerkung, 
bestehen : 


Dafür  AP  = x,  BP  — y,  CP 

y’+s’+V*  = «* 
**+**+»*  ■=  j* 

a’+y'  + zy  ■=■  c’ 


x die  Gleichungen 
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so  sind  diese  Gleichungen  hierdurch  aufgelöst,  da 


Sin“  “ 2r' 


sin  ß 


b 

2 r’ 


siny  = =■ 


2 r 


gesetzt  werden  kann,  r aber  aus  der  Gleichung  bestimmt  wird 

abc 

r ~ iJ 


34.  Ist  ciu  Dreieck  zwischen  2 ähnlichen  und  ähnlich  liegenden 
Dreiecken  beschrieben,  so  dass  es  dem  einen  umgeschrieben,  dem 
andern  eingeschrieben  ist,  so  ist  cs  die  mittlere  Proportionale  zwischen 
beiden.  Ist  daher  ein  Dreieck  von  bestimmter  Gestalt  das  grösste, 
welches  um  ein  anderes  beschrieben  werden  kann,  so  ist  das,  welches 
jenem  ähnlich  uud  ähnlich  gelegen  und  dem  Dreieck  eingeschrieben 
ist , das  kleinste  von  jener  Gestalt.  Das  kleinste  gleichseitige  Drei- 
eck also,  welches  einem  Dreieck  eingeschrieben  werden  kann,  mnss 
Seiten  haben,  welche  ebenfalls  za  AAt,  HB1,  CC \ senkrecht  stehen. 

Da  > der  Inhalt  des  grössten  unbeschriebenen  ist,  so 

muss  J;sin.!;.!in  “ der  Inhalt  des  kleinsten  eingeschriebenen  Drei- 
2cos(bUu-  tr) 

ccks  sein  und  die  Seite  desselben 


l/  Dsin# 

V eos(60°—  S) 

Bemerkung.  Das  kleinste  gleichseitige  Dreieck  sei  A0  B0  C„. 
Dann  müssen  sich  dio  Kreise  um  AB0C0,  BC'0A0 , CA0 B0  in  einem 
Punkte  /"  schneiden.  Da  AQBQC„  das  kleinste  Dreieck  mit  den 
Winkeln  60°  ist,  so  ist  ABC  das  grösste  um  AVB0C„  mit  den  Winkeln 
n,  ß,  y,  daher  sind  die  Seiten  den  Centralen  der  genannten  Kreise 
parallel,  also  sind  die  Seiten  resp.  senkrecht  zu  P'A0,  P‘  Ba,  P'C0. 
Verbindet  man  also  P'  mit  A,  B,  C,  so  gehen  diese  Linien  durch 
ilic  betreuenden  Mittelpunkte  jener  Kreise.  Da  nun  die  Höben  und 
die  Durchmesser  der  umgeschriebenen  Kreise  an  den  Ecken  eines 
Dreiecks  Gcgcntrausversalcu  sind , so  folgt  also , dass  die  hier  be- 
stimmten Punkto  P und  P‘  Gogcnpunkte  des  Dreiecks  ABC  sind. 
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II. 

Die  Lissajous’schen  Curven. 


Von 

Herrn  Dr  H.  Ekama 

in  Amersfoort. 


Lissajous  ')  hat  schon,  als  er  diese  Curven  beschrieb,  etwas  über 
die  analytischen  Eigenschaften  publicirt,  jedoch  sehr  unvollständig. 
Es  scheint,  dass  nach  ihm  Ober  diese  Sache  wenig  oder  nichts  her* 
ausgegeben  ist,  bis  1S84  an  der  Universität  zu  Göttingen  eine 
Dissertation  von  A.  Himstedt  erschien,  betitelt  „Ueber  Lissajons’scho 
Curven“.  In  dieser  wird  noch  genannt  eine  Dissertation  von  Wilhelm 
Braun,  betitelt:  „Die  Singularitäten  der  Lissajous’schen  Stimmgabel- 
curven.“  Nach  Himstedt’s  Andeutung  ist  cs  mir  nicht  gelungen,  diese 
Dissertation  in  einer  Bibliothek  zu  linden,  und  ich  weiss  nicht,  wie 
Braun  die  Lissajous'schen  Curven  behandelt  hat. 

Himstedt  betrachtet  gleich  wie  Lissajous  nur  den  Fall , wo  die 
beiden  Schwingungsrichtungen  senkrecht  zu  einander  stehen;  ich  habe 
versucht. diese  Curven  so  allgemein  wie  möglich  zu  behandeln  bei 
der  Annahme,  dass  die  Schwingungsrichtnngen  einen  Winkel  m mit 
einander  machen,  so  dass  wir  <a  — 90°  oder  <u  — 0 setzend  dio 
Lissajous’schen  oder  die  Himstedt’schen  Formeln  bekommen. 

Die  Amplituden  der  beiden  Bewegungen  seien  a und  b und 
nehmen  wir  an,  dass  in  der  Zeit,  in  welcher  die  eine  Bewegung  n 
Schwingungen,  die  andere  m Schwingungen  macht,  indem  diese  Zeit 
so  klein  genommen  wird,  dass  » und  m ganze  Zahlen  sind,  welche 
keinen  gemeinschaftlichen  Factor  haben. 


1)  Ann.  de  Chimie  et  de  Fbysiqae  III*®»  Serie  LI.  p.  47. 
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Die  beiden  Schwingungsrichtungen  sollen  die  Coordinatenachsen 
sein,  dann  haben  wir  ein  schiefwinkliges  Coordinatensystem,  bei  wel- 
chem der  Winkel  zwischen  den  Achsen  eo  ist. 

Den  Augenblick,  von  welchem  wir  die  Zeit  rechnen,  können  wir 
willkürlich  wählen ; nehmen  wir  an,  dass  in  diesem  Augenblicke  der 
Pnnkt  sich  auf  der  Y Achse  befindet,  so  werden  nach  einiger  Zeit  t 
die  Coordinaten  des  Punktes  sein: 


x,  — asinäJij,  und  y,  = *sin2Ji  (1) 

In  dieser  Formel  ist  p der  Weg,  welchen  der  Punkt  in  der  Richtung 
der  Y Achse  schon  beim  Anfang  der  Zeitrechnung  zurückgelcgt  bat,  also 
ist  p Phasendifferenz  der  beiden  Bewegungen.  Weiter  ist  T die  Schwin- 
gnngszeit  und  1 dio  Wellenlänge  der  Bewegung  der  X Achse  entlang 
und  T‘  und  I'  die  entsprechenden  Grössen  der  Y Achse  entlang. 
Durch  Elimination  der  t finden  wir  die  Gleichung  der  Curve,  doch 
erst  werden  wir  die  Formeln  vereinfachen.  Wir  wissen,  dass  nT—mT’ 
und  nl  = ml'  ist 


Sei 

so  wird 


Wir  wissen,  dasB  nT  = mT’  und  »I  — ml'  ist,  also 
*,-»asin2«  und  y,  — b sin  ^ 


t _ . mp 

it  - — nS  und 

1 n A 


x,  — asin2n6  und  y,  = &sin(2m6-f-tp) 
Ans  diesen  Formeln  muss  8 eliminirt  werden;  dies  gibt: 


(2) 


« 1 

8 = - arc  sin  — 

Jn  a 

also 

y,  -=  b sin  | ”arcsin  + Ü»  | (3) 

Diese  Formel  ist  die  allgemeine  Gleichung  der  Lissajous’schen  Curven 
in  dem  oben  gegebenen  Coordinatonsysteme.  Vorläufig  werden  wir 
jedoch  die  Formeln  (2)  gebrauchen. 

Die  Curve  wird  durch  den  Coordinatenanfangspunkt  gehen,  für 
*j  = 0,  y,  — 0,  also  für  2n8  =>  kn  und  2mö-j-  i/i  — ln. 

Durch  Elimination  der  8 finden  wir 


Es  war 


— \jj  — ln 


Digilized  by  Google 


Ekama:  Die  Lissojous' sehen  Curven. 


41 


_ m p 

i 

also  ist 

«I.  * , 

v ” 2m  * 2 1 

k und  V sind  ganze  Zahlen;  l kann  alle  Werte  von  m bis  1 haben 
und  k alle  Werte  von  n bis  1.  Wenn  l grösser  als  m ist,  so  ist 
die  Pbasendiffereuz  einige  Wellenlängen  und  irgend  ein  Brach 
solcher,  so  dass  wir  dieselbe  Curve  finden,  als  wenn  die  Phasen- 
differenz jenem  Brache  gleich  wäre.  k würde  auch  n Werte  haben 
können,  allein  ans  der  Formel  geht  hervor,  dass  wir  nnr  verschiedene 
Phasendifferenzen  für  k — 0 und  k — 1 finden  werden.  Also  gibt 
cs  2m  Phasendifferenzen , bei  welchen  die  Curve  durch  den  Coordi- 
natenanfangspunkt  geht. 

Der  Zähler  kann  alle  Zahlen  von  1 bis  2m  sein,  also  muss  sein 


oder  weil  1 = ™i', 
n ’ 


worin  B alle  Werte  von  1 bis  2n  hat.  Die  Curve  wird  also  immor 
bei  einer  Phasondifferenz  gleich  0 oder  gleich  oder  JA'  durch 
den  Coordinatenanfangspunkt  gehen. 


Aus  den  Formeln  (2)  folgt,  dass  x,  nie  grösser  sein  wird  als  a 
und  nie  kleiner  als  -a;  ebenfalls  dass  y,  nicht  grösser  als  b und 
nicht  kleiner  als  — b sein  wird.  Die  ganzo  Curve  wird  also  in  einem 
Parallelogramme,  dessen  Seiten  2a  und  2b  sind,  und  dessen  Winkel 
ca  ist,  eingeschlossen  sein.  Wir  werden  jetzt  untersuchen,  wann  die 
Curve  durch  die  Ecken  dieses  Parallelogramms  geht.  Nennen  wir 
die  Ecke,  wo  x,  ==a  und  y,  = A ist,  P\  wo  x,  — — a und  y,  — b 
ist,  <2;  wo  x,  — — a und  y,  = — b ist,  B,  und  wo  x,  = + a und 
y,  = — b ist,  S. 


Soll  die  Curve  durch  P gehen,  sa  muss  sein: 


t _ 4h + 1 
T 4 


und 


ml  . mp 
nT  ni 


4f  + l 
4 


k und  l sind  wieder  ganze  Zahlen. 


1)  Oefter  werden  k qnd  l in  dieser  Weis«  gebraucht  werden,  jedoch  be- 
sttht  zwischen  den  verschiedenen  k't  und  l't  keine  Beziehung. 
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mp  m 4fk-f-l  4J  -f- 1 

* nl  » 4 4 

oder 

(4*+l  » 41+1)  , _ ( -»  4*  + l 41+1  l „ 

p-  ( 4 in  4 | 1 - \»  4 r~JA 

n kaun  soio 

4r+  1 / 4»+  1 

4r+2  J 1 4»+  2 

. und  »»-=*<.  , _ 

4r+3  j 4«  + 3 

4r  ( 4« 

r und  * sind  ganze  positive  Zahlen. 

Diese  verschiedenen  Werte  in  obiger  Gleichung  substituirt  geben 
die  Phasendifferenzen,  bei  welchen  die  Curve  durch  P geht.  In  einer 
Tabelle  zusammengesetzt: 


| 7»  = 4a+l. 

m — 4a+2 

[ t»  — 4»+3 

77,  -=  4« 

7,  — 4r+l 

0 

JA* 

|1'  oder  J1 

JA 

7,  - 4r+2 

JA 

fällt  weg 

JA 

fällt  weg 

t»  = 4r+3 

J1  oder  ^1' 

JA' 

0 

JA' 

u = 4r 

JA 

fällt  weg 

JA 

fällt  weg 

In  dieser  Tabelle  sind  gleich  wie  in  den  folgenden  nur  die  wich 
tigsten  Phasendifferenzen  aufgonommeu. 


Die  Curve  wird  durch  Q gehen  für 

t 4i  + 3 mt  mp  41+1 
T=  4 nDd  «T+  ni  “ — 
also 

44+3  t.41  + 11  («4-1  + 3 41  + 11 

4 m 4 ) U 4 4)A 


Die  Werte  von  n und  m substituirt,  gibt 


i 

7»  = 4»+l 

m ~ 4#-}~2 

771  — 4»+3 

m = 4« 

n = 4r+l 

J1  oder  |1' 

JA' 

0 

JA' 

7,  = 4r+2 

JA 

fällt  weg 

JA 

fällt  weg 

7,  = 4r+3 

0 

JA' 

JA  oder  JA' 

JA' 

7,  = 4r 

JA 

fällt  weg 

JA 

fällt  weg 

1)  Weil  7,  and  tu  einen  gemeinschaftlichen  Factor  haben. 
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Soll  die  Cnrve  durch  R gehen,  so  muss  sein 
und 


also 


t _ 4A+3 
T~  4 


mt  f mp 41  + 3 

#7+  nl  ~ 4 


P — 


<4*+3^n  41+3)  _ (m  4fc_+3  41  + 31 

'4  m 4 j (»4  4J 


A' 


Durch  Substitution  der  Werte  von  n und  m finden  wir: 


rn  — 4»+l 

1 m = 4*+2 

| m = 4c+3 

m = 4« 

» = 4r+l 

0 

K 

| JA'  oder  JA 

JA' 

n = 4r+2 

JA 

fällt  weg 

JA 

fällt  weg 

n = 4r+3  j 

JA  oder  JA'  i 

JA' 

0 

JA" 

n = 4r 

JA  1 

1 fällt  weg 

n 

fällt  weg 

Die  Curve  wird  durch  S gehen,  wenn 

4 4&+1  , mt  mp  41+3 

t 4 and  ir+^=-r- 

. ( 41:+ 1 n 41+3 ) (m  41+1  41+31 

‘ 'P~  ) 4 m 4 j*~|n  T ~ ~ "Tj  A 

Durch  Substitution  bekommen  wir: 


m — 4«+l 

! m = 4»+2  j 

m = 4<+3 

j m — 4* 

= 4r+l 

JA  oder  JA' 

SA' 

0 

JA' 

= 4r+2 

ja 

fällt  weg 

JA' 

fällt  weg 

= 4r+3 

0 

JA' 

JA  oder  JA' 

JA' 

= 4r  l 

{I 

fällt  weg 

JA 

fällt  weg 

Die  Curve  wird  durch  P und  Q gehen  für 

” _ 4*^2  j Phasendifferenz 

™ | bei  JA'  Phasendifferenz. 


n = 4r+l  und 
n = 4r+3  „ 

n = 4r+l  „ 
n = 4r+3  „ 


Sie  geht  durch  R und  S,  wenn  die  Phasendifferenz  $1'  grösser  ist 

Im  allgemeinen  geht  die  Curve  nur  durch  P und  <2  oder  durch 
R und  S,  wenn  n ungerade  und  m gerade  ist. 


Soll  die  Curve  durch  P und  R geben,  so  muss  sein 
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n = 4r-f-l 
n — 4r—f-3 
n = 4r-f-l 
n = 4r-f-3 


und  m — 4»-(-l 

„ m — 4»+l 

,,  m — 4*-f-3 

„ m — 4»-)-3 


die  Phasendifferenz  = 0 
„ „ = JA  oder  JA' 

» „ = JA  oder  JA' 

« n = 0 


Soll  die  Curve  durch  Q und  S gehen,  so  müssen  die  Phasen- 
differenzeu  in  derselben  Folge  sein:  JA  oder  JA';  0;  0 und  JA  oder 
JA'.  Dass  die  Cnrve  durch  die  gegenüberliegenden  Ecken  des  Pa- 
rallelogramms geht,  ist  nur  möglich,  wenn  a und  m beide  ungerade 
sind. 


Endlich  wird  die  Curve  durch  P und  S gehen  für 

» = 4r-f-2  und  ra  = 4*— J— 1 J 
_ . _ . , > Phascndifferenz  — JA 

n — 4r  „ m — «-J-1)  * 

» ” m ~ J Phasendifferenz  = JA 

n = 4r  „ m — 4 »-(-3  ) * 

Die  Curve  wird  durch  Q und  R gehen,  wenn  die  Phasendifferenz 
JA  grösser  ist  Dieses  ist  nur  möglich  für  n gerade  und  m ungerade. 

Um  die  Schnittpunkte  der  Curve  mit  der  ¥t  Achse  zu  Süden, 
muss  y,  — 0 sein,  also 

2 n&  =■  kn 


worin  k alle  ganze  Zahlen  von  1 bis  2»  sein  kann,  wir  Soden  also 
2n  Schnittpunkte  mit  der  ¥,  Achse.  Die  Werto  der  y,  für  diese 
sind 

y,  - 6 sin  Ab -f  tp) 


Bei  den  Schnittpunkten  mit  der  X Achse  muss  y,  — 0 sein,  also 
-J-  tp  « ln 

worin  l alle  ganzen  Zahlen  von  1 bis  2m  sein  kann,  also  2m  Schnitt- 
punkte mit  der  X , Achse: 


6 


ln 

2m  2m 


•'  • *1 


asm-  |ls — ^p| 


Oft  fallen  einige  dieser  Schnittpunkte  zusammen.  Gebt  die  Curve 
durch  2 Ecken  des  Parallelogramms,  so  ist  die  Zahl  der  Schnitt- 
punkte mit  der  X,  Achse  m und  mit  der  Yl  Achse  n,  von  diesen 
können  auch  wieder  einige  zusammen  fallen. 
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Nun  werden  wir  bestimmen, 
muss 

2n©  - 


wenn  *,  den  Wert  -f-a  bat;  dazu 

4i-fl 
4 * 


sein,  worin  * alle  Werte  von  1 bis  n haben  kann,  also  berührt  die 
Cnrve  diese  Seite  des  Parallelogramms  h mal.  Für  diese  Punkte  ist: 

, . fm  4*4-1  . ) 

»i  “ j“  — 4—  *4-4' j 

*,  wird  gleich  — o für 


2Be-^±-3w 


nnd  so  ist 


. . (m  4*4-3  . 1 

y,  - tun  — 4*+4'J 

Soll  yt  — b sein,  so  mnss 

2m«4-*  = * 

6 - *+  1 , ■ ■ * 

8m  2m 


. « (414-1  1 

.•.«.-asm-l— j-w-tJ 

für  jr,  — — b ist 

2me-f4< 

nnd  also 

. » (414-3  1 

z,  — asm  - {-4  *-„} 

1 kann  alle  Werte  von  1 bis  m haben,  also  berührt  die  Cnrve  jede 
der  Seiten  des  Parallelogramms,  welche  gleieh  2a  sind,  m mal. 

Bei  verschiedenen  Phasendifferenzen  werden  wir  jedoch  dieselbe 
Cnrve  finden.  Wir  müssen  zwei  Fülle  •unterscheiden,  das  heisst, 
die  Richtung , in  welcher  die  Cnrve  durchlaufen  wird,  bleibt  die- 
selbe, oder  die  Cnrve  ändert  ihre  Form  zwar  nicht,  wird  aber  in 
einer  Richtung  entgegengesetzt  jener  im  ersten  Falle  durchlaufen. 

Wir  haben  gefunden: 

— a sin 2« ^ und  y,  — isin2w  -f  ^ 
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o • *'  k 

Se,  = - 


Nach  einigen  ganzen  Schwingongszeiten  T wird  *,  wieder  dasselbe 
sein,  also  genügt  x,  der  Gleichung 

• o *+fT 
z,  — a sin  2*  — 

in  welcher  / eine  ganze  Zahl  ist. 

So  ist  in  einem  Zeitpunkte  t-\-fT 


(t  + fT4 

l/ci’’ 

\ T‘  ‘ 

r , 

oder 

Vi 


= 6sin2w(jp+-£i+  1/C[,) 


• o ( *A*r+v*)v) 

Äsin2jt\^y-,H ^ J 


Also  ist  die  allgemeine  Formel  für  die  Phasendifferenzen , bei  wel- 
chen die  Curve  dieselbe  ist,  und  in  derselben  Richtung  durch- 
laufenwird, ^1/c-f-  ~ /■)*',  in  welcher  » “ 1 ist,  dieses  ist  in 

Wellenlängen  der  anderen  Bewegung  ausgedrückt  ^ 1 /d  -f-  — y ) 1,  in 

welcher  g eine  ganze  Zahl  von  1 bis  m ist. 

Ist  die  ursprüngliche  Pbasendifferenz  = 0,  so  wird  diese  Formel 

was  übereinstimmt  mit  der  vorher  gefundenen  Bedingung,  dass 

die  Curve  durch  den  Coordinatenanfangspunkt  gehen  soll,  wenn  in 
dieser  k — > 0 ist. 


Wird  die  Curve  in  entgegengesetzter  Richtung  durchlaufen , so 
hat  man: 

v+lT-t 

t 2 

e,  =■  asin2n  y -»  asin2w ^ 

und 


Di  = b sin 2n  +■  *[i)  “ Asin  2» 

2/4- 1 

Substituiren  wir  in  y,  für  t den  Wert  - ~ T — <;  so  hat  man 
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oder 


y,  = b sin  2 n j 


(??+! 

2 


l/el' 


(2g+\  2f+ 1 m 

\ 2 2 n 


*)  *'  j 


y,  — 4 sin  2*  | ^ -f 
und  also  ist  die  erforderte  Phasendifferenz  gleich 
*(%  + l)  -(2/4-l)m-4" 

2n 

in  welcher  g nnd  f wieder  ganze  Zahlen  sind. 

In  Wellenlängen  der  anderen  Bewegung  ausgedrückt  findet  man 
die  Phasendifferenz  gleich 

O 

m(2/+l)-(a,+l>.-~ 

_ i 

2m 


Diese  Formel  wird  für  l/rf  = 0 


oder 


m(2/+l)-n(^r  + l) 
2m 

f n + 2 gn  —ml 

Y 2m  / 


und  weil  f keinen  Einfluss  hat, 


% 


!* 


p »h 

2 m ) 


oder 


1 


g kann  m Werte  haben,  also  finden  wir  hier  auch  m Phasendiffe- 
renzen; diese  kommen  überein  mit  den  früher  gefundenen,  wenn 
k = 1 ist. 


E)  Die  Formel  (3)  gibt  die  Curve  in  einem  schiefwinkligen  Coor- 
dinatensy steme,  wir  werden  sie  jetzt  auf  ein  rechtwinkeliges,  von 
welchem  die  X Achse  mit  jener  des  ursprünglichen  Systems  zusammen 
füllt,  nnd  also  die  Y Achse  auf  dieser  senkrecht  steht,  übertragen. 


Nun  ist 


aber 


*i 


* — *i+  ki  cos  w und  y ■=>  y,  sin  u> 

. ■ . * = *,-f-ycotg(B 

=■  asin2nS  und  y,  = Jsin(2mÖ-f-ip) 
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. • . y — fisin»sin(2ro8-J-if/) 


und  also 

& = ^ farcsinr— ? ^ j 

2t»  \ isinw  T/ 

c — a sin  ^ j arcsin  4>  j+ycotgcu  (4) 

Diese  ist  die  allgemeine  Formel  der  Lissajous’schen  Curven  in  einem 
rechtwinkligen  Coordinateusysteme.  Nennen  wir  den  Winkel,  welchen 
die  Tangente  in  einem  Funkte  der  Curve  mit  der  X Achse  macht, 
t,  so  ist: 

(5) 

dx  na  n /.  y \ 1 

cotgr  =■  = —cos  - (arcsin j-vr S'  1777177-5 «H- cotg w 

<ly  m m\  b sin  a>  / V (o  sin1  ca  — y *)  ' 

Wir  werden  diese  Formel  gebrauchen,  um  die  Richtung  der  Tangente 
für  den  Coordinatenanfangspunkt,  wenn  die  Curve  durch  diesen  Punkt 
geht,  zu  bestimmen.  Dann  muss,  wie  wir  gefunden  haben,  p ■=■  0 

oder  “ J 1 oder  JA'  sein,  also  tp  =-  0 oder  — — ™n.  Dieso  sind 

die  wichtigsten  Pbaseudifferenzen , die  Übrigen  hierzu  geforderten 
Ph&sendifferenzen  kann  man  nach  den  oben  gegebenen  Formeln  finden. 
In  dem  Coordinatenanfaugspunkt  ist  x = 0 und  y — 0.  Substitniren 
wir  dieses  in  der  Formel  (5),  so  finden  wir  r,  allein  auf  diese  Weise 
können  wir  nicht  aber  das  Zeichen  der  Uten  Seite  urteilen,  dafür 
bringen  wir  die  Gleichung  in  die  Form: 


cotg  t — cotg  CB 


na 

mb 


i-  (arcsin  ip  I 

m \ A sin  co  ) 


cos  arcsin 


4sino> 


y 

Ist  y — 0,  so  kann  arc  sin  ~ — 
* 1 h sm  o> 

tp  «0  finden  wir  im  ersten  Falle 
cotg  r — cotg  CB 

im  zweiten  Falle 

cotg  t'—  cotg  01 


0 oder  ■=■  mn  sein ; also  für 


'na 

mAsin  cb 

na  COS  nn 
ml  sin  cb  COS  mn 


Ist  n oder  m gerade  und  das  andere  ungerade,  so  wird  die  letzte 
Formel 


cotgr'— cotg  cb 


na 

misin  ca 


die  beiden  Tangenten  machen  einen  Winkel. 
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Sind  n and  m beide  ungerade,  so  wird  diese  Formel: 

na 

cotg  r'  — cotg  <0  — nt&~BinT  a 
die  beiden  Tangenten  fallen  zusammen. 


* Ist  tg  re,  so  ist  im  ersten  Falle 


cotg  T — cotg  I» 

im  zweiten  Falle 

cotg  t' — cotg» 


na 

mb  sin  ca 

na  C0S(n-|-l)7i 
mh  sin  w COSniJt 


Ist  n gerade  und  m ungerade  oder  umgekehrt,  so  wird  die  letzte 
Gleichuug 


cotg  t—  cotg  a> 


na 

misin  o > 


Diese  Tangenten  machen  einen  Winkel,  aber  sie  fallen  mit  den 
znerst  gefundenen  zusammen. 

Sind  n und  m beide  ungerade,  so  ist: 

na 

cotg  t cotg  0)  = mÄsin~c» 


die  beiden  Tangenten  fallen  wieder  zusammen,  allein  sie  machen 
einen  Winkel  mit  denjenigen,  welche  wir  fllr  tl»  = 0 fanden. 

Bestimmen  wir  den  Winkel  d,  welchen  die  Tangenten  mit  ein- 
ander machen. 


nu  . nu  , 

— tzi cotg  w H — ri r cotg  w 

_ , / misin  tu  1 misiu  <u  ^ 

tgzt  - tg  (t  t ) = j^I 

. i COtg*  0)  — 1 

m*4*sin*<#  8 


2 mb 


-=  sin  a - 
1 


na 

i»*4* 


. • . tg  4 = sin  ta 


2arctg — ist  der  Winkel , welchen  die  Tangenten  machen,  wenn 
na 

ca  — 90°  ist.  Verschiedene  Teile  der  Curve  werden  einander  schnei- 
den; auf  folgende  Weise  können  wir  diese  Doppelpunkte  finden. 


ans.  der  Kitli.  n.  Fbja.  2.  Reihe,  Teil  TL 


4 
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In  einem  Doppelpunkte  muss  *,  — « sin  2n  6 « sin  2n  8'  und 

yt  — Asin(2ro  ö-|-  ip)  = b sin  (2m  Q‘-f-  ip). 


Dem  genügen: 

2ti8  =»  2n6'-(-2 qit 

und 

2m8-f-’i'  “ 2 m8‘ -j- 2qn 

2n8  =■  (2p  — l)n  — 2n6 

t 

2tn8-(-  ip  = (2p—  1)  n — 2 m8‘ 

oder: 

8- 8-  - . . 
n 

■ •(«) 

8-8--1«  • • • -(IO 

CIO,  2P— 1 

0 + 8 - 

• - iß) 

«o.«-  2p~ * t*\ 

0 + 0 “ 2m  n~~  m (i) 

Aus  (o)  uud  (ä)  findet  man 

aus  (ß)  und  (&) 

2P~ * » | 

4m  2m  ' 

2n  n | 

I 0 ” 2P4 n^  + in”  ( 

01 -*ir"-Lw  ) 

* 

4m  2m 

2«"  J 

Himstedt1)  bat  die  Zahl  der  Doppelpunkte  der  Lissajous'schen 
Curven  bestimmt  und  er  fand,  dass  diese  Zahl  im  allgemeinen 
2mn  — (m-j-n)  ist,  aber  in  dem  speciellen  Falle,  dass  die  Curve  durch 
die  Ecken  des  Parallelogramms  geht,  ist  die  Zahl  nur  $ (m  — l)(n— 1). 

Die  Formel  (5)  können  wir  auch  schreiben 

iw>  cos  2»  6 

COtgT  COtg  o>  = u c08  (2mö-j-tp) 

Setzen  wir  in  diese  Formel  die  Werte,  welche  8 und  6'  in  einem 
Doppelpunkte  haben,  so  finden  wir  ihr  I: 


COtgTrf — cotg  01 


mb  sin  co  ( 2p  — 1 . m . \ 

008 1 "2 — n + 

» /2p  —1  \ 

cos  an  COS  - I — a - n — ) 

na  * m \ 2 f 

mZ>sin  o)  . 2p — 1 . m 

8iQ  “ — n sin  - an 
2 n 


1)  Diss.  pag.  19. 


Digitized  by  Google 


Ekama : Die  Littajou»' sehen  Curven. 


51 


cotgT/—  cotg  ca  = 


misin 


C08jm  (V*-»)-«»} 

in  ca  ( 2p — 1 m 1 

008  ( 2 * ^ 

n /2p — 1 \ 

COS  neos  -I  -*-jj — K — 1p J 


für  n: 


cotg  — cotg  (O 


mb  sin  ca 


na 

mb  sill  io 


. 2p  — 1 . m 

sin  -7; — n sin  qn 
2 » 1 


( 2p  — 1 n 1 

COg|-^-"  + mg*| 

COS  j— 2 1 ■ “ n + qn  -f  ip{ 

. 2p— 1 


misin  10 


sin-1-« — n sin  - qn 
2 m 

/2p  -ln  \ 

^ ^-«-f^COSg« 


COtgTi’—  COtg  ca 


ml*  Sin  ca 


cosj— 2— * 

cos  ^ 4- 


. 2p -1  . n 

sin  -~n — sm  an 

na  2 m 

misinco  fm'ip  — 1 , \ 

cos  I-  -ä-g  n + ip  1 cos  qn 

Also  ist  immer 

COtg  Ti  4"  COtg  Ti'  — 2 cotg  ca  (x) 

Wenn  man  in  einem  Doppelpunkte  die  beiden  Tangenten  zieht, 
so  ist  die  Summe  der  Cotangenten  der  Winkel,  welche  sie  mit  einer 
der  Achsen  machen,  gleich  zweimal  Cotangens  des  Coordinateu- 
winkels. 

Ist  ca  = 90°,  so  wird  diese  Formel 

tgTi  + tgTi'==  0 

welche  mit  der  von  Himstedt  gefundenen  Formel  ttberoinstimmt. 
Weiter  folgt  hieraus,  dass  die  Linie,  welche  den  Doppelpunkt  ver- 
bindet mit  der  Mitte  der  Achsen- Strecke,  die  zwischen  den  beiden 
Tangenten  liegt,  der  anderen  Coordinatenacbse  parallel  ist. 

Sei  A der  Doppelpunkt,  in  welchem  AC  uud  AB  die  Tangenten 
seien.  Nehmen  wir  CD  — BD  und  sei  Wkl.  ADB  — |,  so  ist,  weil 
Wkl.  CAB  — t/—  t d ist,  in  A ADB 

4* 
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oder 

In  £,  ABC  ist 


i CB  : AB  — sin  (r/  — £)  : sin  £ 

CW  : yiii  = 2 (sin  r/cotgi  — cos  *,(■)  : 1 

CU : AB  — sin  (t*'  — t*)  : sin  t* 


= sin  Td'  cotg  Td  cos  Td' : 1 
. • . 2 sin  id' cotg  | — 2costd'  = sin  td1  cotg  Td  — cos  Td' 

2 cotg  | — cotg  Td-f-  cotg  Td' 

also  nach  (x) 

S = » 

was  zu  beweisen  war.  Auf  dieselbe  Weise  wie  vorher  für  den  Winkel, 
den  die  beiden  Tangenten  dnreb  den  Coordinatenanfangspnnkt  ge- 
zogen mit  einander  machen,  kann  man  jetzt  im  allgemeinen  für  jeden 
Doppelpunkt  beweisen,  dass  der  Tangens  des  Winkels,  welchen  die 
beiden  Tangenten  in  diesem  Punkte  an  die  beiden  Teile  der  Cnrve 
gezogen  mit  einander  machen,  dem  Tangens  des  Winkels  zwischen 
den  Tangenten,  wenn  das  Coordinatensystem  rechtwinklig  war,  mit 
dem  Sinns  des  Coordinatenwinkels  multiplicirt,  gleich  ist. 


Um  die  Wendepunkte  zu  bestimmen,  müssen  wir  (5)  nochmals 
differentiiren,  so  finden  wir: 

<Z*X  Hfl 

rfy»  ” m X 

- " VÄ*  sin  * o>  — y*  si  n - ( arc  sin  tb ) +y  cos  - ( arc  sin  r-  j—  -ii> ) 

m'  m\  »Sin  m / »n\  Jsmu  ^ ) 

V6ssin*<a  -y* 


Für  einen  Wendepunkt  muss 


<Px 
dy * 


0 sein,  also 


oder 


. n f y \ my 

nlgm  VarCSin  b sin  <a  V “ y'i,gin‘«— j 

n tg"  ( arcsin 


(C) 


Aendert  sich  der  Wert  des  <a , so  wird  der  Wendepunkt  einen 
Kreis  mit  dem  Radius  y,  beschreiben.  (Fig.  2 und  3.) 

Führen  wir  in  Gl.  (6)  die  & wieder  ein,  so  wird  sie: 

n tg  2n  & =»  m tg  (2mß  -f-  lg)  (7) 
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Durch  Bestimmung  von  8 aus  dieser  Gleichung  finden  wir  die  Zeit- 
punkte, in  welchen  der  Punkt  durch  einen  Wendepunkt  geht.  Diese 
Zeiten  sind  unabhängig  von  a>. 

Dieser  Gleichung  werden  anendlich  viele  Worte  der  8 genügen, 
unter  welchen  jedoch  nur  eine  bestimmte  Zahl  verschiedene  Vor- 
kommen, die  Zahl  der  verschiedenen  reellen  Werte  der  8 muss  man 
bestimmen,  nm  die  Zahl  der  Wendepunkte  zu  wissen.  Wenn  wir  die 
Formel  (7)  in  Potenzen  des  Sinns  der  8 entwickeln  and  die  irra- 
tionalen Functionen  durch  Quadrirnng  fortschaffen  , so  bekommen 
wir  eine  algebraische  Gleichung  höherer  Ordnung  in  Bezug  auf  sin  ©. 
Die  Zahl  reeller  Wurzeln  zwischen  +1  und  —1  giebt  die  Zahl  der 
Wendepunkte.  Auf  diese  Weise  werden  wir  es  jedoch  schwer  finden, 
und  durch  die  Qnadrirnng  führen  wir  Werte  für  8 ein,  welche 
nicht  der  Formel  (7)  genügen. 

Die  Curve  hat  an  jeder  Seite  der  V,  Achse  n mal  ihre  grösste 
Entfernnng  und  an  jeder  Seite  der  X,  Achse  m mal.  Geht  die  Curve 
von  einem  Punkte,  wo  sie  ihre  grösste  Entfernung  von  der  y,  Achse  hat, 
nach  einem  solchen  Punkte  in  Bezug  auf  die  X , Achse  oder  umgekehrt, 
so  hat  die  Curve  keinen  Wendepunkt;  dies  ist  zwar  der  Fall,  wenn 
der  Teil  der  Curve  zwei  Punkte,  welche  die  grösste  Entfernung  von 
derselben  Achse  haben,  verbindet.  Nun  sei  » grösser  als  m,  so  wird 
die  Curve  2(» — m)  Teile,  welche  Punkte  mit  der  grössten  Entfernung 
von  der  V,  Achse  verbinden,  haben ; demzufolge  hat  die  Curve  2(n  — m) 
Wendepunkte.  Die  Formel  (7j  hat  dann  auch  2(n  — m)  reelle  Wur- 
zeln für  sine.  Geht  die  Curve  durch  zwei  Ecken  des  Parallelogram- 
mes,  so  fallen  die  Wendepunkte,  mit  Ausnahme  derjenigen,  welche 
gerade  in  den  Ecken  liegen,  je  zwei  und  zwei  zusammen,  und  ver- 
schwinden also  — — — - Punkte,  dann  hat  die  Curve  in  diesem 
speciellen  Falle  nur  n— w-J-l  Wendepunkte. 

Aus  (4)  und  (5)  folgt  durch  Dividirung: 


x — y cotg  io 

COtgT  - COtg  tt» 


m n ( 

, - tg  - ( i 
n m\ 


arc  sin 


» 


b sin  a> 


-tp)y, 


i’sin'm — y* 


und  wenn  wir  (6)  gebrauchen: 


x — ycotgo.  m1  ^ xjy  — COtgtt)  m1 

cotg  r — COtg  u n*  ^ COtgT  — COtg«.  “»* 

Bringen  wir  die  Curve  auf  Polarcoordinaten,  so  ist 
x — rcosqp  und  y = rsin«p 

und 
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oder 


cotgqo — COtg  tü  m* 
cotgt  — cotgra  — n* 

sin(a>—  qp)  _ m*  sin  (a  - t) 
sin  <p  ~ n*  sint 


(8) 


Diese  Formel  lehrt  nns  die  Beziehung,  welche  in  einem  Wende- 
punkte zwischen  dem  Winkel,  welchen  die  Tangente  mit  der  X Achse 
macht,  und  der  Anomalie  besteht. 


Geht  die  Corvo  durch  den  Coordinatenanfangspunkt,  so  ist  dieser 
Punkt  auch  ein  Wendepunkt,  jedoch  dieser  Punkt  genügt  nicht  dor 
Formel  (8);  dor  Grund  dafür  wird  später  gegeben. 

Wir  werden  jetzt  die  Geschwindigkeit  und  die  Beschleunigung  in 
jedem  Pnnkte  der  Curve  bestimmen,  ln  dem  schiefwinkligen  Coor- 
diuatensystemo  war 

x,  =osin2n8  und  y,  — b sin  (2m6  -j-  y) 
wo 

ö n T 

ist,  also 

dB  ^ n 

di  ” nT 


und 


dsj  d9 

dB  dt 


2 na 


COS  2nB 


1,1  — dB  dl 


2m  bn  _ , 

=r~  COS  (2mS  -}-  r|>) 

nl 


die  Geschwindigkeit  ist 

V s=  V v»is-f-2v,,  vfl cos  tu J 

Sei  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  in  Bezug  auf  die  X Achse  P, 
so  ist: 


Vt,  sin(<»  — y)  na  cos  2 nB  sin  (m  — t) 

siny  mb  cos(2mö-|-  ij>)  — sinoo 

Die  Componentcn  der  Beschleunigung  sind: 


und 


dvXl  dB 
p*‘  ^ dB  dt 


4 s*a 

r 


sin  2n© 


dvyl  dB 
P*‘  dB  di 


4ji*  im* 
»*T* 


sin(2m0-}-y>)  = — 


4n* 

J"i  Vt 


und  also  die  Beschleunigung: 


Digitized  by  Google 


Eli  am  a:  Die  Li* sajou»' sehen  Curvttu 


55 


« 

P-UW  { $+fn  + 8 % ^iC0S«j 


Sei  die  Richtung  der  Beschleunigung  zur  X Achse  d,  so  ist: 


Pt,  sin  (»  — d)  n* osin 2n0  _ »* z, 

pt,  ” Bind  “ m’isin  (2m0  -f-  ♦)  m*9i 

_ n*  8in(m  — <p) 
mx  sin  <p 


Diese  Formel  gibt  die  Beziehung  zwischen  der  Anomalie  und  der 
Richtung  der  Beschleunigung. 


Sollen  die  Richtungen  der  Geschwindigkeit  und  der  Beschleuni- 
gung zusammen  fallen,  also  in  einem  Wendepunkte,  so  muss  sein 


oder 


na  COS  2n0  n*asin2n© 

t»öcos(2*n  0 + ip)  ~ m*£sin(2*»  Ö+f) 

mtg(2m0-f-^)  = ntg  2n0 


Diese  Formel  ist  der  Formel  (7)  ähnlich. 


Ist  die  Phasendifferenz  so  gewählt,  dass  die  Curve  durch  den 
Coordinatenanfangspunkt  geht,  so  ist  in  diesem  Punkte  p„,  uud 
p„,  = 0,  folglich  ist  die  Beschleunigung  in  diesem  Punkto  auch  0. 
In  allen  übrigen  Punkten  ist  die  Beschleunigung  grösser  als  0.  Die 
Geschwindigkeit  ist  in  den  Ecken  des  Parallelogramms  0. 


In  einem  Doppelpunkte  ist: 


aber 


sin(w  — d)  n*x,  sin(o>  — d')  a* x,' 

sind  “ m*y,  nn  sind'  — »V 

x , = und  y,  = y,'  also  auch  d = d' 


was  uns  lehrt,  dass  in  einem  Doppelpunkte  die  Beschleunigungen  in 
den  beiden  Teilen  dieselbe  Richtung  haben. 


Jetzt  werden  wir  den  geometrischen  Ort  der  Wendepunkte  aller 
Curven  bestimmen,  welche  bei  bestimmten  n und  m Vorkommen. 


Die  Curve,  welche  diesen  geometrischen  Ort  gibt,  werdo  ich 
die  Cnrve  der  Wendepunkte  nennen. 

Aus  (7)  folgt  durch  Substitution  der  Werte  (2) 
myiVn* — z,1  = nz,  V** — y,* 

oder 

(n* — — i»*z1*J*  — m,yt,o*  (9) 

Diese  Formel  enthält  nicht  die  ?,  also  ist  diese  Gleichung  jene 
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der  gestiebten  Cnrve  Sn  dem  schiefwinkligen  Coordinatensysteme. 
Die  Cnrve  ist  vom  4ten  Grade  und  symmetrisch  zu  den  Achsen. 
Sie  geht  durch  den  Coordinatenanfangspunkt  und  durch  die  Ecken 
des  Parallelogrammes.  Fig.  2 und  3. 


Bringen  wir  die  Curve  auf  Polarcoordinatcn,  so  ist 


und 

1 sm  co 


»I 


rsmtp 

sinn 


--,{H*i*cosec,i)p'  — m*a,cosec,(«>  — <jp')  } 


oder 


Soll  w reell  sein,  so  muss  sein : 

ii* 41  coscc*  cp'  N m,d>  cosec*(a> — <p‘) 

«4  sin  (»  — 9/)  > masin<p‘ 

, cJi  sin  ca 

• • tg9P  < ndcoso»-)- ma 


Die  Anomalie  ist  bei  dieser  Cnrve  unstetig. 

Für 

nb  sin  o) 

tg  ^ nb  COS  co  -(-  ma 

ist  r =>  0,  also  geht  die  Curvo  durch  den  Coordinatenanfangspunkt. 

Sei  der  Winkel,  welchen  eine  Tangente  dieser  Curve  mit  der 
X Achse  macht,  t„  so  ist 

dr  , , dr  . , , 

W*  V+r  ^tgqi+r» 
tgti  = <Tr 


rf^-rtg*'  r^-rW 


dr 


r — — ^^Jj»,ÄicoB9j'cosec5ip,*Hn!<I*eos(i»— 9p')coscc'(eo — qp')J 

Durch  Substitution  dieses  Wertes  und  des  Wertes  von  r*  in  die 
Formel  für  tgr,  findet  man 

m5,a*sinxqp  jcOtg(m— qp')tg<p'-f-l} 

tgT)  ” >T*4:,sin!i(u>-9P,)icotg9P'+tg9p'H-»»,<»llsinVlcotg(n  — 9p')— tgf'l 


n*  4*  sins(<o  — 90') 
cotgr.-cotgn^^, 


(10) 
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Nach  (8)  ist 

sin(o»—  <p)  <*j  sin (a>  — t) 

sin  <p  n*  sin  t 

also  weil  in  einem  Wendepunkte  ip  — tp‘  ist 

sin(® — t,)  _ m*b*  sin*(a  — t) 


sint. 


sin*t 


dl) 


Diese  Formel  gibt  uns  die  Beziehung  zwischen  den  Winkeln, 
welche  die  Tangenten  in  einem  Wendepunkte  an  die  Cnrve  und  an 
die  Cnrve  der  Wendepunkte  gezogen,  machen. 


Formel  (8)  gilt  nicht  im  Coordinatenanfangspunkt;  hier  ist 

-cotgm 

f yj  oju  «■/  y|  oau  s» 

x.  a sin ‘2n0 

cotgqo  — cotgw  ■ 


x x,  -f  - y,  COS  m xt 

cotg  ^ — yj  gin  a,  — y,  sin  m 

x,  a sin2nS 


y,  sin w 4 sin«  sin  2 m 6 

Für  6—0  wird  die  rechte  Seite  — %,  durch  Differentiation  findet  man 


2n  a COS  ‘2nS 
2 m b sin  «cos  2m  6 

also  für  8 — 0 ist 

sin  (m  — <p)  na 

sin<p  mb 

Nach  (5)  ist  für  8 — 0 

sin(a—  r)  na 

sin  t mb 

. • . im  Coordinatenanfangspunkt  ist  <p  = r. 

Bei  der  Cnrve  der  Wendepunkte  haben  wir  für  r = 0 gefunden 


sin(w  — <f’) 

m a 

am  qp 

n b 

und  nach  (10;  ist 

sin(w  — »x)_ 

ma 

ßiüTj 

nb 

also 

v,  =?' 


Weiter  folgt  ans  diesen  Formel* 
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sin(ni  — t,)  m*  A * sinJ(ra  — t) 

sin  t,  nV  sin5! 

Formel  (11)  gilt  also  in  der  Tat  im  Coordinatonanfangspunkt. 
Für  *,  — a und  y,  = b oder  y — b sin«  ist 


also 


a : b — sin  (m  — cp') : sin  cp' 

sin(o>  — t,)  »*  A*  o*  n*  a 

sin  T,  mV  Ä*  m*A 


Ans  (5)  folgt 

cotgr  - cotgoi  = % 
Dio  Differentiation  der  rochton  Seite  gibt: 


mb  sin 


" . » , « \ 

1 — sin  - | bg  Sin  : — lp  1,/ry 

Sinei  mV“  Asm«  /VA* 


sin*  oi  — y* 


Va*  sin1»  — y* 


und  diesos  wird  für  y = Asin  co  gleich  — t~- — 
“ ° m Asm  oi 


also 


sin(r  — o>)  «*  a 

sinr  m’A 


folglich  haben  wir  in  der  Ecke  des  Parallelogramms  t-i,i  dass  die 
Formel  in  der  rechten  Seite  % wird,  ist  nur  möglich,  wenn  die  Werte 
*i  = ±a  nnd  yj  — ±A  der  Formel  (3)  genügen. 

Die  Formel  (9)  gibt  nur  den  Ort  eines  Wendepunktes,  wenn 
a > >•  — a und  A > yj  > — A ist.  Die  Curve  dehnt  sich  jedoch 

weiter  aus.  Sie  wird  eine  Asymptote  haben,  wenn  boi  einem  be- 
stimmten Werte  der  y,  oder  umgekehrt,  unendlich  gross  ist. 

Sei  n,  wie  wir  angenommen  haben,  grösser  als  m. 

Ans  (9)  folgt 

myta myo 

**  V )A  V — (n* — m*)y,*J  V {A*  n*  sin1»  — (n*  — m*)y*5 

also  ist  =x>  für 

An 

V = ±7^^8inco 
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Für  eine  Asymptote  muss  r unendlich  gross  werden  bei  einem 
bestimmten  Werte  von  cp',  dieses  wird  der  Fall  bei  <p'  = 0 (denn  bei 
<p'  — <#  wird  r imaginär),  also  ist: 

cotgTj  — cotgeo  — 05  und  also  t,=0 

Die  Asymptoten  sind  der  X Achse  parallol  nnd  die  Gleichung 
der  Asymptoten  wird  also  sein 

bn 

y ■=  ± i sin  co 

V n1 — m 

In  Fig.  (3)  sind  dio  Linien  00 ' und  PP'  dio  Asymptoten;  hier 
ist  n — 5 und  ra  = 3,  also  y = i ^Asinoa. 


Um  den  Krümmungsradius  jedes  Punktes  der  Curve  zu  linden, 
haben  wir  die  Formel 


9 = 


i(g)'+ en* 

dy  d*x  dx  d*y 
dt  dt * dt  dt* 


\m+mrk 

dy  dhc  dx  d*y 
dB  de*  ~dS  d0* 


Nun  ist: 

y = Asin«sin(2m6-}-ip)  und  z — a sin  2n8-)-4  cos  cosin(2m6-|-af)) 

dy  

jß  = 2mi8in«»C0B(2ne-f-^)  = 2i»y4*sms»— y*  = ZwiSinoVi*— y1 


A _ 

dB*~ 


— 4 m*A  sin  «sin  (2m  B -j-  ip)  = — 4 m*y 


— 4 m*y,  sin  co 


= 2naC0s2n»-}-2mAc08«aco8(2mS-|-iy) 


— 2»y<i*—  (x  — y cotg  a>)*  -f-  *m  cotg  ai  V A*  sin’i 
= 2n  Ya* — Ij8  -}-  2mC08  0)  yA* — y 


Al_ 

d»,— 


4 n’osin  2n®  — 4 m A cos  eosin  (2m»-}- «JO 


weil 

nnd 


= — 4n*(x— yCOtg  m)  — 4m*ycotg  ca 
= — 4n*z,  — 4m*yj  COtg  0) 

X — y COtg  u>  ~ x1 
y,  sin  co  = y 
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1 j nHa^)+2nm  cos  o>  V (aa-a,1a)(6*— y,  y,*)  }*/* 

• ‘V~  fiuitinu)  mi/jVo«-  V — iu-,  Vä*  - y,J 

Für  w = 90°  geht  diese  Formel  Uber  in 

__  J_  [ »*  (a*  — g)8)  -f  »>8  (** — y i *) } *■ » 
mB  myjVa11  — *■,’ — tuTjl/ft*  — yj* 

Für  to  «=  0 sind  alle  Krümmungsradien  unendlich  gross,  ln  den 
Wendepunkten  muss  p unendlich  gross  sein;  dieses  ist  auch  der  Fall, 
denn  nach  (5)  ist  dann 

my1'l/a,—  (Tj*  =»  nrjVi1 — y,* 

Für  Punkte  in  den  Seiten  des  Parallelogramms  ist  z,  — + o,  also 

^ 1 jro1^*  — y,  *)  ] 3/*  m*  b*  — y,* 

® ntnsiu  o)  ,ia y 4* —y7*  »’sinw  o 

und  für 

n*  a* — 

y.  = r 6 ist  p ■»  — . r 

* m*  Sill  co  4 

Wir  haben  gefunden:  dass  in  einem  Wendepunkte 

nsiu  2n8  cos  2«  8 

msin(2m0-f-y)  ~ cos  (2m0  -f- y) 
ist,  unabhängig  vom  Werte  des  a. 

Sehen  wir  was  dieses  bedeutet,  wenn  co  — 0 ist.  Der  Punkt 
bewegt  sich  dann  längs  einer  geraden  Linie,  und  cs  kann  dann  nicht 
von  einem  Wendepunkte  die  Kede  sein.  Das  Verhältniss  der  Ge- 
schwindigkeiten jeder  der  beiden  Bewegungen  ist  in  jedem  Punkte: 

vr,  na  cos  2n0 

vfl  = mb  cos  (2m0  -(-ip) 

und  das  Verhältniss  der  Beschleunigungen: 

/>ii  nsa  sin  2»0 

ptl  m*b  sin  (2m0  -j-  tp) 

Stellen  wir  in  die  erste  Formel  den  Wert,  den  0 haben  muss  für 
einen  Punkt,  der  übereinstimmen  wird  mit  einem  Wendepunkte,  so  ist: 

V*,  n*a  sin  2n0  p*, 

vn  m*b  sin  (2m0  -j-  ip)  pn 

Der  Wondepunkt  wird  im  Falle,  dass  u = 0 ist,  oin  Punkt,  wo 
das  Verhältniss  der  Geschwindigkeiten  dem  Verhältnisse  der  Be- 
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schleunigungen  der  beiden  Bewegungen  gleich  ist  Wir  werden  auch 
im  allgemeinen  2(n— m)  solche  Punkte  finden.  In  Fig.  2 sind  diese 
Punkte  dnreh  B0  angegeben;  die  oscillirende  Bewegung  findet  längs 
der  X Achse  statt. 

Die  Cnrve  der  Wendepunkte  schneidet  die  Curve  in  mehreren 
Punkten  and  zwar  in  4«  Punkten,  denn  2«  Teile  der  Curve  liegen 
zwischen  den  Seiten  des  Parallelogrammes,  welche  der  1",  Achse 
parallel  sind,  und  jeder  Teil  schneidet  die  Cnrve  in  2 Punkten. 
2 (n+m)  von  diesen  Punkten  sind  Wendepunkte,  da  bleiben  also 
noch  2(n—m)  Schnittpunkte  übrig,  und  im  speciellen  Falle,  dass  die 
Curve  durch  zwei  Ecken  des  Parallellogrammos  geht,  gibt  es  nur 
n + m — 1 Schnittpunkte.  Dass  wir  diese  Punkte  auch  finden,  hat  sei- 
nen Grund  darin,  dass  wir  die  Formel 

müi  V«*  — “ w,  Vt>*— ■ jq* 

quadrirt  haben.  Zieht  man  aus  der  Formel  (9)  die  Wurzel,  so 
l>ekommt  man  nach  Einftthruug  der  8: 

mtg(2m8-f-it»)  — ± ntg2n8 

das  positive  Zeichen  giebt  die  Wendepunkte,  das  negative  die  übrigen 
Schnittpunkte. 

Für  <l>  — 0 genügt  8 = 0 in  beiden  Beziehungen ; die  Curve  gebt 
dann  durch  den  Coordinatenanfangspunkt , folglich  genügt  dieser 
Punkt  der  Bedingung  eines  Wendepunktes  und  der  eines  Schnitt- 
punktes. 

Wir  finden  für  das  negative  Zeichen: 

COS  m 8 n sin2n8 

cos(2m8-f-ip)  msin  (2m8  ty) 

na 

Nach  Multiplicirnng  mit  finden  wir  durch  Substitution: 

v_ry  _ _ Pn 

vn  Ptn 

In  den  Schnittpunkten  sind  also  auch,  wenn  man  das  Zeichen  nicht 
achtet,  das  Verhältniss  der  Geschwindigkeiten  und  das  der  Beschleuni- 
gungen einander  gleich,  jedoch  bat  eine  dieser  4 Grössen  das  ent- 
gegengesetzte Zeichen  der  3 anderen. 

Nnn  ist 


also 


VlJ 

vn 


sin(o>— y) 
sin  y i 


und 


sin(o)  — d) 
Pn  sin  <5 
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dies  giebt 


sinfa — y) sinfw — J) 

sin  j sin  6 

cotg  y cotg  i — 2 cotg» 


Diese  Formel  lehrt  uns  die  Beziehung,  welche  in  einem  Schnittpunkte 
der  beiden  Curven,  der  kein  Wendepunkt  ist,  zwischen  den  Richtun- 
gen der  Geschwindigkeit  und  der  Beschlennignng  bestehen  muss. 


Für  tu  = 90°  wird 

r = 180°  — d 


Die  Liseajou*' ecken  CWren  und  die  goniometrieeken  Functionen 
vielfacher  Bogen. 

Wir  haben  gefunden,  dass  die  Coordinaten  eines  Punktes  einer 
Lissajous’schen  Curve  sind: 

x-°-asin2n0  und  y — 4 sin  (2«ö -f- <<) 

Setzen  wir  20  •»  i),  so  wird 

x—  asinm;  uod  y = isin  (wnj-J-tp) 

Ans  diesen  Gleichnngcn  muss  «j  eliminirt  werden,  um  die  Gleichung 
der  Curve  zu  finden. 

m und  * Bind  ganze  Zahlen,  welche  keinen  gemeinschaftlichen 
Factor  haben,  so  dass  wir  also  folgende  Fälle  unterscheiden  können : 

I  n gerade  m ungerade 

II  n ungerade  m ungerade 

III  n ungerade  m gerade 

Sei  die  Phasendifferenz  gleich  0,  so  ist 

x ■=  a sin  m>;  und  y — 4sin»ij 

Nun  ist 

sinm(*i;)  — sinn(mtj)  (1) 


Ist  es  möglich  sinrafm;)  in  eine  Reibe  von  Potenzen  von  sin 
und  sin  n (mij)  in  eine  Reihe  von  Potenzen  von  sin  mij  zu  entwickeln, 
so  haben  wir  die  gewünschte  Gleichung  der  Curve  gefunden.  Nun 
ist  jedoch  die  Entwickelung  des  Sinns  eines  vielfachen  Bogens  in 
Potenzen  des  Sinus  des  einfachen  Bogens  nur  möglich , wenn  das 
Vielfach  angerade  ist1) 


I)  Sablümilch.  Alg.  Aoalyait  pag.  189. 
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Nur  im  Ilten  Falle  wird  die 
wir  bekommen: 

v , 1,._1TO(ro»  — 3*).. 

i 1 2 3 

” + l 

„ | ( 1)a-,n(n»-l»)(n»-3»). 
l 12  3 

m-f-1 

\ , i«_i «(”»*  — 3*)... 
i^l  2 3 ... 

"+1 

V / .»-.»(»’-W-S*). 

i ' 1 2 3 


Entwickelung  möglich  sein,  nnd 


■ |nt»-(2p-3)»| 

. 2p  — 1 


aiu2P“’ 


nt] 


■ ■ 1”*  — (2g — 3) 

..  2q  — 1 


-sin*«-imt} 


\m*-(2p -3)») 

2p  — 1 a®r_1 


.{,f-(2g-3)»),»f-l 

. 2q  — l i**“1 


Die  Curve  ist  für  x vom  mton  Grade  nnd  für  y vom  nten  Grade. 

ln  den  beiden  andern  Fällen  ist  eine  der  Seiten  der  Formel  (1) 
unentwickelbar.  Erhebt  man  die  Formel  (1)  in’s  Quadrat,  so  be- 
kommen wir: 

sinsm(n»f)  -=  sinlln(mj)) 

Wir  müssen  nun  untersuchen,  welche  die  Reihe  sei,  welche  wir 
bekommen,  so  wir  die  2te  Potenz  eines  Sinns  eines  vielfachen  Bogens 
entwickeln  in  eine  Reihe  von  Potenzen  des  Sinus  des  einfachen 
Bogens. 

. . . - , , n(n — l)(n — 2)  . 

smn?  — nsinicos'-'f  — j ^ s — sinsScos"-*S 


also 

8iusn* 


+ "(%1)(72)(n73)(n74)®i°itcos-®t 

_ ~2)(n  -J)(n-4)(n.-5)(„^  etc. 


n*sin*{  cos*“-*  | — -y— ^ 8in*J  cos*"-4| 

+ sin6 1 cos4“— 6£ 

— (n~^)^n  ~^)(n~^)n~4)n~5)("  6)  iin8  ^ C0Ba,,_8 1 
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+ »»(n-lKn-aKn-^-i)  g,n.{cog*_.{ 

- (n  — l)*(n  — 2)*  (*  -pS)^  — 4)  £ cog*,_g  | 


12  3*  4 

Setzen  wir  1 — sin'J  für  cos*{,  so  können  wir  die  Potenzen 
nach  dem  Binomium  Newton's  entwickeln,  und  weil  in  der  Formel  nur 
ganze  positive  Potenzen  Vorkommen,  werden  wir  endliche  Reihen  finden. 

sin’nj  = «»sin1?—  j 3 sin4£-f 2- j= sina{ 

»*(«*  — !*)(»*  2*)(i»*  3*)  . . , 

1 3*  5 7 sin  5 . . . 


• » - , (2  , . 4 .3  »*(»* — 1*)  . ., 

sm,«f  — i | jnssin»|  — j— | j 3«"“  *ln  £ 


6.5.4  1»)(»»-2») 

+ 1.2.31  3*  5*  ‘ 

8 . 7 . 6 . 5 n*(«*— 1 *)(«*— 2*)(n*  - 3») 
7« 


sin*  ( . . . 


1.2.3.4  1 3*  5* 

(3) 

. • . - 1 *(-.>.-■  c,,f 


Sei 


t * 

1-2  — 


, "»(n* — !*)(*«* — 2*)- fr»*—  (P-1)*(  g.n2(,  (n 


G-) 


COS2!’« 


sin*n(|-«) 

= i £(-l)r-i  C,*r  j-- -'-p  5t  ...  (2p_i)t 

Ist  n gerade,  so  ist: 

•ln.  —ISf  ivr  vv",(»,-l,X»l-3,)..|»,-(y-l),l 
sin  nt*  _ i £(— 1)»  Cft  x 3,  5,  (2p -1)* 

Für  n ungerade  ist 

- 1 i(-nr-  Cf  ^ 

oder 
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Wenden  wir  (3)  auf  die  Gleichung 

sin1  m(n^)  ■=  sinsn(mij) 

an,  so  bekommen  wir: 


, o.  «•*(»>*  — l8)(ms— 2s)...|ms— (p— 1)*|  , 

j gs 5»  (2p — 1)*  slniPnt> 


. JZ(-l)»-»  Cp 
1 • 


n»  (>.*  - 1 »)(n»  — 2»).  ■ . ~ (g  - 1 )*  | 


3* 


5*  ...  (2g  — X)* 


sin2«  mrj 


oder 


ti  i < ,-i  rH  m‘  ( m * ~ 1 ~ 2>)-  • • I m>~  (P  ~~1  >’  I *ip 

,(  r 1 3*  5*  ...  (2p  — l)1  a2r 


— i(— i)t->c,2« 

i 


n*  (n*  — 1 *)(n*  — 2*) 

1 3*  5« 


. jn*—  (q  — 1)*}  j/2» 
. (2g  — 1 )*  Ifr 


(6) 


Die  Curve  ist  also  für  x vom  2m  ten  Grade  und  für  y vom  2«  tcu 
Grade.  In  der  Formel  kommen  nur  gerade  Potenzen  der  y und  der 
x vor,  deswegen  wird  die  Curve  symmetrisch  in  Bezug  auf  beide 
Achsen  sein. 

Wir  werden  jetzt  die  spcciellen  Fälle  untersuchen,  dass  ip  — 90°, 
180°  oder  270°  ist,  was  Uboreinstimmt  mit  einer  Phasendifferenz 
gleich  »C;  J 1‘  und  } l'. 

Ist  sy  = 90°,  so  werden  die  Gleichungen,  welche  die  Stelle  des 
Punktes  geben : 

x = osinnij  und  y — Jsin(mi;-f-i  Jt)  ■=  icosmij 
Gebrauchen  wir  das  Axiom 

COSm(ni))  — cos  n (mq) 

Der  Cosiuus  des  vielfachen  Bogens  kann  nur  in  einer  Reihe  von 
Potenzen  des  Sinus  des  einfachen  Bogens  entwickelt  werden,  wenn 
das  Vielfach  gerade  ist1)  Er  kann  immer  in  einer  Reihe  von  Po- 
tenzen des  CosiuuB  des  einfachen  Bogens  entwickelt  werden.2)  Die 
Gleichung  der  Curve  wird  im  III teu  Falle,  das  ist  wenn  » ungerade 
und  m gerade  ist: 

- 1-'-  % ~ *>t 

j 1 « o . . . «p 


1)  Schlfuuilch.  Alg.  Analysis  pag.  188. 

2)  n n n t 192. 

Arch.  «1er  Math.  u.  Phje.  2.  Reihe,  Teil  VI. 
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*=  i j(2c08mij)H — j-  (2c08mjj),*~2-|-  g—  (2cosmj/)M-4 

m(n— 4)(»  — 5)  « I 

— j ^ ij — (2cosmi/)“-8  u.  s w.  j 

oder 

1+  ,l_1)  1 2 3 ...  2p  a*r 

j 2HyH  n2**— ay“-2  n(n  — 3)  2“— 4y-4 

— m "v*  ~ i ä"-s  • i 2 y^*~~ 


n(n — 4)(n  — 5)  2*1- 8ji"— 8 
1 2 3 i»18 


W.I 


(7) 


Die  Cnrve  ist  für  x vom  mten  Graiie,  für  y vom  nten  Grade, 
u dieser  Formel  kommen  nur  gerade  Potenzen  der  x vor,  also  ist 
die  Curve  symmetrisch  zur  K Achse. 


Im  Ilten  Falle  sind  m und  n ungerade,  also  ist  co8n(mij)  un- 
entwickelbar  in  eine  Reihe  von  Potenzen  von  sinn  j;,  wir  müssen 
wieder  gebrauchen  die  Formel: 

8in*TO(«ij)  ■*=  8iü*n(mi?) 

Werden  diese  Functionen  entwickelt  nach  den  Formeln  (3)  und  (5), 
so  linden  wir: 


" — l'Km1  — 2*)...|m8—  (p  — l)s|  . _ 

*f  (-1)'-1  C"Sp  T 3»  5»  ...  (»-!)«  8,u’'"'» 


- 1-JI(-1)HCV-.1 


«*(«*  — l*)(n*  — 2*)...  (n*  — (q  — 1)*|  0„ 

5*  ..."  (2g— T)* 


3* 


oder 


3« 


1 -}.£  (-1)9-1(7,21 


l*)(m*  — 2») ...  | m*  - (p  - 1)« | 

5»  ...  (’p-  1)»  asP 

n*  (»*  - l»)(n*  — 2«) . . . { n»  - (g  - 1)* } 

1 3»  5S  ...  (23—1)2  6*1 


Diese  Curvo  ist  symmetrisch  in  Bezug  auf  beide  Achsen  und  sie  ist 
für  x vom  2mten  und  für  y vom  2nten  Grade.  Sie  geht  nicht  durch 
den  Coordinatenanfangspunkt. 

Ist  nun  im  Iten  Falle  n gerade  und  m ungerade,  so  finden  wir 
bei  der  Entwickelung: 
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, y,  . r 2.  *»* (">*  — !*)(">*  — 2») . ■ . j m*  - ( p — 1)» } 
i£(— 1)'  C,2'  x 3jj  5,  (2p  — 1)‘  8m  n,? 


i~(  l)tf  Cq  ? ^ 5»  (2^—1)*  COS -imq 


oder 


f 2p  — 2*>--l ■»*  — ( P — l )‘J  ä* 

Tl  ^ ' i 3»  5*  ...  (2p  — 1)«  a2r 

£,  P(P-I«)(P-22)...|P-(3-l)2jj,2v 

, (_1)’  C»  I”  3*  P ...  (28-1)*  i» 


Diese  Gleichung  ist  der  Formel  (6)  gleich ; die  Curve  wird  in  diesem 
Falle  dieselbe  sein,  als  wenn  die  Phasendifferenz  gleich  0 wäre. 

Ist  tj;  = 180°,  so  wird 


x — asinutj  und  y — A sin  (mij -{- ir)  — — Asinmij 

Im  ersten  nnd  dritten  Falle  finden  wir  dieselben  Gleichungen 
für  die  Curven,  als  wenn  die  Phasendifferenz  0 wäre;  im  zweiten 
Falle  wird  die  Gleichung  (2) 


m-f-1 

~ ,m(m*  — l2)(m*— 3*)... \m*  - (2p  — 3)*}  pr-1 

f { l)  1 2 3 ...  2p -1  Pr-l 

” + l 

“ . . . , n (»*  — 1*)(P — 3*)  ■ ..  | P — ('2q  — 3)2|  (—  y)^~‘ 
~ 7 * 1 2 3 ...  2q  —1 

Die  Potcnzon,  welche  in  der  rechten  Seite  Vorkommen,  sind  un- 
gerade, also  haben  diese  Glieder  das  entgegengestellte  Zeichen  wie 
in  der  Formel  (2).  Hieraus  folgt,  dass  die  Curven,  welche  bei  den- 
selben n und  m entstehen , bei  einer  Phasendifferenz  gleich  0 oder 
gleich  J V Spiegelbilder  von  einander  sind. 

Zum  Schlüsse  sei  die  Phasendifferenz  } l\  so  finden  wir  im 
ersten  und  zweiten  Falle  dieselben  Curven,  als  wenn  die  Phascu- 
differenz  wäre.  Im  dritten  Falle  finden  wir  jedoch,  weil 

x = «sinnj;  und  y =-  Asin (mij -}-*/, ü)  = — Asinmij' 
ist 

, ,,.m2(m»-i2)(m2-22)...jm2-(2p-2Pi  xßP 

^ i'  r 1 2 3 ...  2p  Pr 

(2"(— »)"  »2-*(-»)-!  n(n  — 3)  2—<(-y)— < 

. “ M 1 *M"2  1 2 b *-* 

n(n  — 4)(»  — 5)  2M“Ö( — y)n~t  I 

— j g 3 “ " n.  s.  w.  J 

5» 


Digitized  by  Goögle 


68 


Ekamai  Dit  Lüuajous’ sehen  Curven. 


Da  n ungerade  ist,  so  sind  alle  Potenzen,  welche  in  der  rechten  Seite 
Vorkommen,  ungerade,  also  haben  diese  Glieder  das  entgegengesetzte 
Zeichen  derselben  Glieder  in  der  Formel  (7),  also  sind  die  Curven, 
welche  im  3ten  Falle  entstehen,  bei  der  Phasendifferenz  }1‘  wie  bei  i k'. 

Im  ersten  Falle  bekommen  wir  also  bei  jeder  der  genannten 
Phasendifferenz  dieselben  Curven. 

Wir  könnten  jetzt  noch  untersuchen  die  Falle,  dass  dis  Phasen- 
differenzon  j 1,  $ X und  j X waren,  aber  wir  worden  dasselbe  finden, 
als  wenn  wir  n und  m mit  einander  wechselten.  Fig.  4 zeigt  die 
Richtigkeit  des  Abgeleiteten.  Diese  Betrachtungen  gelten  eben  so 
gut  für  ein  schiefwinkliges,  wie  für  ein  rechtwinkliges  Coordin&ten- 
system. 

Schiedam,  Juli  1886. 
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III. 

Erweiterung  zweier  Sätze  auf  n Dimensionen. 


Von 

R.  Hoppe. 


§.  1.  Bermann’scher  Satz. 

In  Schlömilch’8  Zeitschrift  f.  Math.  u.  Phys.  Bd.  XXXI.  S.  381 
enthält  ein  Aufsatz  Uberschrieben:  „Ein  Minimumproblem“  Von 
0.  Bermann  — einen  Satz  über  die  BerUhrungsebene  einer  Fläche 
der  nebst  seinem  Beweise  nichts  von  seiner  Einfachheit  verliert, 
wenn  man  ihn  sogleich  anf  beliebig  viele  Dimensionen  erweitert  Er 
lantet  alsdann: 

„Das  ndehnige  (n-j-l)eck  begrenzt  von  n (n  — l)debuigen  «- 
ecken,  deren  eins  eine  feste  krnmme  (n — l)debnnng  berührt,  wäh- 
rend die  übrigen  in  festen  linearen  (n — l)dehnnngen  liegen,  ist  bei 
variirendem  Berührungspunkt  ein  Minimum,  nnr  wenn  der  Berührungs- 
punkt Schwerpunkt  jenes  berührenden  necks  ist.“ 

Zum  Beweise  bedarf  es  zunächst  eines  passenden  Ausdrucks  für 
den  Inhalt  eines  »dehnigen  (n-f-l)ecks  V.  Sind  die  von  einer  Ecke 
ausgebenden  n Kanten  r„  r,,  ...  r„  sämtlich  normal  zu  einander,  so 
ist  offenbar 

v - 

— n! 

Gibt  man  nnn  der  Kante  rt  gegen  die  Kante  r„  dann  der  Kante  r3 
gegen  die  Ebene  i^r, , dann  der  Kante  r,  gegen  den  Raum  r,rsr, 
u.  s.  f.  eine  Neigung,  so  mnltiplicirt  sich  jedesmal  bei  unveränderter 
Basis  die  Höhe  von  V , mithin  auch  V selbst  mit  dem  Sinus  des 
Neigungswinkels.  Da  alle  diese  Winkel  von  der  Lage  des  (n-f-l)ten 
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necks,  welches  den  Ausgangspunkt  der  r nicht  enthält,  unabhängig 
sind,  so  kann  man,  gtiltig  für  beliebige  Neigungen,  schreiben : 


V=  C'r, r,  ..r„  (1) 

wo  C gegen  alle  Veränderungen  der  r und  der  durch  ihre  Endpunkte 
bestimmten  (n  — l)debnung  constant  ist. 

Der  Schnittpunkt  der  n festen  linearen  (n  — l)dchnnngen  sei 
Anfang  der  orthogonalen  Coordinaten  x,  x,,  x„  ...  xM_t.  Sind  nun 
P,  pt, ...  i die  Richtungscosinus  der  Normale  der  krummen  (n — 1)- 
dehnung  Sl  im  Punkte  (z,  ...),  ?,  £,,  ...  £„_i  die  Coordinaten  eines 
Punkts  der  berührenden  linearen  (n — ljdehuung,  und  setzt  man 

M—  Zpx  (2) 

so  ist  die  Gleiehnng  der  Berührenden; 

Zpi  - M (3) 

Sind  ferner  ak,  au,  at>,  ...  die  Richtungscosinus  der  ifcten  Kante  rk, 
mithin  r*  at,  etc.  die  Coordinaten  des  Schnittpunkts  mit  der  Berühren- 
den, so  ist  nach  Gl.  (3) 

nXpat  = M (4) 

daher  das  Volum  des  ndehnigen  (n-f-l)ecks  nach  G!.  (1) 

CM" 

V “ nkXpak  (5) 

woraus : 

Da  nun  Xpdz  = 0 ist,  so  hat  man  nach  Gl.  (2) 
dM  — Sxdp 

Die  Differentiale  dp,  etc.,  welche  jetzt  allein  Vorkommen,  hangen 
bloss  durch  die  Relation 

Xpdp  — 0 


von  einander  ab.  Soll  also  V ein  Minimum  sein,  so  ist  erste  Be- 
dingung: 


— _ s ak 

M k2pak 


Xp 


v «1 , 

M M Xpau  ~ 


fUCu-l 

M 


xk 


atn-l 

2pOkH-l 


— Xp»—  1 
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Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  der  Reibe  nach  mit  p,  />„  ... 
so  ergibt  ihre  Summe: 


und  man  hat : 


» — E 1 “ 1 oder  1 = 0 


M 


Ei 


at 


Epat' 


etc. 


Die  Coordinatc  der  iten  Ecke  der  berührenden  »debnnng  ist  nach 


Gl.  (4) 


folglich 


I»  = na» 


Mae 

Epak 


► M l na»  a»  \ 

k X » \-2pa*  * Epen) 

gültig  für  k — 1,  2,  ...  n und  für  alle  Coordinaten  x. 
befriedigen  die  Gleichungen: 


Die  Werte 


Ek({k — x)  — 0;  etc. 


folglich  ist  der  Berührungspunkt  Schwerpunkt  der  Ecken  dos  nocks, 
mithin  bekanntlich  auch  Schwerpunkt  des  necks  selbst  (vcrgl.  T.  V. 
S.  420). 


Hiermit  ist  die  Notwendigkeit  der  Bedingung  bewiesen;  ob  sie 
ausreichend  sei , bleibt  auch  im  citirten  Aufsätze  für  3 Dimensionen 
unentschieden. 


§.  2.  Routh’scher  Satz. 

Im  Quarterly  Journal  of  pure  and  applied  Mathematics,  V.  XXI. 
p.  281.  sind  zu  Anfang  eines  Aufsatzes  von  E.  J.  Routh  die  Worte 
des  Integrals  / z“ d V,  wenn  sich  dasselbe  Uber  ein  Dreieck,  Viereck, 
Tetraeder  und  körperliches  Fünfeck  erstreckt,  aufgestellt. 

Die  bemerkenswerte,  vom  Verfasser  weiterhin  fruchtbar  gemachte 
Eigenschaft  dieser  Ausdrücke,  dass  sie  nämlich  ausser  dem  Factor 
V nur  Coordinaten  gewisser  Punkte  in  der  einen  «Richtung  ent- 
halten, liess  vermuten,  dass  jene  4 speciellen  Figuren  aus  einer  um- 
fassenderen Classe  von  Figuren  hergeleitet  werden  können.  Be- 
trachtet man  zunächst  das  Dreieck  und  Tetraeder  als  Anfang  der  Reibe 
der  «dehnigen  (n-J- 1)  ecke,  so  lässt  sich  in  der  Tat  das  ebene  Viereck 
und  körperliche  Fünfeck  durch  Projection  des  dreidehnigen  Vierecks 
auf  die  Ebene,  des  vierdehnigen  Fünfecks  auf  den  Raum  gewinnen, 
und  so  eine  zweite  Reihe  von  Figuren  aus  der  ersten  herleiten.  Die 
Berechnung  der  entsprechenden  Formel  ergibt  sich  jedoch  einfacher 
nach  derjenigen  Beziehung  der  zweiten  Reihe  zur  ersten,  in  welche 
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sie  an  der  citirten  Stelle  gesetzt  wird,  der  gemäss  das  »dehnige 
(n -f- 2) eck  aus  zwei  ndehnigen  (n-j-l)ecken  mit  einer  gemeinsamen 
Seite  besteht  Wir  wollen  daher  zuerst  die  Formel  für  das  n dehnige 
(n-f-l)eck  berechnen,  daraus  durch  Addition  die  Formel  für  das 
n dehnige  (n-|-2)eck  ableiten  und  schliesslich  auf  die  erstgenannte 
Beziehung  näher  eingehen.  » 


§.  3.  Erweiterter  Routh’scher  Satz  tür  ndehnigos 
(n-f-l)eck. 

Snbstituirt  man  für  die  Abscisse  x des  Elements  eines  ndehnigen 
(n-j-l)ecks  V auf  beliebiger  Axo  mit  beliebigem  Anfang  (nach  T.  V. 
S.  419)  folgende  Function  der  Unabhängigen  u* 

*=»+i 

X = ^ (*» — n+l)u»»i+l  ...  »«  (*«+2  = 0) 


wo  xk  dio  Abscisse  der  fcten  Ecke  von  V bezeichnet,  und  macht  An- 
wendung auf  « orthogonale  Axen , so  lautet  dio  Functionsdctermi- 
nauto 

d ■—  n!  ... 

und  das  Element 

0 V = dd  »,  . . duH 

erfüllt  V,  wenn  alle  u von  0 bis  1 variiren. 

Sei  nun  z Abscisse  von  9 V iu  beliebiger  Richtung,  in  oder  ausser 
der  »dchnung,  so  dass 

i=H+l 

» — ■*  (zt  — Z»+ 1)  nt  «J-f-l  . . . «»  (z«+ a = 0) 

nnd  man  setzt 


»=»+i 

z(|i,  v)  = (z„ — zv)tt»_lllr  . ..  2 (z*  — H+l)  U*  ...  Un 

k=zp 

so  wird 


v) 

dup-i 


8u,-i  . 


/ 

_ 1 

(Zf,—Zr)u,  ... 


2*+l(jl,  v-(-l)  — z'l  *(v,  v-f-l) 

(*  + 1)  (Zf.  — Zf)  u,  ...  u* 


tt» 


daher  insbesondere  (für  n = 1;  v — 2,  dann  p — 1,  2;  v = 3,  etc.) 
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*r+»(l,3)  -zP+l(2, 3) 
(p  + iH»)  — *»)“«  •••  «h 


1 1 
f Ujduj J rfSuj 
'o  o 


1 (zP+3(l,  4)-*F+2(3,4) 

(p  + l)(P  + 2)  ( 


^+3(2,4)  _ *+*(3,4))  1 

' (*s  — — *s)  f (“3  “»)* 

1 f rf+*(l,  4) zr+3(2,  4) 

(p  + 1)  ( P + 2)  \(*i  — *s)  (*1  — *3)  '*  (*j  — »1)  (*»  — **) 

»f  >2(3,  4)  \ 1 

(*s  ~ *i)  (*s  *t)i  («3  ••  • u")* 


demnach,  wie  leicht  za  ersehen,  allgemein 


1 111 

j tu*-»cW  /*. . . f u%üui  C a du ,= 

ö 0 0 0 


1 

(p  + 1) ...  (p  + *)(«*+>  ...  ««)* 

*=*+ A + 2) 

l=1  (Zk~  *,)  ...  (*»  - — Ji(l)  •••  (**  — **) 


worauB  für  A = n: 


uPd  V 


1 

...  ...  3u»  = 


(p+  1)  •••  (p  + *0  ^ 

*=»+!  jjP+* 

»=1  (Zk  — Z,)  ...  (n  — Zk-i)  (zk  — s*  + l)  . . . (»  — 2») 


(6) 


§.  4.  Erweiterter  Routh’scher  Satz  für  ndohniges 
(n+2)eck. 

Nehmen  wir  nun  das  (»  — l)dehnige  neck 
(2,  3,  ...  n+1) 

als  gemeinsame  Seite  der  zwei  »dehnigen  (n+1)  ecke 

V = (1,  2,  3,  ...  n+1),  V"  = (2,  3,  ...  n+2) 
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so  stellt  die  Gesamtfigur  K =■  V'-J-  V"  ein  ndchniges  (n+2)cck 
dar,  für  welches 

J'  ^BV=j'  «r0r  + f tfBV" 

durch  Addition  zweier  Werte  der  Function  (6)  erhalten  wird  nämlich 

f'ir- 

, *=j,+2  r#* i 

t=s  (*»—*»)••  («— *»+s)) 


nl  j *=J,+ 1 V ‘ » 

(P*H)  ...  (p+»j  \ i=i  («*— «n— l) 

F"**r+" 


Die  Summe  der  allgemeinen  Terme  beider  Reihen  ist,  wenn  At  den 
Generalnenner  bezeichnet, 

= Skp+»  r ’ (« ' ~ »«4a)  + V"  (n — «|) 

A* 


= Jtl>+* 


Vn-D 

A» 


wo 


A*  — (*» — *i) ...  (»»  — — s»+i) ...  (n  — *b+z)  (7) 

D-  K’*,+2+K"*,  (8) 

Dieser  Wert  bleibt  auch  für  i = l und  £ — n + 2 richtig,  folglich  ist 


/ 


KP0K— 


(p+1)  — (p+«)  *=l 


*=“+*  , Kn  — D 
Z *r+» 


A* 


(9) 


Wird  nun  die  gemeinsame  Seite  von  V und  V"  von  der  Dia- 
gonale (1,  n+2)  im  Punkte  (0)  geschnitten,  so  verhält  sich 


daher  ist 

also  nach  Gl.  (8) 
und  man  hat: 


«„-n.+a-  V’ : V" 

»,-So  + ilK';  *„+2  = Jo-AK" 

D-  Vmo 


f 


zPdV- 


nl  K 


*=»+2 


(p+1)  - (P+’O  »=1 


Z *r+» 


«o 

Ai 


(10) 


§.  5.  Schlussbemerkung. 

Die  Projection  eines  ndobnigen  (n-f-l)ccks  auf  eine  lineare 
(n — l)dehnung  ist  entweder  ein  neck  oder  (n-j-l)cck  (letzteres  mit 
seinen  Diagonalgebilden,  ersteres  mit  einem  Punkte  und  dessen  Ver- 
bindungsgebildcn  im  Innern).  Alle  fcdehnigen  linearen  Grenzgebildc 
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des  u (leimigen  (n-fl)ecks  Bind  nämlich  (A--j-l)eoke,  als  solche  mithin 
sämtlich  convexe  Figuren,  die  von  einer  Geraden  nur  in  2 Punkten 
geschnitten  werden  können.  Der  Umfang  (d.  i.  Seitensumme)  des 
ndehnigen  (n-j-l)ecka  V sei  Sl.  Jede  Seite  von  V ist  ein  (»— 1)- 
dehniges  neck,  daher  ihre  Projection  auf  eine  lineare  (n— l)dehnung 
gleichfalls.  Nur  die  noch  übrige  Ecke  von  V kann  6ich  in  verschie- 
dener Lage  projiciren.  Entweder  fällt  ihre  Projection  in  das  Innero 
jenes  necks  oder  nicht.  Demnach  sind  nur  die  2 Fälle  zu  unter- 
scheiden: Fällt  die  Projection  irgend  einer  Ecke  von  V in  das  In- 
nere der  Projection  der  Gegenseite,  so  ist  die  Projection  von  V und 
Sl  ein  neck,  fällt  die  Projection  keiner  Ecke  in  das  Innere  der 
Projection  der  Gegenseite,  ein  (n-(-l)eck. 

Bezeichnet  SV  die  Projection  von  Sl,  so  gibt  im  ersten  Falle 
Gl.  (6),  im  zweiten  Gl.  (10)  den  Wort  von 

fxfda' 

wenn  man  dio  n — 1 ersten  Coordinatcnaxen  in  die  Projectionsbasis 
legt  und  »— 1 statt  n setzt. 

Die  Beziehung  zwischen  den  verglichenen  Projectionen  ist  fol- 
gende. Das  (»  -l)dehnige  neck  hat  eine  Ecke  weniger  als  Sl,  daher 
fallen  in  SX'  alle  Grenzgebilde  weg,  welche  dieso  Ecke  besitzen.  Das 
(n— l)dehuigo  (n-j-l)eck  hat  eine  Kante  weniger  als  Sl,  daher  gehen 
in  Sl'  alle  Grenzgebilde  in  Diagonalgebilde  über,  wolcbe  diese  Kante 
besitzen. 

Ein  allgemeines  Kriterium  der  2 Fälle  lässt  sieb  schwerlich 
geben. 
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IV. 

Ueber  Triederschiiitte  und  Miniinaltetraeder. 


Von 

Dr.  Bermann 

in  Liegnitz. 


Vor  längerer  Zeit  *)  untersuchte  ich  in  einer  Programmarbeit 
die  Oerter  der  Schwerpunkte  solcher  Dreiecke,  in  welchen  ein  Tri- 
eder  (Droikant)  von  einer  Ebene  geschnitten  wird.  Ich  bezeiebnete 
dieselben  als  „Triederschuitte-1.  Dabei  nahm  ich  an,  dass  die  schnei- 
denden Ebenen  entweder  durch  einen  festen  Punkt  oder  eine  feste 
Achso  gehen  oder  Derübruugsebcnen  gegebener  Flächen  seien  oder 
endlich  ein  Tetraeder  von  gegebenem  Volumen  abschneiden;  auch 
betrachtete  ich  den  Fall,  wo  der  Triederschuitt  eine  vorgeschriebene 
Gestalt  hat.  Im  Folgenden  beabsichtige  ich,  hierzu  noch  Einzelnes 
nachzutragen. 

Die  Kanten  des  Frieders  seien  die  Achsen  der  x,  y,  *,  und  es 
bedeute  o den  Winkel  (y,  z),  ß (*,  »),  y (*,  y).  £,  y,  [ mögen  die 
Coordinatcu  des  Schwerpunkts  eines  Triederschnitts  bezeichnen,  t, 
u,  v die  Parameter  der  schneidenden  Ebene  auf  den  Achsen  dor  x, 
y,  z.  Es  ist  dann  t — * 3£,  u = 3t/,  v = 3J. 

1.  Zur  Ermittelung  der  bei  gegebenem  Ort  des  Schwerpunkts 
von  den  schneidenden  Ebenen  umhüllten  Gebilde  ist  zwischen  den 
Gleichungen  dieser  Ebene,  des  gegebenen  Ortes  und  ihren  eisten 
Differentialgleichungen  |,  tj,  f,  DX  und  D,fc  zu  climiniren.  Es  ist 

aber  erstere  Gleichung 


I)  Progr.  1874.  des  Gymn.  zu  Liegnitz. 
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t ' u ‘ V 

oder 

(1) 

und  hieraus 

( Df-  - 

(2) 

1 

\ °r£  “ ~ 

Ist  der  Ort  des  Schwerpunktes  ein  auf  die  Kanten  des  Trieders  als 
seine  zugeordneten  Durchmesser  bezogenes  Ellipsoid 


(3) 


(!)'+(=)■+©' 


so  hat  man 

( DA 

(4) 

; 

( 

Aus  (2)  und  (4)  folgt 

t*  i 

«*  i 

es  r) 
b'  t 


1 


t 

und  dann  ans  (3) 


Die  Substitution  dieser  Werte  in  (1)  liefert  dann  nach  einigen 
leichten  Umformungen 


(5) 


3» 


als  Gleichung  der  von  den  schueidenden  Ebenen  umhallten  Fläche  *), 

1)  Die  — um  cs  so  auszudrücken  — umgekehrte  Aufgabe,  <1.  h.  die  Be- 
dingung, dass  die  schneidenden  Ebenen  ein  dem  obigen  gleiches  Ellip- 
soid umhüllen  sollen,  führt  zu  der  Fl&che  6.  Ordnung 

als  Ort  des  Schwerpunkts.  8.  Procr.  74,  S.  11. 
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Mit  sechs  RUckkehrpunkten  erstreckt  diese  sich  auf  den  Achsen  bis 
±_ 3<i,  3 4,  3c  (vom  Scheitel  aus  gerechnet);  die  Dreikantflächen  und 
die  denselben  (innerhalb  leicht  zu  berechnenden  Grenzen)  parallelen 
Ebenen  schneidet  sie  in  Ellipseu-Evoluten ; nämlich  die  a-y-Ebene 
in  der  Evolute  der  Ellipse,  deren  zugeordnete  Durchmesser  auf  den 

, , , 3o4s  3 a*b  . , , 

Achsen  der  * und  y bezhw.  ■ ...  , . a sind,  die  anderen  Flächen 

a — om  a — o 

in  Evoluten  von  Ellipsen  mit  den  zugeordneten  Durchmessern: 

34cs  'ilrc  _ 3 ac2  3a2c 

4* — c*’  4“ — c2'  a2 — e2’  a2 — c2 


Hat  man  insbesondere  ein  rechtwinkliges  Dreikaut,  um  dessen 
Scheitel  eine  Kugelflächo  vom  Radius  r gelegt  ist,  welche  den  Schwer- 
punktsort bilden  soll,  so  reducirt  sich  Gl.  (5)  auf 

**  + y*+s*  = (3r)* 


Es  sei  zweitons  der  Schwerpunkts-Ort  die  Ebene 


(6) 

also 


a'b’e 


1 


e 

b 


so  hat  man  bei  Zuziehung  von  (2) 


Hieraus  durch  Substitution  in  (6): 


1+l1)w» 

1+| /S)V5 

und  endlich  aus  Gl.  (1): 

m y:+ v 

'!+) /--» 

als  Gleichung  der  von  den  schneidenden  Ebenen  umhüllten  Fläche. 
— Sie  ist  4.  Ordnung,  die  Reciprocale  des  Schwerpuukts-Ortes  der 
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durch  den  festen  Punkt  - gehenden  Triederschuitte  *)  uud 

schneidet  die  Triederiiächen  in  Kegelschnitten. 

Es  sei  drittens  der  Ort  des  Schwerpunktes  die  Gerade 

l 

’-'Vi 

«-**-•  (|/f+H+v.) 

--ii/fd/f+Ki+v.) 

‘-iVHVf+V>y) 


43-1 


also 


so  ergibt  sich  analog 


l/fce 


Durch  Substitution  in  (8)  ergibt  sich  endlich  die  Gleichung  der 
Gratlinie,  deren  Scbmiegungsebenen  die  Ebenen  der  Trieder- 
schnitte  sind: 


^ ((yox-J-Via)  (y'adx  -f-  Y bey  + Ybdx)  —3 abVä 

Wey  + Vd*)  (Y^dx+Yb^+  ywö  “Wyi 

Die  Division  der  einen  dieser  Gleichungen  in  die  andere  führt  zu 

cY  ad.  Vx  — aYbc  Vy  = (o — c)YbdVz  (10) 

der  Gleichung  eines  Kegels  zweiter  Ordnung,  der  mit  dem  Trieder 
don  Scheitel  gemeinschaftlich  hat  und  mithin  auch  seine  drei  Flächen 
geradlinig  schneidet,  jede  der  beiden  Flächen  vierter  Ordnung  aber, 
welche  durch  eine  der  Gl.  (9)  ausgedruckt  werden,  in  der  obigen 
Gratlinie. 


1)  Progr.  74.  S.  2. 
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Durch  Elimination  je  einer  Variabein  zwischen  den  beiden 
Gleichungen  (9),  bezhw.  Gleichung  (10), gelangt  man  zu  den  Projections- 
gleichungen  der  Gratlinie.  So  durch  Elimination  von  t and  dann 
von  y zn: 

o4 1(-  P — 2<iAe<?(«3 -f-  <?)Ty-\-lrc*^  — 6<J4(a  — c'fib'ßx  — G <~(a  — c)-b-  tly 

-f  9(«  -c)*lA<P  — 0 

(a  -(-  c)2  (Ae®  — aiefa-j-ejM-j-A*«2»* — &arb(a-^-e)z  — = 0 

Die  Gratlinie  ist  mithin  eine  Raumcurve  4.  Ordnung,  die  gemein- 
schaftliche Dnrchdringungscurve  dreier  den  Triederkanten  paralleler 
hyperbolischer  Cjiinder. 

Die  Fläche  J»jj  = «*,  deren  Tangentialebenen  vom  Trieder 
volumengleiche  Tetraeder  abschueiden,  besitzt  (S.  Progr.  74  S.  13) 
auch  die  Eigenschaft,  dass  die  Berührungspunkte  ihrer  Tangential- 
ebenen die  Schwerpunkte  der  zugehörigen  Triederschnitte  sind.  Bei 
dem  vorstehenden  Verfahren  muss  sich  bei  ihr  also  wieder  dieselbe 
Fläche  ergeben  (als  von  den  schneidenden  Ebenen  umhüllt). 


II.  Sollen  die  Triederschnitte  flächcngleich  werden,  so  bat 
man,  wenn  ihre  in  den  Ebenen  xy , yz,  rz  liegenden  Seiten  bzbw. 
»i,  «„  *j  sind: 

- ivW-o.’-W-*»*)* 

und  da  wegen 
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t — 3f,  u ~ 3ij,  t>  — 3{ 

«,*  = 9(la+t,*-2^coBy) 

«i*  - 9(tr>+P  — 2,fcOBa) 

.,t  = 9(P+P-2ttco$ß) 
ist,  so  hat  man,  wenn 

cos« — cos ß cos y mit  A 
cos  ß — co  8 a cos  f mit  B 
cos  y — cos  a cos  ß mit  C 

bezeichnet  wird: 

ä = 9/,-/^£W  » + J*f*  «in*  ß+Pf?  sin*/ — 2{i/£  (A5  + ßq-|-Ct) 

Der  Ort  der  Schwerpunkte  für  die  Triederschnitte  vom  Inhalt  d 
ist  daher: 

(2d\* 

(1)  y2*2sinsK  + xs*3Bin40-f-:r4}r)8insy—  2®y*(Ax-}- Ci)  =^y J 
und  insbesondere  für  das  rechtwinklige  Trieder: 

(1*)  *V  + :tM  + *V-(y)2 

Die  vorstehenden  Gleichungen  lassen  sich  auch  schreiben: 

a4-/34-v  / I /?-4-y  — a 

(a-yain y-f-yjBin a -f-zzsin ß)2  — 4sin  — — ^ ( a: sin ^ 

+ y sin  n— - + * sin  *^y — ^ xy, 

bzhw. 

(**+**+**)’  — 2(a+y+»)*j«  — ^y) 

Für  ^ =>  0 geht  diese  Fläche  über  in  eine  der  von  nnsern 
grossen  Mathematikern  Kummer  and  Weierstrass  synthetisch  erörter- 
ten (Monatsberichte  der  Kgl.  Akad.  d.  W.  1863  p.  332  sqq.),1)  Kegel- 
Bchnittsscbaaren  enthaltenden  Steiner’schen  Flächen. 

Da  es  an  Modellen  derselben  nicht  fehlt,  so  kann  man  sich  auch 
von  Fläche  (1)  eine  Anschauung  bildeu,  wenn  man  sich  die  tiefsten 
Stellen  ihrer  trichterförmigen  Einsenkungen  nicht  zusammenstossend, 
sondern  am  eine  leicht  zu  ermittelnde  Strecke  von  einander  ab- 


1)  Cfr.  Schroctcr  ibid.  p.  520  sqq.  und  Crelle  (Borchardt)  Jahrg.  64 
p.  64  u.  66  sqq.  — Auch  ibid.  Jahrg.  63  p.  315  von  Crcmona  nebst  Note 
von  Cayley  (Jahrg.  64  p.  72)  und  Snlmon-Fiedler  Analyt.  Geom.  d.  Raums 
Th.  2,  S.  356. 

Arth.  der  Math.  a.  Phys.  2.  Reihe.  Teil  YL  6 
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stehend  denkt.  Besonders  einfach  wird  dies  bei  dem  rechtwinkligen 
Triedcr  und  der  Fläche  (1*).  Die  innerhalb  der  letzteren  befindlichen 
Strecken  der  Triederkanten  sind  die  Achsen  eines  regulären  Okta- 
eders. Legt  man  nun  durch  den  Triederscheitel  die  vier  den  Oktaeder- 
flächen parallelen  Ebenen  = 0,  so  schneiden  sie  die  Fläche 

(1*)  in  Kreisen.  Mau  erhält  nämlich  für  die  Schnittcnrven : 

\ *»«*+(«  ± *)*(*»+**)  = (*/,  J)* 

oder  nach  beiderseitiger  Iiadicirung: 

( *s+yJ±Ty  — 

l X*  S*  i «<=•’/,  d 

Eine  successive  erfolgende  Drehung  der  Achsen  in  ihrer  Ebene  nm 
n/4  lässt  dieselben  übergehen  in 

i ■'+  (fs)’-  ‘I«“ 

i ■*+(tj)'-V^ 

Die  Flächen  des  Oktaeders  sind  aber  gegen  die  des  Triedcrs 
(hier  gegen  die  xy-,  bzhw.  xz- Ebene)  unter  dem  durch  cos  » — j V* 
gegebenen  Winkel  f geneigt.  Die  vorstehenden  Ellipsengleichungen 
sind  also  die  Projectionsgleichungeu  von  vier  Kreisen  mit  dem  Radius 
2l/xf  4i  / d 

y y g . und  g y -j  gibt  hier  den  Abstand  der  tiefsten  Stellen  der 
Fläche  an.1) 


III.  Soll  das  Volumen  des  abgesehnittenen  Tetra- 
eders ein  Minimum  sein,  so  hat  man,  wenn  zugleich  die  Be- 
dingung f(t,  tt,»)-0  besteht: 

(1)  F •=■  J iuv  sin  y sin  » 

wo  i oder  Wkl.  (x,  xy)  durch 


l /cos-q  -f-  cosad  — 2 cos  o cos  ß cos  y 
\ siny 


gegeben  ist, 


I)  d.  h.  da  die  Fläche  aus  vier  congrucntcn  Teilen  besteht,  den  Abstand 
e zweier  einander  gegenüberstehender  Teile. 
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| Dt  V.  Dif—  D%  V.  Dtf  = 0 
l D.V.D.f—D,  V.D.f  - 0 

Gehen  die  Triedersctanitte  durch  einen  festen  Punkt  (*',  y',  s'),  so  ist 

f=  7+-+--i=o, 

AK-}«»  sin  y sin  i. 

Du  V = } tv  sin  y siu  », 

D.  V — Jiusmysini; 


Dtf--; 


D.f  = - . 


also  nimmt  Gl  (2)  dann  die  Form  an  : 

x'v  — *'t  = 0 
y'v  — *'u  — 0 


und  mithin: 

/=  — — 1 — 0 oder  — — 1=0  oder  1—0 

' t u v 

d.  h. 

t - 3*'  - i 

u — Sy'  — ij 
v — 3»'  — f 

Es  schneidet  also  derjenige  Triederschnitt,  dessen  Schwer- 
punkt der  gegebene  feste  Punkt  ist,  das  Minimaltetraeder  ab. 

Gehen  dio  Triederschnitte  durch  eine  feste  Gerade 


-+*  = : 
\ p <1 


so  ist  die  Gleichung  einer  Triederschnittebene: 


•-+S_1+(l(!+*_l)-0 

p 1 q 1 r \m  n J 


£ + l L ! _ 1 

rapfH-ji ) ^ ( 1 + f») 4 ^ , n 

>»  + M>  u + 
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Mithin 


DpV 


( 1 -f-  p)8  mnpg  sin  y sin  i 

* |»(m+pp) 

i [«**  + 2 (*»  — P)  f*  — "*]  Bin  y si»  * 


Wegen  Dp  V — 0 hat  man  zur  Bestimmung  des  dem  Minimum  ent- 
sprechenden ft: 


m 


- 0 


woraus : 


M — 


1 — 


da  für  n — — 1 K — 0 wird,  entsprechend  einem  durch  den  Trieder- 
scheitel  gebenden  Schnitte,  und  da,  weil  durch  die  gegebene  Gerade 
eine  Ebene  gelegt  werden  kann,  die  einer  der  Triederkanten  parallel 
läuft,  so  dass  V — cd  wird,  ein  Maximum  ausgeschlossen  ist. 

Mach  einigen  BeducMonen  folgt  hieraus: 


t «=  " (2m  — p i Vms  — mp  -f-p2) 

u *-  - (2p  — Vm2  — mp-J-p2) 
v = m-f-p  + y iii*  — mp  -{-p2 

Läuft  die  feste  Gerade  einer  Triederfläche,  etwa  der  «-Ebene,  pa- 
rallel, so  wird  p unendlich  und  es  reducirt  sich  die  Gleichung  der 
schneidenden  Ebene  auf 


V 


\ + . 


V auf 


Dp  V auf 


= (l+rt  ,<1+'’  ;(1  + ri 

r r* 


.d+f*)3  . . . 

$ — mnq  91  u y SUl  i 


- 1 


fr  mnq  sin  y sin  i 


.(l-f-p)*(p-2) 


Es  ist  dann  also  p = 2,  wie  sich  ja  auch  unmittelbar  aus  dem  obigen 


p 1 r P p 

für  p =®  ergibt.  Es  wird  dann : 

t ■*»  fn,  « = 3g,  v — Jm 
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worans  ersichtlich  ist,  dass  in  diesem  Falle  der  Schwerpunkt  des 
Triederschnitts  io  die  Drehungsachse  (feste  Gerado)  fällt. 

Sollen  die  Tricderschnitte  eine  gegebene  Fläche  umhQllen,  so 
ergibt  sich  die  Bedingung  fUr  das  Minimaltctraeder  in  folgender 
Weise: 

Die  Gleichung  der  Fläche  sei  <j>  (x,  y,  a)  = 0;  sind  £,  17,  J die 
Coordinaten  des  Berührungspunktes  und  bedeuten  p,  q,  r bzhw. 
f). 9>({,  V,  D,  Dv<p,  D:<p,  so  ist: 

p(*-  ft+aOt— i)+r(*— £)  = 0 

die  Gleichung  der  Tangentialebene.  Ihre  Parameter  t,  u,  e sind  also 
bzhw. 

pl+99  + rJ  pJ  + w+'-f  + + 

> * 

p q r 


Es  ist  somit  V oder  $ tue  sin  y sin  t hier 


(pl  -f-  . . . 

- - am  y sin» 

pqr 


Die  obige  Minimalbedingung  (2)  wird  demnach  für  diesen  Fall: 


(2*) 

Setzt  man: 


1rD(V—pDl  V=  0 
rZ»,  V—  qDt  V—  0 

p£  + 99+rf  — S.  F3T  = P 


und  differentiirt  successive  nach  ?,  % £,  so  erhält  man: 


Da  aber 


6P* 

■Si-. — D.  V — 3 PDtS—  8D,  P 

^sinysmi  f ft 

*-■  Z>„  V - 3 PDVS-  SD*  P 
S*8inyBin»  * 1 

, 6P>— . D.V  — 8PD.8 — SDtP 
aVsinysm»  C C C 


D^S  <=  p-t-£-D4P  + ,yDf9+£D{r 
DyS  — q-\-r\Dvq-\-lD1ip-\-lDyr 
D^S  — r + £D£r+£Z)cp  + )jZ>{g 
und 

D{P—  qrDlP-\-prD(q+pqD(r 
DVP=  qrDnp-\-  prDv  q-\-pqDvr 

Dtp—  irDlr+PrDl'i+PVDtr 

ist,  so  erhält  man  nach  Einsetzung  dieser  Werte: 
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6 P* 

»Sa  siny  sin  i 

6P*DvV 
i>*sin  ysin« 

6P*DcV 
.S'*  sin  y sin  i 


3p’  gr+  qr  (2p|  — gq  — rj)  -f  pr  (2gq  — p£  — rf)  ßf  g 

+ pq  (2rf  — p5  — gg)  ßf  r 

3pq!  r + gr  (2 p|  —qq  — 1 f)  -fpr  (2gq  — p£  — rf)  ß,  g 

+pg(2rf— p£  — gq)ß,r 

■V'Z'-“  + gr  (2p£  — gq  — rf)  ß£p  -f  pr  (2gq  — p£  — rf)  ß;  g 

+pg(2rf  — p£  — gq)  ß;r 


Werden  diese  Werto  in  (2*)  substituirt,  so  gehen  dio  beiden  dortigen 
Gleichungen  schliesslich  Ober  in 


(2") 


, gr(2pf  — gq  — r£)(rD(p  — pß;p) 

1+  pr  (2gg  - pj  — rf)(rßf  g — pß£  g) 

-fpg(2ri— p‘  -gg)(rßfr~pß£r)  = 0 
gr(2pj  — gg— r{)(rß,p  -gß{p) 

+pr  (2gg  — p{  — rfXrß,  g — gß£  g) 
+pg(2rf  — p|  — gg)(rß,r  — gß^r)  — 0 


Unabhängig  von  den  (partiellen)  Differentialquotientcn  wird  diesen 
Gleichungen  durch 

I*  — 51  — rf 


genügt,  wodurch  die  obigen  Werte  der  Parameter  t,  u,  v in  35,  3g,  3f 
übergehen,  und  sich  demnach  als  Ergebuiss  herausstellt,  dass  dio 
Tangentialebene  das  Minimaltctraedor  abschneidet,  deren  Berüh- 
rungspunkt zugleich  der  Schwerpunkt  des  zugehörigen 
Triedorschnittes  ist 


Der  Minimalwert  von  V wird  $£qf  sinysini. 
Beispiele: 

1)  Für  das  Ellipsoid 


bat  man: 


4-a  4- 
«1+ 


1 


W(<P  — 


is 

as  * 


qDn<p 


V1 
b » ’ 


fD;<P 


so  dasB  also 

i*  _ v* 

a*  4* 


b 

V3’ 


f1 


f “ 


V3 


wird.  Vol.  des  Minimaltetraeders  = J abc y 3 sin y sin». 
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ist 


2)  Für  dio  obige  Fläche 

eMO'+fi)'- 


also: 


fF-lVai*,  m = 1 VV,  tr  - ? Vcf« 

* — Jij*  — oder  — E £ j/“ 


Dies  in  die  Fläcbengleichung  eingesetzt,  ergibt: 
1 1 


e 


i^e+i+I  '“i^e+i+i)'  Hi+i+!) 


Miniroaltetraeder-Volnmen  v: 


| sin  yaini 

(a+^+e)l/^+A<;+aC 


oder  8 sin  y sin.' 

(ab  -f-  be  -)-  ac)l 


3) 


aa*+iy-}-e»+rf  — 0 (Paraboloid) 
fp  ™ 2aE»,  «w  = 4ij,  £r  = e{ 

2<i|*  — bti  = cj 


54’ 

18  d»Vd  . , . 

25^•^y78ln>'9,,1' 


2d 

5c 


4)  aV^-*,»,+y,*,  = (|^)’  (s.  oben) 
{p  = 24»(,»+t*) 
iW  =2,*  (i»  + i*) 
fr  = 2P(P+ij») 

t = »/  = c = iy^.yi 

» = j^y 
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V. 

. Construetion  der  den  Brennpunkten  eines 
Kegelschnitts  entsprechenden  Punkte 
im  collinearen  Systeme. 


Von 

L.  Klug. 


K.  Poblke  bringt  in  seiner  „darst.  Geometrie“  (zweite  Abth., 
Berlin  1876;  § 114)  ohne  Beweis  die  Construetion  derjenigen  Punkte 
in  der  Ebene  eines  Kreises,  deren  Central-Projectionen  die  Brenn- 
punkte der  Central-Projection  des  Kreises  werden. 

Im  folgenden  wollen  wir  den  Beweis  der  Poblke’schen  Construetion 
geben  in  dem  allgemeinen  Falle  , wenn  statt  des  Kreises  ein  Kegel- 
schnitt angenommen  wird,  die  Construetion  wenn  das  Projections- 
Centrnm  ins  Unendliche  rückt,  endlich  die  umgekehrte  Aufgabe 
lösen,  nämlich:  Projoctions  - Centrum  und  Ebene  so  bestimmen, 
dass  die  Projection  zweier  beliebiger  Punkte  in  der  Ebene  eines 
Kegelschnitts  die  Brennpunkte  der  Projection  des  Kegelschnitts 
werden. 

„Schneidet  die  zu  einer  Tangente  eines  Kegelschnitts  Parallele, 
die  durch  den  Berührungspunkt  P gezogene  beliebige  Gorado  in 
B,  den  zur  Geraden  PB  conjugirten  Durchmesser  in  A,  so  liegt  der 
Punkt  B mit  dem  Pole  der  Geraden  PA  in  oinem  Durchmesser  des 
Kegelschnitts.“ 

Die  Pole  U,  V der  Geraden  AB,  BP  liegen  in  dem  durch 
resp.  A gehenden  Durchmesser,  und  das  Dreieck  ABP  mit  dem 
UVC,  dessen  Ecken  die  Pole  der  Seiten  des  ersteron  sind,  persp.  liegt, 
so  ist  BC  der  zur  Geraden  AP  conjugirte  Durchmesser  des  Kegel- 
schnitts. 


Digitized  by  Google 


e nt $pr eckenden  Punkte  im  collineartm  Systeme . 


89 


Daraus  folgt,  wenn  A in  einen  Brennpnnkt  des  Kegelschnitts 
fällt,  und  man  in  Betracht  zieht,  dass  der  Pol  einer  Brennpunkt- 
Sehne  auf  dieser  im  Brennpunkte  errichteten  Senkrechten  liegt: 
schneidet  die  durch  den  Brennpunkt  A eines  Kegelschnitts  zu  einer 
Tangente  Parallele  die  vom  Berührungspunkte  P auf  die  Hauptaxo 
gefällte  Senkrechte  in  B die  Tangente  des  Punktes  Pin  C,  so  liegen  die 
Punkte  B und  C auf  dem  zur  Geraden  AP  conjugirten  Durchmesser. 

Bezeichnet  man  den  Schnittpunkt  dieses  Durchmessers  und  der 
Geraden  AP  mit  D,  den  Schnittpunkt  der  durch  11  zur  Hauptaxo 
parallelen  und  AP  mit  B,  den  Fusspunkt  der  von  B auf  AP  ge- 
fällten Senkrechten  mit  E,  so  folgt  aus  den  vorhandenen  ähnlichen 
Dreiecken:  AD:  DE  — CD:  BD\  DP-,  AD=  CD : BD,  welche  Propor- 
tionen die  Relation  DA3  — DP.DE  geben.  Ferner  ist  aus  der  Figur 
ersichtlich,  dass  der  Punkt  B,  da  er  auf  der  zu  einer  Seite  des 
CAP  Dreieckes  Parallelen  sich  befindet,  immer  ausserhalb  des  Drei- 
eckes, daher  E innerhalb  der  Strecke  DP,  und  wegen  des  recht- 
winkligen Dreieckes  PBN  auch  innerhalb  der  Strecke  PB  liegt,  wes- 
halb auch  E niemals  auf  die  Strecke  BD  gelangen  kann. 

Mittelst  der  früheren  Relation  und  dieser  Bemerkung  kann  man 
die  Brennpunkte  eines  Kegelschnitts,  wenn  dio  Lage  der  Axen  und 
ein  Par  coujugirte  Durchmesser  bekannt  sind,  auf  folgende  Art 
construiren : 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  O zieht  man  Parallelo  zu  den 
Axen  und  einem  der  Durchmesser  und  eine  Senkrechte  auf  den  an- 
deren Durchmesser,  und  schneidet  diese  vier  Geraden  mit  einer  zu  dem 
letzteren  Durchmesser  Parallelen  g in  B,  P,  D,  E-,  liegt  nun  E auf 
der  Strecke  DP,  so  bestimmt  man  den  Punkt  A auf  g derart,  dass 
DA3  — DP.  DE  und  führt  durch  die  Berührungspunkte  der  zu  AO 
parallel  gehenden  Tangenten  des  Kegelschnitts  Parallele  zu  g-,  die 
Letzteren  treffen  die  mit  OB  parallele  Hauptaxe  in  den  Brenn- 
punkten. 

Die  Construction  geht  bei  der  Parabel,  da  dio  Durchmesser  pa- 
rallel Bind,  in  folgende  über  -.  durch  O führt  man  eiue  Parallele  und 
Senkrechte  zur  Axo  und  eine  beliebige  Gerade,  schneidet  dieselben 
mit  einer  auf  der  Letzteren  Senkrechten  in  D,  P,  E-,  bestimmt  den 
Punkt  A derart  auf  ihr,  dass  DA3  — DP.DE,  zieht  die  mit  OA 
parallele  Tangente;  die  durch  den  Berührungspunkt  zu  DP  Parallele 
schneidet  die  Axe  im  Brennpunkte. 

Wir  wollen  nun  die  hier  gegebenen  Constructionen  zur  Be- 
stimmung der  Brennpunkte  des  einem  Kegelschnitt  persp.  collinearen 
Kegelschnitts  benutzen. 
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Es  sei  k ein  beliebiger  Kegelschnitt,  »,  C dio  Colliueations-Axe 
und  das  Centrum,  q',  r die  Gegenaxeu,  k‘  dio  dem  k entsprechende  persp. 
eolliucare  Figur,  M der  Pol  von  r bezüglich  k.  Sind  Rit  ifs;  Ä3,  /?4 
zwei  Par  bezüglich  k conjugirtc  Punkte  auf  r.,  vou  welchen  das 
erste  Par  aus  C unter  einem  rechten  Winkel  erscheint,  so  geheu  die 
Geraden  C7?„  CIL  mit  den  Axen,  CIi3,  CJit  mit  einem  Par  conjugirter 
Durchmesser  von  k’  parallel.  Schueidet  man  die  ersten  drei  Ge- 
raden und  die  auf  der  vierten  iu  C errichtete  Senkrechte  mit  einer 
zur  vierten  parallelen  iu  AT,  P,  IJ,  E,  bestimmt  auf  dieser  den  Punkt 
A derart,  dass  im  Falle  E auf  der  Strecke  DP  liegt,  DA2^DP.DE, 
im  Falle  aber  E auf  der  Ssrecke  DA  liegt,  DA-  — DN.  DE  wird,  zieht 
vom  Schnittpunkte  der  Geradcu  CA,  r Tangenten  au  k,  so  treffen 
die  Verbindungslinien  des  Punktes  Ht  mit  den  Berührungspunkten 
im  ersten  Falle  -ßjA/,  im  zweiten  aber  RtM  in  denjenigen  Punkten, 
deren  entsprechende  die  Breunpunkte  vou  k'  siud. 

Fallt  Ili  ius  Unendliche,  ist  daher  RSM  der  zur  Richtung  der 
Geraden  r conjugirto  Durchmesser  von  k,  so  fälle  man  von  C eine 
Senkrechte  auf  r;  liegt  der  Fusspunkt  E derselben  zwischen  Jia  und 
Hs,  dann  ziehe  mau  vou  den  aus  der  Relation  E3A2  =>  It3R3.RiE 
bestimmten  Punkte  A auf  r Taugenteu  zu  i;  die  Schnittpunkte  der 
durch  die  Berührungspunkte  parallel  zu  r gelegten  Geraden  mit  ME1 
geben  die  den  Brennpunkten  des  k'  entsprechende  Punkte.  — Dies 
ist  die  oben  erwähnte  Pohlke’sche  Construction ; welche  aber  im 
Falle,  dass  II?  nach  D gelaugt,  nicht  anwendbar  ist,  daher  die  all- 
gemeine Construction  benutzt  wird. 

Berührt  r den  Kegelschnitt  k im  Punkte  R,  und  sind  die  Schnitt- 
punkte der  durch  C gehenden  und  der  auf  »-,  wie  auch  auf  CR  senkrecht 
stehenden  Geraden  mit  r,  H,  resp.  E , danu  bestimmt  man  den  Puukt 
A auf  r aus  der  Relation  HE.HR1  = HÄ1,  zieht  von  Ht  und  A 
Tangenten  zu  k,  und  durch  die  Berührungspunkte  Parallele  zu  CR 
resp.  r , der  Schnittpunkt  derselben  ist  der  dem  Brennpunkte  der 
Parabel  entsprechende  Punkt. 

Obigo  Constrnctionon  werden  bei  Bestimmung  der  Brennpunkte 
des  einem  Kegelschnitt  affinen  Kegelschnitts  folgender  Art  ange- 
wendet. 

Sind  k,  k'  zwei  affine  Kegelschnitte  in  persp.  Lago,  M,  M‘  ihre 
Mittelpunkte,  * die  Affinitätsaxe , MS1,  MSt  die  den  Axen  A/'»S,, 
M'Sf  von  k'  entsprechenden  coujugirten  Durchmesser  von  k,  D der  Schnitt- 
punkt des  zu  s conjugirten  Durchmessers  MD  mit  *,  endlich  E der 
Fusspunkt  der  aus  M'  auf  « gefällten  Senkrechten.  Liegt  E auf 
der  Strecke  DS^,  daun  bestimme  man  A auf  • aus  dor  Relation 


Digitized  by  Google 


entsprechenden  Punkte  im  collinearen  Systeme, 


91 


DE . ßSj  = DA3,  ziehe  mit  AM  parallele  Tangenten  zu  i;  die  durch 
die  Berührungspunkte  zu  * parallel  gelegten  Geraden  schueiden  MS1 
iu  den,  den  Brennpunkten  von  k'  entsprechenden  Punkten. 

Bemerkung.  1.  Liegt  M , daher  auch  M'  auf  t,  dann  werden  die 
Schuittpunkte  von  MS, , MS* , ME,  MD  mit  einer  beliebigen  zu  > 
Parallelen  benutzt. 

2.  Geht  * parallel  zu  den  Axen  von  k,  und  ist  zugleich  die  Pro- 
jectionsricbtung  senkrecht  zu  «,  daun  werden  statt  i und  des  dieser 
Geraden  conjugirten  Durchmessers  von  k'  eine  andere  Gerado  und 
der  ihr  conjugirte  Durchmesser  augewendet. 

Wir  wollen  jetzt  dio  umgekehrte  Aufgabe  lösen,  nämlich:  es  sind 
gegebon  ein  Kegelschnitt  k und  zwei  Punkte  F,  G seiner  Ebene, 
man  bestimme  die  Collineations-Axo  und  das  Centrum,  wie  auch  die 
Gogenaxen  derart,  dass  die  den  F,  G entsprechenden  Punkto  F,  G' 
die  Brennpunkte  des  dem  Kegelschnitt  k entsprechenden  Kegelschnitts 
werden. 

Diese  Aufgabe  kann  nur  daun  gelöst  werden,  wonn  F,  G inner- 
halb k liegen,  d.  h.  wenn  die  durch  F oder  G gehenden  conjugirten 
Geraden  eine  ellipL  Involution  bilden.  Sind  M.  p die  von  F,  G har- 
monisch getrennten  conjugirten  Punkte,  R der  Pol  von  FG,  dann 
entsprechen  entweder  dio  conjugirten  Geraden  A/p,  MR,  oder  A/p, 
p R den  Axen  des  gewünschten  Kegelschnitts,  weshalb  auch  der  Auf- 
gabe zwei  Systeme  von  Kegelschnitten  entsprechen.  Das  erste  Sy- 
stem enthält  Ellipsen,  das  zweite  Hyperbeln.  Der  der  Geraden  p R = r 
conjugirte  Durchmesser  schneide  r in  D,  die  Tangeuten  in  einem 
der  Endpunkte  der  durch  F oder  G zu  r parallel  geführten  Sehne 
schneide  r in  A.  Ist  nun  der  Punkt  K auf  r so  bestimmt,  dass  er 
auf  der  Strecke  DR  liegt  und  DE  = DA1 : DR  ist,  dann  wird  die  in 
E auf  r errichtete  Senkrechte  den  über  p/i  als  Durchmesser  be- 
schriebenen Kreis  im  Collineations-Centrum  treffen ; die  Collineations- 
Axe  wird  zu  r parallel  angenommen. 

Diese  Constrnction  ist  nicht  anwendbar,  wenn  p (oder  M)  ins 
Unendliche  rückt,  da  in  diesem  Falle  dio  Punkte  ü,  R,  E,  A zu- 
sammenfallen. Man  bann  aber  die  Lage  des  Collineations-Centrums 
in  diesem,  wie  auch  im  allgemeinen  Falle  bestimmen,  wenn  man  in 
Betracht  zieht,  dass  die  sich  im  Brennpunkte  schneidenden  conjugirten 
Geraden  aufeinander  Senkrecht  stehen,  daher  man  die  Schnittpunkte 
von  zwei  Par  durch  F gehenden  conjugirten  Geraden  mit  der  Polare 
von  M,  d.  h.  der  Geraden  r ermittelt,  durch  dio  entsprechenden 
Schnittpunkto  Kreise  legt,  deren  Mittelpunkt  in  r liegt ; die  gemein- 
samen Punkte  dieser  Kreise  sind  die  Collineations-Mittelpunktc. 
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Fallen  F und  G zusammen  in  deu  innerhalb  des  Kogelschnitts 
gelegenen  Punkt  M,  dann  gelangt  A,  daher  auch  E nach  D,  und  cs 
werden  alle  conjugirteu  Punkte  der  Geraden  r aus  C unter  einem 
rechten  Winkel  projicirt,  und  !•'  geht  in  einen  Kreis  über. 

Im  Falle,  dass  G auf  k angenommen  wird,  gebt  £'  in  eine  Pa- 
rabel über,  und  die  Construction  ist  leicht  dem  bei  der  Parabel  ge- 
zeigten directen  Verfahren  nach  zubilden;  im  Falle  aber  auch  F auf 
k gelangt,  ist  die  Gcgenaxe  r unbestimmt,  indem  dieselbe  durch  den 
Pol  von  FG  beliebig  gezogon  werden  kann ; immerhin  fällt  aber  C in 
diesen  Pol,  daher  k’  in  eine  Gerade  übergeht 

Liegen  F,  G auf  einem  Durchmesser  von  k und  vom  Mittelpunkt 
M desselben  gleich  weit  entfernt,  dann  wird  für  ein  System  der 
Kegelschnitte  k’  die  Collincation  zur  Affinität , und  die  Lage  der 
Affinitätsaxc  * kaun  beliebig  angenommen  werden.  Verbindet  man 
den  einen  Endpunkt  T der  durch  F zu  » parallelen  Sehne  mit  M, 
nennt  die  Schnittpunkte  der  zu  TM,  FG,  * conjugirteu  Durchmesser 
mit  «,  resp.  A,  St,  D,  wie  auch  den  Schnittpunkt  von  G mit  der- 
selben Geraden  S„  errichtet  in  dem  durch  die  Relation  DJE-.Z)AsD,S, 
bestimmten  Punkto  E der  Strecke  DS,  eine  Senkrechte  auf  i,  so 
schneidet  dieselbe  den  über  S,  S,  als  Durchmesser  beschriebenen 
Kreis  im  Mittelpunkte  M‘  des  zu  k affinen  Kegelschnitts. 

Pressburg,  im  Febr.  1886. 
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VI. 

Ueber  mehrfach  perspective  Tetraeder. 

Von 

L.  Klug. 


1.  „Wenn  fünf  Kanten  eines  Tetraeders  von  welchen 
„die  ersten  drei  dnrch  einen  Eckpunkt  gehen,  fünf  Kanten 
„eines  andern  Tetraeders,  von  welchen  die  ersten  drei  cben- 
„falls  durch  einen  Eckpunkt  gehen,  schneiden,  ohne  dass 
„die  Tetraeder  einen  gemeinsamen  Eckpunkt  oder  Fläche 
„haben,  so  schneidet  auch  die  sechste  Kante  des  einen 
„Tetraeders  die  sechste  Kante  des  andern,  und  dieselben 
„liegen  perspectiv.“ 

Wir  bezeichnen  mit  Agh  den  Schnittpunkt  der  Mg  Mm,  N,Nm 
Kanten  der  Tetraeder  M=  Mt  Mt  Mt  M4,  A = A',  A",  Aa  A4  und  setzen 
voraus,  dass  ausser  Ml  A/s,  A,  Aa  die  übrigen  Kanten  sich  schneiden. 
Die  Punkte  A„AtiAsi,  .4t3,  Au  Ast  als  die  Schnittpunkte  der  in  den 
Flächen  A, A3 N4,  M1MiM4  und  Af  A4A4,  MtMiMi  liegenden  Kan- 
ten, welche  Flächen  weder  dnrch  einen  gemeinsamen  Eckpunkt  gehen, 
noch  in  einer  Ebeno  liegen,  befinden  sich  je  in  einer  Geraden.  Weil 
sich  diese  Geraden  im  Punkte  Au  schneiden , so  haben  auch 
die  Geraden  -d]3.d,„  At4A,4  daher  auch  die  Flächen  A',  A,  As, 
MtMaM};  AjA,A4,  M1MaMt  einen  gemeinsamen  Punkt,  welcher  der 
Schnittpunkt  der  Kanten  AtAt,  Mi  Mt  ist. 

2.  „Wenn  drei  Kanten  eines  Tetraeders  drei  Par 
„Gegenkanten  eines  anderen  Tetraeders,  und  ausserdem  zwei 
„Kanten  des  ersten  zwei  Kanten  des  anderen  schneiden,  so 
„schneidet  auch  die  sechste  Kante  des  ersten  ein  Par 
„Gegenkanten  des  zweiten  Tetraeders  und  dieselben  liegen 
„auf  zweierlei  Art  perspectiv.  Der  einer  perspectiven  Lage 
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„cutsprechende  Collineations-Mittelpunkt  liegt  in  derjenigen 
„Coliineations-Ebene,  welche  der  anderen  perspectiven  Lage 
„zugehört.“ 

Vorausgesetzt,  dass  Aj,A*  Kanten  des  A Tetraeders,  ausser  A7,  A7,, 
die  Kanten  M9AU  des  M in  Agh  schneiden,  und  noch  die  Kanten 
A*  Aj,  MlAta\  A'j  A4,  Af,  Af3 ; A'3  A4l  A/|  Af^  in  .4  23,  resp.  A\3,  A'34 
gemeinsame  Punkte  haben,  so  wird,  da  A7,  A'a,  A’,  A4,  A7,  A3,  AaA4, 
A"3  A'4  Kanten  des  oiueu,  A/jA/3,  A/,  A/4,  MtM3,  A/s  A/4,  Af3Af4  und 
AZ,  Af3,  A/a  A/j,  Af,  Af4,  A/s  A/4,  Af,  A/a  Kanten  des  anderen  schneiden : 
Kante  A7,  A72  sowol  mit  A/,  A/a,  als  A/3A/4  einen  Punkt  Ay,  resp.  /t’ls 
gemeinsam  haben.  Die  zwei  Tetraeder  liegon  daher  auf  zweierlei 
Art  perspectiv,  und  es  entsprechen  den  N,  A'a  A’3  A4  Eckpunkten  des 
einen  A/,  Af,  Afa  Af4  und  A/3Af4A/,A/,  Eckpunkte  des  anderen. 

Bezeichnet  mau  mit  Ot  don  zur  ersten  persp.  Lage  gehörigen 
Coll.-Mittelpunkt,  so  schneiden  die  Geraden  O,  A'34,  O,  A',4,  von 
welchen  die  erste  mit  den  Kanten  Af,  Af„  As  A4,  die  zweite  mit  AfaAfs, 
AjA4  in  A'si,  resp.  A'14  gemeinsame  Punkte  hat,  die  den  genannten 
Kauten  in  der  ersten  persp.  Lage  entsprechenden  A’, Aa,  A/3A/4  resp. 
Aa  A3,  A/t A/4  Kauten  in  den  Punkten  .4',,  resp.  A'n,  woraus  ersicht- 
lich, dass  0,  ein  Diagonalpunkt  des  Vierseits  A,sAJ4A',tA'  ItA‘aA'u 
ist,  welches  in  der  zur  zweiten  persp.  Lage  gehörige  Coll.-Ebene  liegt 

Um  das  Tetraeder  N bei  gegebenem  M zu  construiren,  nimmt 
man  auf  der  Transversale  von  zwei  Gegenkanteu  z.  B.  A/jA/4,  AfaA/3 
des  M zwei  beliebige  Punkte  A’a,  A73  an,  sucht  die  Schnittpunkte  Ou 
Oa,  A4,  Aj  von  AaA/a,  A3A/s,  resp.  A2A/4,  A3A/, ; O,  A/4,  OaA/2 ; OjA/„ 
0aA/3,  : A7,A',AjA4  ist  das  mit  Af,  Af2A/3A/4  auf  zweierlei  Art  bezüg- 
lich O,,  Os  persp.  liegeude  Tetraeder. 

3.  „Schneiden  fünf  Kauten  eines  Tetraeders  fünf  Par 
„Gegenkanten  eines  anderen,  so  schneidet  auch  die  sechste 
„Kante  des  ersten  ein  Par  Gegenkanten  des  anderen,  und 
„die  zwei  Tetraeder  liegen  auf  viererlei  Art  perspectiv.“ 

Wir  nehmen  an , dass  Ns A*  Kauto  des  A,  mit  Ausnahme  von 
A,Aj  die  Kauten  MsMk,  A/,A/i  des  Tetraeders  M in  Agh,  A'gh 
schneidet.  Wenn  den  Eckpunkten  A7jA3A3A4  die  Eckpunkte  MtMt 
A/,A/4  entsprechen,  so  wird  A,Aa,  da  die  übrigen  fünf  entsprechen- 
den Kanten  sich  schneiden,  mit  Af,  A/2  einen  gemeinsamen  Punkt  A12 
haben,  wenn  aber  denselben  Eckpunkten  entsprechen, 

so  wird  aus  demselben  Grunde  A,Aa  auch  A/3A/4  in  A'lt  schneiden. 
Den  Eckpunkten  A1AJA,'3A4  können  aber  auch  die  Eckpunkte  MtMt 
MtMs  und  Af4A/3A/2A/’1  entsprechen  (weil  die  homologen  Kanten  sich 
schneiden),  daher  die  Tetraeder  auf  viererlei  Art  persp.  sind.  — Wir 
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bezeichnen  die  zu  den  genannten  Lagen  gehörigen  Coll.-Mittelpnnkte 
mit  ü„  resp.  ü3,  Os,  04,  und  es  gehcu  die  zu  0„  resp.  O*  gehörigen 
Coll.-Ebenen  durch  die  Vierecke  A^A^AnA^A^^,  resp.  AuAa 
A'uS'uA'hiA’ik. 

Weil  die  Gerade  0,A‘ig  die  Kanten  A fkMi,  N,Ng  in  A‘,f,  und 
die,  diesen  Kanten  in  der  ersten  pcrsp.  Lage  entsprechende  Nt  Ni, 

M,  Mq  in  A‘ti  schneidet,  ferner  OgAu,  resp.  OA\t  Geraden  M, Mt, 

N, Nk\  Mt  Mi,  N,  Ne  Kanten  in  A\t,  A'IS  und  die,  diesen  Kanten  in 
der  ^ten  persp.  Lago  entsprechenden  NsNi,  MSM, ; Nt  Ni,  MSM1  in 
Agi,  A’ti  schneidet;  so  sind  die  vier  Coll.-Mittelpunkte  die  Diagonal- 
punkte der  in  den  Coll.-Ebenon  liegenden  Vierecke.  Daraus  folgt, 
wegen  der  harm.  Lage  der  Punkte  0,A\gOgA'ti,  OgAgtOtAa,  dass 
zwei  beliebige  Kanten  MgMt,  MiMf,  NsNt,  AVA*  von  M oder  N 
durch  zwei  Coll.-Mittelpunkte  Ot,  0*  wie  auch  OiOt  und  daher  durch 
zwei  Coll.-Ebenen  OgOtOi,  OgOtOt\  OiOgOg , 0,-OjO*,  endlich  durch 
einen  beliebigen  Coll.-Mittelpuukt  und  seine  Coli. -Ebene  harm.  ge- 
trennt sind. 

Da  die  Projection  der  Punkte  A^AuA'a/I'u  aus  O,  : M^UtMtA'  ,t\ 
dieser  Punkte  aus  0, : NiAitNtA'n-,  dieser  Punkto  aus  O, : MiAaMtA'it-, 
endlich  die  Projection  dieser  Punkte  aus  Ot : Aj.twA'jil'i*  ist,  so 
folgt,  dass  zwei  Gcgenkanton  M,  N Tetraeder,  wie  MgMt,  MiMt  und 
NgNt , NiNt  durch  zwei  Par  Eckpunhte  Ng,  Nt-,  Ni,  Nt,  resp.  Mg, 
Mt\  Mi,  Mt  der  N und  M Tetraeder,  daher  auch  durch  zwei  Par 
Flächen  NgNtN,,  NgNkNt ; N,NtNg,  NiNtNt,  resp.  MgMtMi,  MgMkMt . 
MiMkM,,  MiMtMk  endlich  durch  eineu  Eckpunkt  und  die  Gegentiäche 
von  N,  resp.  M harm.  getrennt  sind. 

Aus  der  harm  Lage  der  Punkte  MgAgtMtA'a,  NgAgkNkA'Sk  und 
daraus,  dass  0g0t  Gerade  durch  Agt,  A,t  oder  A ’st,  A'a  geht  (je 
nachdem  g,  h,  oder  »,  k gleich  1 ist)  folgt,  dass  zwei  Gegenkanten 
des  0,0a0a01=0  Tetraeders  durch  Mg,  Mt-,  Mi,  Mt  wie  auch 
Ng,  Nk ; Nt,  Nt  Punkte,  daher  durch  MgMtMi,  MgMtMf,  MjMtMg, 
MiMtMk  uud  NgNkN,  NgNkNt ; NiNtNg,  NiNtNt  Ebenen,  endlich  durch 
einen  Eckpunkt  und  Gegenfläche  von  M oder  N harm.  getrennt  sind. 

Aus  der  soeben  gefundenen  Lago  der  Eckpunkte,  Kanten  und 
Flächen  der  Tetraeder  M,  N,  O und  aus  dem  Umstande,  dass  wegen 
der  persp.  Lage  die  Verbindungs-  oder  Schnittlinie  von  zwei  zu  ver- 
schiedenen Tetraedern  gehörigen!  Eckpunkten  resp.  Flächen  durch 
einen  Eckpunkt  des  dritten  gehen,  resp.  in  einer  Fläche  liegen,  folgt: 
zwei  zu  verschiedenen  Tetraedern  gehörige  Eckpunkte  oder  Flächen 
werden  durch  einen  Eckpunkt  und  Gegenfläche  des  dritten  Tetraeders 
barm.,  drei  in  einer  Geraden  liegendo  Eckpunkte  der  Tetraeder, 
durch  die  Gogenflächen  involutorisch  getrennt. 
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Das  Resultat  dieser  Untersuchung  lautet: 

, „Durch  ein  Tetraeder  und  einen  ausserhalb  seiner 

„Flächen  liegenden  Punkt  ist  ein  anderes  Tetraeder  be- 
stimmt, von  welchem  der  angenommene  Punkt,  und  die  von 
„ihm  durch  die  Gegenkanten  des  Tetraeders  harmonisch 
, getrennten  Punkte  die  Eckpunkte  sind.  Dieses  und  das 
„angenommene  Tetraeder  sind  auf  viererlei  Art  persp.;  die 
„Coll.-Mittelpunkte  und  Ebenen  sind  die  Eckpunkte  und 
„Flächen  ein  und  desselben  neueii  Tetraeders.  Zwei  be- 
liebige Eckpunkte,  Flächen,  Gcgcukauten,  Eckpunkte  und 
„Gegenflächon  jedes  der  drei  Tetraeder  werden  von  den 
„Gegenkanten  der  audercu  zwei  harrn.  getrennt.  Zwei  zu 
„verschiedenen  Tetraedern  gehörigo  Eckpunkte  oder  Flächon 
„werden  durch  einen  Eckpunkt  und  Gegcnfläcbe  des  dritten 
„Tetraeders  barm.,  drei  iu  einer  Geraden  liegende  Eckpunkte 
„durch  die  Gegenflächen  invol.  getrennt.  Dio  12  Eckpunkte 
„und  Flächen  der  drei  Tetraeder  liegen  resp.  schneiden 
„sich  zu  dreien  in  je  16  Geraden ; von  den  ersten  16  Gera- 
den gehen  durch  jeden  Eckpunkt  4,  welche  ein  Vierkant 
„bestimmen,  dessen  Diagonal-Dreikant  drei  Kanten  eines 
„der  Tetraeder  sind,  von  den  andoren  16  Geraden  liegen 
,,in  jeder  Tetraeder-Fläche  4 und  bilden  ein  Vierseit,  dessen 
„Diagonaldreieck  dio  Kanten  eines  der  Tetraeder  sind.  Die 
„Kanten  der  drei  Tctncder  liegen  in  12  Ebenen  und  gehen 
„durch  12  Punkte;  dieselben  sind  die  Flächen  resp.  Eck- 
punkte von  drei  neuen  Tetraedern,  welche  dieselbe  gegen- 
seitige Lage  haben  als  die  ersten  drei  Tetraeder.  Aber 
„auch  die  gegenseitige  Lage  der  zweimal  drei  Tetraeder 
„ist  übereinstimmend , indem  die  Flächen  oder  Eckpunkte 
, jedes  der  drei  neuen  Tetraeder  durch  sechs  Eckpunkte 
„der  anderen  gehen,  resp.  in  sechs  Flächen  derselben  liegen, 
„so  wie  die  Flächen  oder  Eckpunkte  der  ersten  drei  Tetra- 
eder durch  sechs  Eckpunkte  der  neuen  gehen,  resp.  in 
„sechs  Flächen  derselben  liegen.“ 

„Die  ganze  Figur  enthält  24  Punkte,  24  Ebenen  und  50  Gerade ; 
„die  Punkto  liegen  (Ebenen  gehen)  zu  vieren  in  (durch)  18  Geraden 
„und  zu  dreien  in  (durch)  32  Geraden ; durch  jeden  Punkt  gehen  (in 
, jeder  Ebene  liegen)  von  den  32  und  18  Geraden  4,  resp.  3,  von 
„den  24  Ebenen  (Punkten)  7,  welche  ein  Vierkant  (Vierseit)  mit  dem 
„Diagonal-Dreikant  (-Dreiseit)  bestimmen.“ 

Die  Eckpunkte  der  im  Satze  erwähnten  drei  neuen  Tetraeder 
sind:  AghAaA'fhA'ik,  . . . und  es  sind  je  zwei  bezüglich  der  Eckpunkte 
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nnd  Gogenflächen  des  dritten  Tetraeders,  als  Coll.-Mittelpunkt  und 
Ebenen,  anf  viererlei  Art  persp.  So  z.  B.  sind  bezüglich  d„,  .4,,,  A',„ 

Coli. -Mittelpunkte  AtaAuA‘iaA'u  persp.  mit  ^14 

ÄaA\tA  i3i  A 

Aus  der  eigentümlichen  Lage  der  M,  N,  O Tetraeder,  dass  zwei 
zu  verschiedenen  Tetraedern  gehörige  Eckpunkte  durch  einen  Eck- 
punkt und  Gegenfläche  des  dritten  harm.  getrennt  sind,  folgt: 

„Die  8 Mittelpunkte  der  in  ein  Tetraeder  oinbesebrie- 
„benen  Kugeln  sind  die  Eckpunkte  von  zwei  Tetraedern, 
„welche  sowol  zu  einander  als  zu  dem  Original-Tetraeder 
„auf  viererlei  Art  persp.  liegen.“ 

5.  Zwei  Tetraeder  haben  in  Rücksicht  auf  ihre  gemeinsamen 
Ecken  oder  Flächen  folgende  Lage:  sie  haben  a)  3 gemeine.  Ecken 
und  3,  2,  1 gemeins.  Flächen-,  b)  2 gemeins.  Ecken  uud  3,  2,  1,  0 
gemeins.  Flächen;  c)  1 gemeins.  Ecke  uud  3,  2,  1,  0 gemeins.  Flä- 
chen, endlich  d)  0 gemeius.  Ecke  und  2,  1,  0 gemeins.  Flächen. 

Bezeichnet  man  die  Eckpunkte  der  Tetraeder  mit  A#iM,A/3Af4, 
Af, NtNtNt  und  fallen  a)  Af„  iV, ; A/„  ATS;  Af3,  AT„  zusammen,  dann 
wird  A/jA/gAfjAf,  entweder  mit  A',  A2ATsAr4,  A’4AjAjAj,  A',iV4A'aA’a, 
Nt  A j A4 A'j  oder  blos  mit  den  drei  letzteren  persp.  liegen,  je  nachdem 
A4  auf  MaMn  liegt  oder  nicht,  b)  Fallen  A/„  xV, ; Atiy  Nt  zusammen, 
und  liegen  ausserdem  entweder  A'a,  A4  auf  MtM3  resp.  Kanten, 
oder  schneiden  sich  MSN3,  Mt A4,  Geraden  in  einem  Punkte, 

so  ist  Mx  mit  Ar1A’1A'sA'4,  Ar,A'iA'1Aj,  AjA',  A'aA4 ; wenn  sich 

aber  ausser  den  gemeins.  Eckpunkten  blos  iliMi , A'sA4  Kanten 
schneiden  oder  auf  derselben  Geraden  liegen,  dann  ist  M Tetraeder 
mit  N nur  in  den  zwei  ersten  Gruppiruugen  der  Eckpunkte  per- 
spectiv. c)  Fallen  Af„  A-,  zusammen , so  sind  die  Tetraeder  selbst 
wenn  3,  2,  1 Eckpunkte  von  N auf  die  durch  M,  gehenden  Kanten 
oder  Flächen  liegen,  blos  auf  einerlei  Art  persp. ; wenn  aber 
NtN3Nt  Dreiecke  in  derselben  Ebene  liegend  auf  0,  1,  2,  3,  4-erlei 
Art  persp.  sind1),  dann  liegen  auch  die  Tetraeder  auf  ebenso  vielerlei 
Art  persp.  d)  Haben  die  Tetraeder  keinen  gemeins.  Eckpunkt,  fallen 
aber  MiMt  Kanten  auf  dieselbe  Gerade,  und  gehen  A/,A/„ 

AfjAj,  A/4A4  Gerade  durch  einen  Punkt  (die  Tetraeder  haben  zwei 
gemeins.  Flächen),  so  ist  persp.  mit  ATjAfsA'sA4,  A^A'jAjA^. 

Aus  diesem  ist  ersichtlich:  „Zwei  Tetraeder,  welche  eine 
„oder  mehr  gemeins.  Ecken,  Flächen,  Kanten  haben,  können  nicht 
„mehr  als  auf  viererlei  Art  persp.  liegen“. 


I)  bei  reetlen  Eckpunkten. 

Arck.  d.  Math.  V.  Fhys.  2.  Keiha,  T.  VI.  7 
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6.  „Zwei  Tetraeder,  welche  keine  gemeine.  Ecken, 
„Kauten,  oder  Flächen  haben,  können  nicht  dermassen  anf 
„zweierlei  Art  persp.  liegen,  dasB  einem  oder  zwei  Eckpunk- 
ten des  einen  in  beiden  Lagen  dieselben  ein  oder  zwei 
„Eckpunkte  des  andern  entsprechen. 

Weil  MkMiAft,  NkNiNt  Dreiecke  keine  gemeinsamen  Eckpunkte 
haben  und  auch  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  so  können  sie  nur  auf 
einerlei  Art,  z.  B.  in  der  aufgescbriebenen  Ordnung  der  entsprechen- 
den Eckpunkte,  persp.  sein,  woraus  folgt:  dass  MsMkMtMk  Tetraeder 
mit  N/NkNtNk  und  mit  einem  durch  eine  andere  Grnppiruug  der  AaAYAa 
oder  blos  der  AVA'*  Eckpunkte  entstandenen  Tetraeder,  z.  ß.  N9N,Nk 
A'a,  XgXkXkA V,  etc.  nicht  persp.  sein  kann. 

7.  „Zwei  Tetraeder  könneu  nicht  dermassen  zu  ein- 
ander persp.  liegen,  dass  vier  Eckpunkten  des  einen  vier 
„Eckpunkte  des  anderen  und  noch  eine  derartige  andere 
„Gruppe  dieser  letzteren  Eckpunkte  entsprechen  sollen,  in 
„welcher  keiner  von  ihnen  demselben  Eckpunkt  des  ersteren 
„Tetraeders  entspricht,  als  in  der  früheren  Gruppe,  aus- 
genommen die  drei  Fälle,  wo  zwei  und  zugleich  die  an- 
deren zwei  Eckpunkte  ihre  Stelle  in  der  Gruppe  abwech- 
selnd verändern.“ 

Damit  MgMkMiMk , zu  N„NkNtNk  und  AkNkNgNt  persp.  sei , ist 
notwendig,  dass  in  beiden  Lagen  die  entsprechenden  Kauten  sich 
schneiden;  dies  ist  aber  in  dem  Falle  nur  dann  möglich,  wenn  ein 
Eckpunkt  und  seine  Gegenfläche  iu  der  einen,  und  ein  anderer  Eck- 
punkt uud  seine  Gcgenfläcbe  iu  der  anderen  persp.  Lage  mit  seinem 
entsprechenden  Eckpunkte  und  Gegeufläche  zusammenfällt,  z.  B.  .Wj, 
Mh  Eckpunkte  mit  Nm  Nk ; MkMtMk,  M,MiMk  Flächen  mit  AaAYA’a, 
AjAaAY  zusammen  fallen.  Die  Verbindungslinien  der  entsprechenden 
Eckpunkte  der  Tetraeder  MgihMtifk,  NgXkNtNk  können  aber  bei 
dieser  Lage  nur  daun  durch  einen  Punkt  geben,  wenn  entweder  A'a, 
At  oder  A’„  Mt  zusammenfallcu ; währeud  die  Verbindungslinien  der 
entsprechenden  Eckpunkte  der  Tetraeder  MtMkM,Mk,  NkNkNsNt  nur 
dann  durch  einen  Punkt  gehen,  wenn  A'a,  Nt  oder  Nt,  Nk  zusammen 
fallen,  und  weil  weder  Aa  in  Mt  und  zugleich  Af,,  noch  Nt  in 
Mt  uud  Mk  fallen  kann , so  werden  die  Tetraeder  in  den  angegebe- 
nen Lagen  nicht  persp.  sein. 

8.  „Zwei  Tetraeder  mit  reellen  Eckpunkten  können 
„höchstens  auf  viererlei  Art  persp.  liegen.“ 

In  5.  ist  gezeigt  worden,  dass  zwei  Tetraeder  mit  teilweise  zu- 
sammeufallenden  Elementen  nicht  mehr  als  auf  viererlei  Art  persp. 


Digitized  by  Google 


Klug : Ueber  mehrfach  perspective  Tetraeder. 


99 


sein  können;  wir  schliessen  daher  diesen  Fall  ans.  Ist 
Tetraeder  mit  A4A*A,A*  persp.,  dann  kann  es  lant  6.  nicht  mit  den 
14,  und  lant  7.  mit  den  6 Tetraedern  persp.  sein,  welche  durch  eine 
andere  Gruppirnng  der  entsprechenden  Eckpnnkte  entstehen,  es 
bleiben  daher  blos  übrig  diejenigen  drei  Tetraeder  A,A*A,At,  AVA» 
NtNk,  AjAVA’iA'j,  deren  persp.  Lago  in  4.  betrachtet  wurde. 

9.  „Wenn  zwei  Tetraeder  keine  gemeinsamen  Elemente 
„haben,  können  sie  nicht  auf  dreierlei  Art  persp.  sein.“ 

Hat  nämlich  M Tetraeder  mit  N keine  gemeins.  Elemente,  und 
ist  MfMhMjMt  zu  N/NkNiNk  persp.,  so  kann  es  noch  zu  AVA’jAjA7,, 
Ar,ATtA'sA*,  AtAiAkA",  persp.  sein.  Wenn  man  aber  voraussetzt,  dass 
MgMkMjMk  zu  N}NkNiNk,  AVV^ALV, , Ar,Art.v(,A’/,  persp.  ist,  dann 
schneiden  sich  die  Kanten:  MtMk,  N3Nk\  Af*A/i,  AT*A,;  A/*.Wi,  Ar,A(; 

A*A*;  M,Mk,  A',A t ; A/,A/t  AjA*,  daher  AfyAf*A/,,Wi  auch  zn 
NkNiNkN,  persp.  sein  wird. 


10.  Drei  parweise  persp.  Tetraeder  bestimmen  ausser  den  in 
4.  beschriebenen,  noch  andere  Tetraeder. 


Projidrt  man  nämlich  ans  N}  die  Af,A/*Af<Afj  Eckpnnkte  des  M 
Tetraeders  auf  den  Gegenflächen  nach  A/yu,)A/*l»>Afi<r>A/*(«'>,  so  bestim- 

r.v  j 

men  dieselben  ein  Tetraeder  SC  , nnd  da  man  ans  jedem  Eckpnnkte 

(,V  ) 

des  A Tetraeders  projiciren  kann,  so  gibt  es  vier  solche  A/v  ’ , 

(•V.) 

M , . . . Tetraeder. 


Bezeichnet  man  die  Schnittpunkte  der  M,Mk,  A#A*j  Af.A/i,  N}Nl 
Kanten  wie  früher  mit  A3k,  A’gi„  so  ist  ersichtlich , dass  AyltA'fkAjk, 
AgkAikA'it  die  Diagonaldreiecke  der  Vierecke  Af,^>A/*(z)3/,(*)A/j(*), 
resp.  -V/^f 0 3/* (*» J/j,( *) A/* (*)  sind  nnd  dass  die  Viereck-Seiten 
•M/flä//*),  A/*(s)A/j<*),  3f,i‘)MkW  durch 

die  Punkte  A'a,  resp.  A‘,k,  A,k,  Ask,  A,*,  Aa,  A'*  geben. 

Jedes  der  . Tetraeder  ist  zn  M und  0 persp., 

die  Coll.-Hittelpunkte  sind  die  Eckpnnkte  von  A,  die  Coll.-Ebenen 
ihre  Gegentlächen,  da  sich  die  entsprechenden  Kauten  nach  dem 
Obigen  in  Punkten  der  Flächen  des  A Tetraeders  schneiden. 

Die  16  Eckpnnkte  der  vier  sf  Tetraeder  können  aber  auch 
als  Eckpunkte  von  vier  auderen  dem  if  einbeschriebenen  Tetraeder: 

a/0,)==  A/(°;,)=  nnd  von  vier 

7* 
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in  den  Fliehen  von  M liegenden  Vierecken:  M 1 = 

Ai,<*i  betrachtet  werden;  diese  Tetraeder  sind  zu  -V,  N bezüglich 
der  Eckpunkte|nnd  Gegenflächen  des  0 Tetraeders  als  Coll.-Mittel- 
puukt  und  Ebenen,  die  Vierecke  za  O,  N bezüglich  der  Eckpunkte 
von  M persp. , da  die  Eckpunkte  der  Af<° ■),  Mio,)  Tetraeder,  die 
Projectionen  von  MlMkM,Mk  aus  O,,  resp.  Os,  die  Eckpunkte  der 
m \ 

, ...  Vierecke  die  Projectionen  von  A'sA'kN,  Ai  aus  Mg  sind. 


M 


(•v.)  (•'*)  1°.)  (°i) 

Je  zwei  der  nr  , AT  , ...,und  Ar  ’ , Az  , ...  wie  auch 
(*»)  (M  , 

A/  ,Mk>...  Tetraeder  und  Vierecke  sind  zu  einander  bezüglich 
den  Eckpunkten  und  Gegenflächen  der  AghAik  A'ghAik  Tetraeder 
als  Coli. -Mittelpunkte  und  Ebenen  auf  zweierlei  Art  persp.  So  sind 
tx\  fA\) 

z.  B.  die  Tetraeder  Ar  , Ar  ' bezüglich  Agk,  A 'gk ; AH°i\  Af(0A)  be- 
züglich A'i*,  A'a;  3/<0i)  bezüglich  Au,  A*,,  die  Vierecke 

AI  ^ s\  M'  ^ bezüglich  AjA,  A'i*  persp.,  und  es  entsprechen  den 
Eckpunkten  von  M^Mk^M^Mk^,  MfiUhPiM/OMifÜ,  A/,<*>A/*(1> 
A/,<‘)Aft<0,  Mp)MtWAlgV)MjA),  regp.  die  Eckpunkte 
A/,<*1  A/*(*)A/4<*)A/,<*)  , A/jWAf*«)  Mk<>>JU,W  , Af*l»>  AT,(*) 

jMjt*) Af*(») Af((H Afjl‘1 , 3f,(0A/,a)  AfiWA/p*)  ; Afc<*)AfA<#>  A/a(0  A/tf*)’ 

da  die  Verbindungslinien  der  entsprechenden 
Eckpunkte  durch  die  angegebenen  Coli. -Mittelpunkte  gehen.  Es  ist 
aber  auch  leicht  einzusehen,  dass  die  Gegenflächen  der  Coll.-Mittel- 
punkte  der  Ay*AuA>A',t  Tetraeder  die  Coli. -Ebenen  sind,  da  sich 

(JV  > (lf.\ 

z.  B.  bei  den  Tetraedern  AI  , M ' die  Kanten' Af*(* 1 A/,<*' 
Mi (A)A/j(*>,  A/i<J>A/*<*>  in  beiden  persp.  Lagen  entsprechen,  daher  die 
beiden  Coll.-Ebenen  durch  ihre  Schuittpunkte  A'a,  An  und  (laut  2.) 
auch  abwechselnd  durch  diu  Coll.-Mitteipunkte  gehen. 


Jedes  der  ...  Tetraeder  ist  zu  jedem  der  ^ . . . 

persp.;  die  Coli. -Mittelpunkte  und  Ebenen  sind  die  Eckpunkte  und 

(.V  ) lO  \ 

Gegenflächen  von  A/.  So  sind  die  Tetraeder  Ar  , AI  bei  jedem 
Werte  des  g Indexes  bezüglich  M, ; a/  1 

M (S<\  hf>k)\  ifk\  M ^ bezüglich  Af*  persp.,  da  A/,(») A/ä<*) , 
M,!s)  Af,<*)  als  Verbindungsgeraden  der  entsprechenden  Eckpunkte 
durch  Mh  gehen. 

Die  Vierecke  ...  sind  auch  persp.  mit  Af^  9\  ...  a/ 

Tetraeder;  die  32  zu  diesen  Lagen  gehörigen  Coil.-Mittelpunkte  sind 
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die  Eckpunkte  von  8 dem  A4  umschriebenen  Tetraedern,  welche 
dieselben  16  Flächen  haben,  und  von  welchen  vier  zu  A4,  N,  vier  zu 
At,  0 persp.  liegen. 

Das  Tetraeder  und  Viereck  a/  ^ hat  nämlich  in  A4,<f> 

einen  gemeins.  Eckpunkt,  und  es  schneiden  sich  die  entsprechenden 
Seiten  der  A4a<v>  A/,!v>  A4»<*>,  M/k)  Mf'l  M„lkl  Dreieckein  Ami  Au,  An 
Punkten,  daher  das  Tetraeder  nnd  Viereck  persp.  liegen.  Die  durch 
A/i<»>  MM,  A£(*>A£<0  entsprechende  Seiten  gelegte  Ebene  enthält 
AkiApkAgi  Mk  Punkte,  daher  ist  der  zu  Af(  vj),  M{Mg)  gehörige 
Coll.-Mittelpunkt  der  Schnittpunkt  von  den  Verbindungsebenen  der 
AhiAgkAgi,  AhkAghAgt,  AüAgiAgk  Geraden  mit  A/i,  resp.  Mt , A/i 
Punkten,  und  da  diese  Geraden  die  Schnittlinien  der  OtOsOA 
Ebene  mit  den  durch  M„  gehenden  Flächen  des  M Tetraeders 
sind:  so  werden  die  Eckpunkte  desjenigen  Tetraeders,  welches 
M umschrieben  ist,  und  dessen  Flächen  M in  der 

0,0j04  Ebene  schneiden,  die  zu  den  persp.  Lagen  der  a/ 

M ('  Ks,\  ; ...  Tetraeder  und  Vierecke  gehörige  Coll.- 

Mittelpunkte  sein. 


Ebenso  kann  bewiesen  werden,  dass  die  zu  den  persp.  Lagen 
der  a/**,  a/**);  a/*^  nnd  ...; 

A4  (<H  M(°k\  a/**  gehörigenColl.-Mittelpunkte 


die  Eckpunkte  deijenigen  dem  A4  umschriebenen  Tetraeder  sind, 
welche  die  Flächen  von  M in  den  Ebenen  O,  0,0t,  resp.  A',NsNa, 
Nt  Nt  A't  schneiden. 

Weil  sich  (laut  4.)  die  Flächen  der  A4,  N,  O Tetraeder  in  16 
Geraden  schneiden,  so  haben  die  8 umgeschriebenen  Tetraeder  die- 
selben Flächen,  und  weil  vier  von  ihnen  dio  Flächen  der  A4,  N,  die 
anderen  die  Flächen  der  A4,  0 in  einer  Ebene  liegenden  Geraden 
schneiden,  so  sind  vier  der  umschriebenen  Tetraeder  mit  A4,  N\  vier 
mit  A4,  0 persp. 

Wir  haben  daher  folgenden  Satz,  dessen  reciprok  entsprechender 
leicht  ausgesprochen  werden  kann. 

„Wenn  drei  Tetraeder  parweise  persp.  liegen,  dann 
„gibt  es’vier , zu  dem  ersten  und  zweiten , vier  zu  dem  ersten 
„und  dritten  persp.,  dem  ersten  einbeschriebene  Tetraeder, 
„und  vier  zu  dem  zweiten  und  dritten  Tetraeder  persp. 
„Vierecke,  welche  in  den  Flächen  des  ersten  liegen;  die  8 
„Tetraeder  und  4 Vierecke  haben  dieselben  16  Eckpunkte. 
„Die  ersten  vier,  sowie  die  zweiten  vier  Tetraeder  nnd 
„die  Vierecke  sind  parweise  zu  einander  in  Bezug  auf  die 
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„Kanten-Schnittpunkte  der  Urtetraeder  als  Coli. -Mittel- 
punkte auf  zweierlei  Art  persp.  Zwei  einbeschriebene  Te- 
„traeder,  welche  nicht  zu  denselben  zwei  Urtetraederu 
„persp,  liegen,  sind  zu  einander  bezüglich  der  Eckpunkte 
„des  ersten  Totraeders  persp.;  jedes  cinbeschriebene  Te- 
„traeder  liegt  auch  persp.  zu  den  Vierecken  bezüglich  der 
„Eckpunkte  derjenigen  Tetraeder,  welche  dem  ersten  um- 
schrieben und  zugleich  dem  ersten  und  zweiten,  oder  dem 
„ersten  und  dritten  persp.  ist.“ 

11.  Wir  wollen  endlich  die  gegenseitige  Lage,  der  in  dem  Ad 
N,  O Tetraedern  einbeschriebenen  Tetraeder  untersuchen. 

Zu  dem  Ende  bezeichnen  wir  wie  oben  die  Projection  der  Eck- 
punkte NsSkNiNi  auf  die  Gegeuflächen  aus  Ogs  ü*,  O,,  O*  mit 
iV„W A'*<v) A*W , JV/*> AV*)  AV*> A*(l>,  die  Tetraeder,  deren 
Eckpunkte  die  16  Projoctionen,  und  welche  in  A,  M resp.  AT,  O 

einbeschrieben  sind,  mit  N 1 = A/v)  A*<v) N,tt)  yv*(v),  ...•  = 

(Xk) 

A7/')  AT**'  A',W  AV‘\  Nk  ' = A,<*>  AV1) A,<*>  A*'0,  und  bemerken,  dass 
JV^txr)  A*üf>,  A,WA,(*>,  N,(»  A*<*),  A,«A»<»>,  A,M  A,<‘>,  A/0A*<‘>, 
A,<0  A*(0  Gerade  durch  djli,  A'«A,  .A'gA,  A'gA,  Aü,  AgA,  A'gA 
oder  A'gA,  Aifc,  Agh,  Agh,  A‘ik , A'gA,  AgA  gehen,  je  nachdem  27,  A 
oder  »,  t gleich  1 ist 

(O  ) (0  ) 

Die  Tetraeder  Ar  , A sind  bei  jedem  Werte  des  g Indexes 
auf  viererlei  Art  persp.  bezüglich  der  Eckpunkte  und  Gegenflächen 
des  O Tetraeders,  als  Coll.-Mittelpunkte  und  Ebenen, Jund  zwar  der- 
weise,  dass  den  Eckpunkten  des  Ad<°i)  die  Eck- 

punkte MjWMhWMPiMkM,  A*fl>A,<»A,WA*<«  von  JVto,>  bezüg- 

lieh  0|,  resp.  0»,  den  Eckpunkten  JWj < h> ( i ) ikT/* ) 7W*( 0 des  Ad^  , 
die  Eckpunkte  A,l*>A*<*>A,<*>A*<*),  Nt9i Nif» N/»,  A,<*)A*<*> 

A,WA*<*),  A*<*) A,<*> A*W iVjt*)  bezüglich  0,,  O*,  0,-,  O*  als  Coll.- 
Mittelpunkte  entsprechen. 

Dies  folgt  für  O,  als  Coll.-Mittelpunkt  und  Ad/1!  Ad*<*>  Ad,<d  Ad*<*), 
A,  < 1 > A*< ')  A,<  * ! A*( 1 1,  wie  auch  für  O*  als  Coll.-Mittelpunkt  und 
Afj**)Afjkf,)Afl(t)AfP'),  A*'*>  JVjt*)  A*(*)  JV,!  * * als  entsprechende  Eck- 
punkte unmtttelbar,  da  die  Geraden  MgNg  bei  jedem  Werte  von  g 
durch  Oj,  die  Geraden  Ad*  A,,  Ad,A*,  Mi  Nt,  Ad*  A,- durch  O*  gehen. 
Dies  in  Betracht  gezogen  wird  der  Beweis  für  die  übrigen  Tetra- 
eder-Combinationen  auf  folgende  Art  erhalten. 

Die  Diagonaldreiecke  der  Vierecke  Ad,  Ad*  A,  A*,  Ad.Ad*  A,A* 
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sind  0,Oav4u,  010sA,t,,  und  es  Hegen  die  durch  .-Ha.  A*  gehenden 
Geradenpare  Jlf, (DMÄt**,  IV,  W»,  resp.  W'lJlfitt*),  TV.GiJVjO)  in  den 
Ebenen  der  genannten  Vierecke,  weshalb  auch  diese  Geradenpare, 
die  von  0,  und  ihrer  Gegenfläche  im  O Tetraeder  harm.  getrennt 
sind,  auch  von  O,,  Oa  Punkte  harm.  getreunt  sein  werden,  woraus 
man  scbliessen  kauu,  da  die  Geraden  MiJk)N^l\  . . . 

durch  0,  gehen,  dass  O, OsAu,,  0,Oa/1,a  auch  die  Diagonaldreicckc 
von  M jO)  JVjO)  Nk^\  Af.tOAfjWA.OWjti)  sind,  daher  sich  die  Ver- 

bindungsgeraden der  Punkte 

in  0,  schneiden  wie  auch  das  diese  Punktpare  von  Oa  durch  O,  O.Oa 
Ebene  harm.  getrennt  sind.  Fernerhin  sind  die  Diagoualdreiecke 
der  Vierecke  M^iNkSk,  resp.  OkOtA'u,  OkOsA'u,  und  es 

liegen  die  durch  A'kk,  A'u  gehenden  Geradenpare 
aV*W(»;  MkWt fi(0,  A,'*)A,<*)  in  den  Ebenen  der  genannten  Vier- 
ecke, weshalb  auch  die  Geradenpare,  welche  von  Oa  und  ihrer 
Gegenfläche  im  O Tetraeder  harm.  getreunt  sind , auch  vou  0 *,  O 
harm.  getrennt  sein  werden,  woraus  wir  schliessen  können,  da 
die  Geraden  «,<*)>'*<*>,  A,<*)Ai<*),  a ft(*)A,<*),  Af(i>  A,<*1  durch 

Ok  gehen,  dass  OkOtA'kk,  OkOkA'u  auch  die  Diagonaldreiecke  von 
Af1(*)A/i<lWA(*W»<*),  •MA<I)Af»(,'WI(*W>l*>  sind,  und  daher  sich  die  Ver- 
bindungsgeraden der  Punkte  >/,(*)  AaW,  JtfjlflJVjW,  AfA(l>A,(*> 

im  Punkte  Oa  schneiden. 

Eine  andere  Eigenschaft  der  einbeschriebenen  Tetraeder  besteht 

darin,  dass  jedes  ^ persp.  ist  zu  jedem  ^ bezüglich  der 
Eckpunkte  und  Gegenflachen  des  O Tetraeders  als  Coll.-Mittelpunkt 
und  Ebene. 


Das  Tetraeder  ä/(-vi)  = jw1(1>AfA<1)AM,)Jtf*,1)  ist  nämlich  bezüglich 

O,,  Oa  mit  JW*i)  = lVx<'WA(*>/fW*),  = Aa<D  A,<a>JV*<01V<<*); 

IXl) 

das  Tetraeder  Jn  = üf1(*)JfA(*)AfJt*Dtf»(*)  aber  bezüglich  O,,  Oa, 

fJf*) 

o.  mit  J«*  ) = .v,c*w* aw,-(*w»w,  av  = aa<*>  a/h  a*<»>  a<m, 

(Jt.) 

Al  = A<(*Wj(t)A1(*W*(0  persp.,  da  die  Verbindungsgeraden  der 
hier  aufgeschriebenen  entsprechenden  Eckpunkte , wie  aus  deu  16 

Tetrader-Combinationenäf v 9 , V( 1 ersichtlich,  durch  die  angegebenen 
Coli. -Mittelpunkte  gehen,  und  die  entsprechenden  Punkte  von  den 
Coll.-Mittelpuukten  und  der  Gegenfläche  dieses  Eckpunktes  im  0 Te- 
traeder barm,  getrennt  sind. 

Das  Resultat  dieser  Untersuchung  kann  wie  folgt  ausgesprochen 
werden : 
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„Wenn  drei  Tetraeder  parweise  auf  viererlei  Art 

„perep.  liegen,  dann  sind  a)  je  zwei  zu  dem  ersten  und 

„zweiten  Tetraeder  perspective,  und  zugleich  dem  ersten 

^ ( einbeschriebene  _ . . . . 

„resp.  zweiten  | nm8cbriebeDe  Tetraeder  zu  einander 

„bezüglich  der  Eckpunkte  und  Gegenflächen  des  dritten 

„Tetraeders  als  Coll.-Mittelpunkte  und  Ebenen,  auf  viererlei 

. . , . . (einbeschriebene 

„ Art  persp.;  b)  jedes  dem  ersten  (nmgchriebene  nnd 

„zu  dem  ersten  und  dritten  perspective  Tetraeder  ist  zu 

, jedem  dem  zweiten  j um8cbriebenen  ™d  zum  zweiten 

„und  dritten  perspectiven  Tetraeder,  bezüglich  eines  Eck- 
punktes und  Gegenflächo  des  dritten  Tetraeders,  als  Coll.- 
Mittelpunkt  und  Ebene,  perspectiv.“ 
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VII. 

Miseellen, 


l. 

Zur  Theorie  der  harmonischen  Reihe. 

' 1.  ln  meiner  Inaugural-Dissertation  über  die  „harmonische 

Reihe“  •)  ist  diese  Reihe  als  solche  definirt,  bei  der  von  je  drei  aufein- 
ander folgenden  Gliedern  das  mittlere  das  harmonische  Mittel  der  beiden 
äuBsern  ist.  Es  crgiebt  sich  so  eine  Folge  von  Brüchen  mit  con- 
stantem  Zähler,  deren  Nenner  eine  arithmetische  Reihe  bilden.  Als 
die  „Differenz“  der  letzteren  kann  ohne  Beschränkung  der  Allgemein- 
heit stets  1 angenommen  werden;  denn  wird 

0) 

gesetzt,  so  ist  die  allgemeine  harmonische  Reihe 

1 , 1 , 1 , ,1  1 . fa\ 

(2)  ä+o  + J+O  + 24+--+o+ni“'*S"0) 

also  anf  jene  sofort  zurückznführen.  In  grnndsätzlich  elementarer 
Abhandlung  wurde  nun  der  Satz  gewonnen,  dass  mit  n zwar  auch 
Sn(a)  ins  Unendliche  wächst,  aber  nur  wie  der  Logarithmus  von  », 
so  dass,  wenn 

(3)  S.M -log (»+*)»  C„(.) 

gesetzt  wird,  die  Function  C»(*)  mit  wachsendem  n,  beständig  ab- 
nehmend, einem  nur  von  z abhängigen  Grenzwert  C(*>  zustrebt. 
Derselbe  ist  wesentlich  gleichbedeutend  mit  der  G au ss’schen  Func- 
tion1 2 3) 

= JLmoo  (log»— 

da  offenbar 

C(z)  = - V(z  - 1),  ’P(z)  - - C(z+ 1) 

1)  Halle  1886.  Ein  vermehrter  Abdruck  der  Arbeit  im  „Archiv 

d.  Math.“  steht  bevor. 

3)  Disqnisitiones  generales  circa  seriem  infinitem  etc.  Art.  SO. 
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Hisctllen. 


ist.  Insbesondere  bat  man  fttr  * = 1 die  Enler-Mascheroni’scbe 
Constauto 


C’(l)  — c»«.co  + 2 + -f-  ~ — logn^  -■  0,5772 156649  ...  t 

Von  don  allgemeinen  Eigenschaften  der  Fnuction , die  schon 
Gauss  anfgefanden  hat,  sind  hier  nur  drei  zu  erwähnen,  die  im  Fol- 
genden Anwendung  finden.  Es  ist  nämlich 

(4)  C(z)  — 6(1 — z)  = * cotg  jii, 

(5)  £ C^z-J-“^  = n»t’(»«z-(- l)-j-mlogm 

und  mit  Hilfe  dieser  Sätze  kaun  man  C'(z)  für  beliebige  rationale 
und  echt  gebrochene  z durch  die  Formeln  darstellen: 

m — 1 
2 ' 

/n\  . Ji  »n  . , „ _ 2knn  , / . kn\ 

C'U)  “c+2  «otg  - +'og».-2  £ cos--  log(2sin-| 

6)  für  ungerade  m, 

m — 2 

H)  “ c+Jcotg^+logm”2,f(  oos^log(2sin^) 

+ (-l)«fMog2, 
für  gerade  m, 

(6)  c ("  ) “ « + 2 cot8  + '0B  (2»0  - 2 £ cos  ^ log  tg  ~ 
ungerade,  m gerade-,  k = 1,  2,  3 ...  oder 

Durch  dio  Function  C lassen  sich  leicht  beliebige  Ausschnitte 
der  harmonischen  Reihe  ausdrttckeu;  die  altcrnirende  Reihe 

11  1 z 

tt  H rs T5  • • • lässt  sich  als  Differenz  zweier  har- 

z *+l  z-f-2  z-f3 

monischen  Reihen  mit  positiven  Gliedern  durch  zwei  C'-Functionen 
summiren,  und  die  Wcrt-Acnderung,  die  dieselbe  Reihe  erfährt,  wenn 
das  Verhältniss  der  Anzahl  der  positiven  Glieder  zur  Anzahl  der 
negativen  Glieder  geändert  wird,  ist  ebenfalls  mit  Hilfe  von  C leicht 
zu  entwickeln.  Bezüglich  aller  dieser,  sowie  anderer  damit  zusam- 
menhängender Fragen  sei  auf  die  angeführte  Arbeit  verwiesen  und 
nnr  bemerkt,  dass  eine  elementare  und  zugleich  strenge  Behandlung 
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derselben  hauptsächlich  dadurch  ermöglicht  wird,  dass  zunächst  mit 
endlichen  Reihen  und  mit  der  noch  von  ihrem  Index  abbäugigen 
Function  C„  gerechnet  wird,  so  dass  bis  zum  Augenblick  des  Grenz- 
überganges für  n = oo  alles  durchaus  geschlossen  im  Endlichen  vor 
sich  geht. 

Dasselbe  Verfahren  wollen  wir  bei  der  hier  zu  lösenden  Aufgabe 
einschlagen. 

2.  Aus  der  harmonischen  Reihe  werde  eine  neue  in  der  Weise 
gebildet,  dass  die  Vorzeichen  gruppenweise  wechseln;  die  ersten  p 
Glieder  sollen  positiv,  die  p nächsten  negativ  genommen  werden 
u.  8.  f.  Gesucht  ist  die  Summe  der  neuen  Reihe,  im  Falle  ihrer 
Convergenz. 

Schreiben  wir  der  Kürze  wegen  «=  In , so  ist  die  Summe 
der  ersten  2pn  Glieder 


C2/m(«)  — A0 Ai ...  — Ap— i — />p  — hpti  — ...  — hip- 1 

-j- Asp-j-  . . . -j-Asp— l — hjp  — ...  — h 4p-i 

+ — 

+ Ä(»»-3)|>+  ...  — A(J»-1)P — Ä2np— 1 


oder,  wenn  wir  dio  Glieder  nach  Verticalreihen  zusammenfasson, 


~ k=a  { A*  "+■ A* » • • • + Ä*+<a*-S)i>  j 
p— i ( 

~ ^ +*‘+3p+  +Ai+(*«-J)p 


Hier  kann  man  nun  die  beiden  Summen  zu  einer  einzigen  zusammen- 
ziehen und  die  negativon  Glieder  einzeln  hinter  die  positiven  ein- 
scbalteu,  wodurch  02P„  als  Summe  von  alternirondcn  harmonischen 
Reihen  dargestellt  erscheint  Um  aber  die  Summenformel  für  die 
letzteren  nicht  voraussetzen  zu  müssen,  wollon  wir  lieber  unmittel- 
bar Formel  (2)  auf  jede  der  beiden  Summen  anwenden  und  erhalten 
so : 


oder  nach  (3) 
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-flog 


n— 1-f 


»+* 

2p 


» — 1-f 


»+*+p 

2p 


Für  n — oc  verschwindet  jeder  der  p Logarithmou , so  dass  sich  er- 
giebt : 


(I1  *>=£  SH1?) -c  (■-£-*+»)! 


Schreiben  wir  dies  noch 


so  ist  nach  (5) 

f C (l^T+2p)  = U + 2plog(2p) 

also  anch 

(11)  «(*)  - cm -flog  (2p)  -l-  V c (-+-) 


Für  p = 1 geht  a in  die  einfach  altcrnirende  Reihe  über.  Wir 
orhal  ten  für  diesen  Fall  ans  (I)  nnd  (II)  die  Formeln  (29)  und  (30) 
der  Differentation. 


Beispiel.  Es  ist 

. , 1 1 1,1  ,1  11,, 

i-i-4  7 10"''  13-'  16  19  22  f"* 


Da  hier  p •=  2 ist,  haben  wir  auB  (1) 


Nnn  ist  ans  (6)  bzhw.  (6a) 


+ Cä- 


1 


c§  — e+|log3-f  | V3 

C j-2  - c-f31og2-f  ?log3-  V 31og(2—  V3)-f  |(2-f  f3) 
Cg  - c-f  j*log3-f21og2—  ~V3 
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c ~ = C+  31og2+  \ log3-f  V 3 log<2-  V3)  - \ (2  - V 3) 

also 

1 + i - f ~ h - - l { (»  +¥)-l°«2 - V*w  - V3>} 

3.  Auwenduug  auf  die  „specielle“  harmonische 
Reihe. 


Für  * — ■ 1 vereinfacht  sich  Formel  (I)  erheblich,  selbst  wenn  p 
ganz  unbestimmt  bleibt  Es  ist 


2p«(l) 


ch+ch+-+c*^+ci 


— c 


2£  _ r 2p  — 2 _ _ r P + l 

2p  ^ 2p  "•  2p 


oder,  nach  (4),  da  die  untereinander  stehenden  Functionen  C Argu- 
mente besitzen,  deren  Summe  1 ist, 


2po(l)  = -cH4  + » (cot«2p  + COtg  2p+  "•  + cot* 

Hier  ergäuzen  Bich  die  Bogen  je  zweier  symmetrisch  zur  Mitte  stehen 
den  Cotangeuteu  zn  Da  nun  allgemein 


cotgu-f-tgu 


2 

sin  2« 


ist,  so  haben  wir,  wenn  p ungerade,  etwa  gleich  2m-}-l  ist, 


Im 


X cotg 
i 


kn 

4m-j-2 


+ 


2m-j-4 


sm 


2 n 


+ - + 


2m-fl 


sin 


2m+l 


und  für  p — 2m,  in  welchem  Falle  ein  Mittelglied  cotg  j-  = 1 vor- 
handen ist, 


*■-»  kn  „ 1 

icotg^-aj 


,8in£ 


+ 


2 n 
1 2m 


+ •••  + 


sin 


2m 

(m — l)Jl 
2m 


+ 1 


Wenn  wir  schliesslich  noch  beachten,  dass 
C J = c-f-21og2 

ist,  wie  sich  unmittelbar  aus  (5)  für  s =■  0,  m = 2 ergiebt,  so  kommt 
also 
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= (1+^+I  + "+3-(^+^+-+4)+- 


(IH)  ^2|+~|og2+"  i für  gerade  v 

sin  — 

J» 

V— 1 
2 

=*-log24-’r  E ~V  für  ungerade  p. 

P P t— 1 .kn 

* 1 •“*  am 


Beispiele:  Hiernach  ist:  Für  p — 2, 

, , 1 1 1 , 1,1  1.  * 

* + 2_3  " 4+5+6 -•=2log2  + 4 

wie  auch  unmittelbar  ersichtlich. 

Für  p «=  3, 

1 + ^+I-l-5-S-  = 3,og2+7i4"älog2+lwV3 

Jam  q 

Für  p = 4, 

‘+I+I+J-t-S-i-l'-jWi(‘'2+ä) 

4.  Anwendung  auf  die  Reiho  der  reciproken  unge- 
raden Zahlen.  Für  ; — J ist 

\e  Q)  = 0 + 3 + 5+"+2,,  -t)~  (^H+-'  +^t)+  “ - 
Nach  J.  wird  für  diesen  Fall 

2P«(J)  = C~  + C J + ...  +C2,~-- 

_ Cfe=l  _ c4*’“3- ... 

4/?  4p  4p 

/ ?r  , 37t,  , 2p — 1\ 

- 51  (cotg4?)+cotg47)+..  + cotg  4-j- 

Dieselbe  Umformung  wie  vorher  ergiebt  hier 
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lll 


(IV)  a(l)  = 


2p  + P »f,  7 (2*-l)*’  wenn  * »“«erade 
sin — s 

2p 

P 
2 

p »fiTTä-iS’  raBfger,de' 
sm~ 


Beispiele.  Für  p = 2 wird  a(J)  — , also 

2sin  ” 

H-s-S-f+i+n--?*'* 


Für  p — 3 ist  a($)  = ? -f-  — ~ — , so  dass 
3sin  | 


■ ,1,  1_  l_  1_1  _ o 

Xi"3‘1_6  7 9 11"  — 12” 

Diese  Reihe  lässt  sich  anch  ableiten,  indem  man 

4 1 3 ' 5 7 ' 9 11  ^ 13  15' 


mit  ] mnltiplicirt  nnd  das  Ergebniss 


n 

6 


+ B 


so  hinzufttgt,  dass  man  die  gleichnamigen  Brüche  vereinigt. 


Für  p = 4 kommt  a(J)  — , 


n / 1 . 1 \ n 

4 (—*+—)  “"«"V  8°m,t 
\8in  8 cos8/ 


,,1,1,11  1 1 1 n . , 

1+3+5A'7  9 11  " 13  15  •••”4  ^2  + V2 

(Fortsetzung  folgt.) 


Heinrich  Simon. 
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2. 


Ueber  die  Normalen  der  Kegelschnitte. 

Zieht  mau  von  einem  Punkte  Ä,  <p  iu  der  Ebene  eines  Kegel- 
schnitts Normalen  an  denselben,  so  lässt  sich  vermittelst  einer  Glei- 
cbnng  4.  Grades  für  die  Normale  n folgende  Relation  für  ihre  Qua- 
dratsumme aufstellen : 


2 R* 

n,,-|-*is*-J-n3,-l-n4s  = 4R*-}-2(a*-f- A*) j-  (a*COS (p*  — A*sinqp*) 


Hieraus  folgt  auch 


(«*-  2A*) 

=2x«la,_^,'  + 2y« 


(2a* -A*) 
a* — A* 


Ist  demnach  -2«s  = Const. , so  erhält  man  einen  Kegelschnitt  als 
geometrischen  Ort  der  Constauz  der  Quadratsumme  der  Normalen. 

Derselbe  geht  iu  einen  Kreis  aber,  wenu  eine  gleichseitige  Hy- 
perbel zu  Grunde  gelegt  wird,  weil  alsdann 

«,*-(- 4-"s*  -f- n4*  — 3ä*  ist. 

Die  obige  Gleichung  gilt  auch  noch  allgemein  für  die  Asymp- 
toten einer  Hyperbel,  nur  ist  dann 

a - A - 0,  £ = tg  E,  ».,*+».*  = 2 Ä* 


zu  setzen,  und  der  geometrische  Ort  wird  dann  durch  die  Ellipse 


chracterisirt . 


x*  i 

cos  t?  ' sin  E * 


2 sin  Jy'cosiä* 


Die  Diagonalen  des  ihr  umbeschricbenen  Rechtecks  fallen  dem- 
nach mit  den  Asymptoten  zusammen.  Fällt  mau  also  von  einem 
Punkt  einer  Ellipse  auf  diese  ihre  Diagoualen  Senkrechte,  so  ist  die 
Summe  ihrer  Quadrate  eine  coustaute  Grösse. 

E.  Oekiughau  s. 


Digitized  by  Google 


Sch  oute:  Ueber  die  Curoen  vierter  Ordnung  etc. 


118 


VIU. 

Ueber  die  Curven  vierter  Ordnung 
mit  drei  Inflexionsknoten. 

Von 

P.  H.  Schoute. 


Vierter  Abschnitt. 

(Die  Polaren  der  Curve  C'*.) 

44.  „Die  erste  Polare  eines  Punktes  P in  Bezug  auf  eine  Curve 
C4  mit  den  Inilexionsknoten  A,  B,  C ist  eine  durch  diese  Punkte 
gebende  Curve  dritter  Ordnung  Cp3,  welche  in  Cl  die  sechs  Be- 
rührungspunkte ihrer  durch  P gebenden  Tangenten  einschneidet 
Die  erste  Polare  eines  Punktes  Q von  C 4 zerfällt  in  zwei  Teile,  die 
einander  entsprechen  in  der  quadratischen  Transformation,  welche 
C’4  in  ihren  Wendeschnitt  überführt,  in  die  Tangente  q‘  des  Wende- 
schnittes im  entsprechenden  Punkte  Q'  und  in  den  Kegelschnitt 
durch  A,  B,  C,  welche  C4  in  Q berührt“ 

Der  erste  Teil  des  Satzes  ist  ganz  der  Polarentheorie  zn  ent- 
nehmen.Und  der  zweite  Teil  ist  eine  unmittelbare  Folge  des 
Weyr’schen  Satzes.  Denn  nach  diesem  Satze  muss  die  erste  Polare 
vom  Punkte  Q der  6’4  in  Bezug  auf  C4  vier  Punkte  gemein  haben 
mit  der  Tangente  q des  Wendeschnittes  im  entsprechenden  Punkte 
Q'  und  da  sie  nur  von  der  dritten  Ordnung  ist  diese  Gerade  ganz 
enthalten.  Und  da  die  erste  Polare  eines  Punktes  Q der  Grundcurve 

I)  Man  vergleiche  Cremona’s  „Einleitung  in  eine  geometrische  Theorie  dee 
ebenen  Curven“,  deutsch  von  M.  Curue. 

Aich,  der  Math.  n.  Pbje.  2.  Beihe,  TeU  VI.  8 
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diese  Cnrve  in  Q berührt,  so  muss  der  ergänzende  Kegelschnitt  Ot*, 
welcher  nun  durch  A,  B,  C gebt,  die  C*  in  Q berühren  und  also  in 
der  bekannten  Transformation  der  Tangente  q vom  Wendescbnitte 
entsprechen.  Es  entsprechen  dann  die  beiden  Schnittpunkte  der 
beiden  Teile  im  allgemeinen  einander,  da  q‘  nicht  durch  einen  der 
vier  sich  selbst  entsprechenden  Pnnkte  geht. 

45.  „In  Bezug  auf  eine  Cnrve  C 4 hat  jede  Gerade  g sechs  be- 
wegliche Pole  Cr.  Diese  Pole  G sind  die  Eckpunkte  eines  vollkom- 
menen Vierseits,  des  Vierseits  der  Tangenten  </  am  Wendeschnitte 
in  den  Punkten  Q‘,  welche  den  vier  Schnittpunkten  Q von  g mit  C* 
entsprechen.  Dieses  Vierseit  ist  ebenfalls  einem  in  ABC  eingeschrie- 
benen Kegelschnitte  umschrieben.*)  Und  die  Gegenecken  des  Vier- 
seits entsprechen  einander  in  der  Transformation,  welche  C 4 in  ihren 
Wendeschnitt  überführt.“ 

Nach  der  Polarentbeorie  bilden  die  ersten  Polaren  von  den 
Punkten  einer  Gcradeu  g ir.  Bezog  auf  C’4  einen  Büschel  von  Curven 
dritter  Ordnuug  und  schneiden  diese  durch  A,  B,  C gehenden  Curven 
also  einander  zu  je  zweien  noch  iu  sechs  allen  gemeinschaftlichen 
Punkten  G,  welche  man  die  Pole  von  g in  Bezug  auf  C*  nennt,  da 
diese  Punkte  die  Gerade  g zur  gemeinschaftlichen  Polgeraden  haben. 
Hieraus  folgt,  dass  man  die  sechs  Pole  irgend  einer  Geraden  g be- 
trachten kann  als  die  sechs  Punkte,  welche  mit  A , B,  C die  neun 
Schnittpunkte  bilden  von  den  ersten  Polaren  von  irgend  zwei  beliebig 
auf  g gewählten  Punkten.  Wählt  man  nun  für  diese  zwei  Punkte 
zwei  der  vier  Schnittpunkte  Q von  g mit  C4,  so  tigurirt  der  Schnitt- 
punkt von  den  Tangenten  q'  am  Wendeschnitte  in  den  entsprechen- 
den zwei  Punkten  Q'  unter  den  sechs  Polen  und  da  dieses  für  jede 
der  sechs  Combinationcn  von  den  vier  Punkten  Q auf  g zu  je  zweien 
gilt,  sind  die  sechs  Pole  die  sechs  Schnittpunkte  der  vier  Tangenten 
q‘  des  Wendeschnittes  in  den  vier  entsprechenden  Punkten  Q'  dieser 
Curve. 

Die  vier  Punkte  </  sind  die  Schnittpunkte  vom  Wendeschnitte 
Ä mit  dem  Kegelschnitte  durch  A,  B,  C,  welcher  in  der  die  C*  in 
K überführenden  Transformation  der  Geraden  g entspricht.  Also  ist 
die  Polarfigur  dieses  Kegelschnittes  in  Bezug  auf  K sowohl  dem 
Dreiecke  ABC  als  dem  Vierseite  der  vier  Geraden  q'  eingeschrieben ; 
d.  h.  die  vier  Geraden  q'  umhüllen  einen  in  ABC  eingeschriebenen 
Kegelschnitt. 

S)  Diesen  Teil  des  Ssttes  verdanke  ich  einer  brieflichen  Mitteilung  von 
Prof.  Küpper. 
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Dcntet  man  die  vier  Schnittpunkte  einer  Geraden  g mit  C* 
durch  Q„  Q„  Qt.  die  ihnen  entsprechenden  Punkte  vom  Wende- 
schnitte K durch  Q,',  Q,\  Qa',  Qt'  und  die  Tangenten  von  K in 
diesen  Punkten  durcli  9,',  qa\  qa‘,  qx‘  an,  so  kann  man  jedem  der 
sechs  Pole  G,  welche  wir  weiterhin  zusammen  als  das  Folscxtupel 
G von  g bezeichnen,  die  beiden  Indices  der  sich  in  diesem  Punkte 
schneidenden  Geraden  q'  beilegen , wie  es  in  Fig.  42  angegeben  ist. 
Es  sind  dann  offenbar  die  Paare  G, „ und  t;s,4 , G,  ,s  und  Gau , Ow 
und  Ga.a , deren  Indices  einander  ergänzen,  die  drei  Paare  von 
Gegeuecken  des  von  den  vier  Geraden  q gebildeten  Vierseits.  Und 
je  zwei  Gegeuecken  entsprechen  einander  in  der  Transformation, 
welche  6’4  in  ihren  Wendeschnitt  umbildet.  Betrachtet  man  nämlich 
das  Polsextupel  mit  A,  fi,  C als  die  Schnittpunkte  der  ersten  Polaren 
von  Q,  und  in  Bezug  auf  Cl,  wovon  die  erste  aus  9,'  und  dem 
ihr  entsprechenden  Kegelschnitte  C,*,  die  zweite  aus  qa‘  und  dem  ihr 
entsprechenden  Kegelschnitte  C,1  bestellt,  so  geben  g,'  und  qs'  den 
Schnittpunkten  (?„s,  gt‘  und  Cs*  die  Schnittpunkte  (?,„  und  (?,.4, 
qa  und  C,!  die  Schnittpunkte  Gt,3  und  Gj,4  und  müssen  C,*  und  Cj* 
ausser  A,  II,  C also  den  sechsten  Pol  Gs,f  als  Schnittpuukt  haben; 
da  nun  die  Kegelschnitte  C,*  und  Ca  den  Geraden  9,'  und  qa  ent- 
sprechen, so  muss  auch  der  freie  Schnittpunkt  Gt,t  von  C’,*  und  Cj* 
dem  Schnittpunkte  (?,.3  von  9,'  und  g4‘  entsprechen. 

46.  „Die  acht  Schnittpunkte  von  C 4 mit  ihrem  Wendeschnitte 
K sind  du  Berührungspunkte  von  C'4  mit  ihren  vier  Doppellangenten ; 
die  Pole  von  diesen  Doppcltangeuten  in  Bezug  auf  C’4  sind  die  vier 
Punkte  S,  welche  in  der  die  C4  in  K überführenden  Transformation 
sich  selbst  entsprechen.  Bei  den  Curven  V 4 erster  Gattung  sind  die 
vier  Punkte  S und  also  auch  die  vier  Doppeltangenten  sämtlich  ima- 
ginär; bei  den  Curven  C*  zweiter  Gattung  ist  von  den  Punkten  S 
und  also  auch  von  den  Doppeltangenten  ein  Paar  reell  und  ein  Paar 
imaginär.“ 

Ist  g eine  Tangente  von  C*  und  sind  Q,  und  Qt  die  in  den 
Berührungspunkt  Q zusammengetretenen  Punkto  von  6'4,  so  zeigt  das 
Polsextupel  G von  g die  in  Fig.  43  vorgeführtc  Anordnung.  Es 
fallen  dann  Gus  und  Ga, 3 in  der  Richtuug  von  q3‘  und  (x„4  und  6rSl4 
in  der  Richtung  von  qt‘  mit  eiuander  zusammen.  Und  indem  G,,a 
als  Schnittpunkt  der  auf  einander  folgenden  Tangenten  9,'  und  gs‘ 
von  K auf  K liegt,  ist  <?3,4  nach  dem  vorhergehenden  Artikel  der 
dem  Punkte  Glrt  von  K entsprechende  Punkt  von  C4,  d.  h.  der 
Berührungspunkt  <2  von  9 mit  6’4.  Umgekehrt,  wenn  einer  der  sechs 

8* 
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Pole  G auf  K liegt,  so  berfibrt  die  Gerade  g im  entsprechenden 
Punkte  von  C'4  diese  Curve ; denn  nach  dem  vorhergehenden  Artikel 
ist  die  Gegenecke  daun  der  entsprechende  Punkt  von  C4  und  die 
Polgerade  eines  Punktes  von  C 4 ist  nach  der  Polarentheorie  die 
Tangente  der  Curve  in  diesem  Punkte. 

Ist  weiter  g eine  Doppeltangente  von  C’4,  indem  einerseits  Qt 
und  Qt  und  andererseits  Qs  und  Q4  zusammenfallen,  so  reducirt  sich 
das  Polscitupel  G von  g in  der  in  Fig.  44  vorgestellten  Weise.  Es 
fallen  daun  die  vier  Punkte  Gt,3,  <?„4,  Gt ,3,  Gs,4  in  einen  Punkt 
zusammen,  und  dieser  Punkt  ist  dann,  da  Gj.s  und  6'tl4  ebenso  wie 
Gj*  und  Gj,j  einander  entsprechen,  einer  der  vier  sich  selbst  ent- 
sprechenden Punkte  S\  dabei  sind  die  coiucidirenden  Tangenten  q, ' 
und  qt‘  von  K als  dio  Verbindungslinien  von  G!5S  mit  Gll4  und  von 
Gj,s  mit  G„4,  die  coincidirenden  Tangenten  q3'  und  q 4'  von  K als 
die  Verbindungslinien  von  G,,ä  und  Gia  und  von  G,,4  mit  G’w  zu 
betrachten.  Und  die  Punkte  G1IS  und  f'Si*  befinden  sich  als  Schnitt- 
punkte von  aufeinanderfolgenden  Tangenten  von  A'  auf  K.  Aber 
wenn  G„,  und  GSvl  auf  A'  liegen,  so  befinden  sich  nach  dem  vorher- 
gehenden Artikel  Gs,4  und  Gvt  auf  C*  und  ist  GJl4  der  aus  der 
Coincidenz  von  Q,  und  Qt,  Gut  der  aus  der  Coincidenz  von  Qj 
und  Q4  hervorgegangene  Berührungspunkt  der  Doppeltangente  g. 
Also  siud  die  Berührungspunkte  von  C*  mit  einer  Doppeltangente 
Schnittpunkte  von  C4  mit  ihrem  Weudeschnitte  K.  Und  die  Zahl 
der  Doppeltangenten  ist  jener  der  Punkte  S gleich,  also  vier;  woraus 
dann  noch  folgt,  dass  C 4 und  K acht  Punkte  gemein  haben. 

Die  im  Satze  aufgenommene  Bemerkung  in  Bezug  auf  die  Reali- 
tät der  Punkte  S und  der  ihnen  entsprechenden  Doppeltangenten 
ergiebt  Bich  unmittelbar  aus  der  Betrachtung  der  Normalcurven.  Bei 
der  ersten  Normalcurve  erster  Gattung  (Fig.  22)  liegen  die  einander 
entsprechenden  Punkte  P und  P'  allemal  in  zwei  Scheitelwinkeln  der 
vier  von  den  Achsen  CA  und  CB  gebildeten  Winkel,  bei  der  zweiten 
Normalcurve  1.  Gattung  (Fig.  24)  liegen  sie  an  verschiedenen  Seiten 
der  imaginären  Achse  des  Wendeschcittes ; in  beiden  Fällen  kann  keine 
Coincidenz  cintretcn,  sind  also  die  vier  Punkte  S,  die  vier  Doppel- 
tangenten von  C 4 und  die  acht  Schnittpunkte  von  C4  mit  K sämtlich 
imaginär.  Bei  der  Normalcurve  zweiter  Gattung  giebt  es  zwei  reelle 
Punkte  S auf  der  imaginären  Achse  von  A',  da  die  Transformation 
in  diesem  Falle  die  um  diese  Gerade  umgelegte  Verwandtschaft  der 
reciproken  Radien  ist;  die  Entfernung  dieser  Punkte  von  C ist  der 
Potenz  dieser  Verwandtschaft  gleich. 

47.  „Die  Polsextupel  G der  verschiedenen  Geraden  g durch 
einen  gegebenen  Punkt  P liegen  auf  der  ersten  Polare  Cfi  von  P in 
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Bezug  auf  C*  und  bilden  auf  ihr  eine  Involution  sechster  Ordnung, 
die  zn  dem  Strahlbüschel  der  zugeordneten  Geraden  g durch  P pro- 
jectivisch  ist. 

Die  erste  Polare  Cp*  von  P in  Bezug  auf  C’4  entspricht  sich 
selbst  in  der  Transformation,  welche  C 4 in  ihren  Wendoschuitt  K 
überführt.“ 

Die  Polsextupel  G der  Geraden  g durch  P müssen  nach  der 
Polarentheorie  auf  der  ersten  Polare  Cp*  von  P in  Bezug  auf  C4 
liegen.  Sie  bilden  auf  Cp3  eine  mit  dem  Büschel  der  Strahlen  g 
durch  P projectivische  Involution;  denn.,  indem  irgend  eine  Gerade 
g durch  P ein  einziger  Polsextupel  bestimmt,  so  bestimmt  auch  irgend 
ein  Punkt  G von  Cp3  mittelst  seiner  durch  P gehenden  Polgeraden  g 
das  ganze  ihn  aufnebmcnde  Polsextupel. 

Die  Curve  CP3  entspricht  sich  selbst  in  der  Transformation, 
welche  C*  in  K überführt  Ist  nämlich  G irgend  ein  Punkt  von  Cp3, 
so  enthält  diese  Curve  das  ganze  Polsextupel,  welches  G aufnimmt, 
und  also  auch  die  Gegenecke  von  G im  vollkommenen  Vierseite, 
welches  das  Polsextupel  trägt,  d.  h.  den  dem  Punkte  G in  der  be- 
kannten Transformation  entsprechenden  Punkt.  Im  einander  Ent- 
sprechen der  beiden  Teile  von  der  ersten  Polare  eines  Pnnktcs  von 
C4  haben  wir  schon  einen  besonderen  Fall  dieser  allgemeinen  Wahr- 
heit behandelt. 

Nach  im  vorhergehenden  Jahre  publicirten  Untersuchungen  des 
Herrn  Emil  Wcyr 3;  giebt  es  auf  einer  allgemeinen  Curve  dritter 
Ordnung  Cs  nur  zwei  Arten  von  involutorischen  eindeutigen  Punkt- 
beziehungen, die  centralen  und  die  nicht  centralen.  Die  Punktepaare 
der  ersten  liegen  auf  Strahlen,  welche  C3  zum  dritten  Malo  in  einem 
festen  Punkte  treffen;  jede  nicht  centrale  Beziehung  der  verlangten 
Beschaffenheit  ist  immer  eine  der  drei  Systeme  conjugirter  Punkte 
von  C’3,  welche  schon  von  Maclaurin4)  aufgewiesen  sind.  Da  nun  die 
drei  Verbindungslinien  der  drei  Paare  von  Gegenecken  eines  Pol- 
sextupels  nach  den  bekannten  Eigenschaften  des  vollkommenen  Vior- 
seits  nicht  durch  einen  Punkt  gehen,  ist  die  involutorische  eindeutige 
Beziehung  der  Gegenecken  Gut  und  Gf  4 auf  Cp 3 die  Verwandtschaft 
eines  der  drei  Systeme  correspoDdirender  Punktepaare  von  Cp3. 


3)  „Ein  Beitrag  zur  Gruppcnthcoric  auf  den  Curven  vom  Gescblechte 
Eine“  (Sitzungsberichte  der  K.  Aknd.  der  Wissenseh.  zn  Wien,  Band  LXXXIX. 
2 t c Abteilung,  Seite  436). 

4)  „Salmon-Fiedler’s  höhere  ebene  Curren“,  Art.  162. 
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Wirklich  folgt  ans  bekannten  Sätzen5),  dass  die  drei  Paare  Gegen- 
ccken  eines  Polsextupels  drei  Paare  conjngirter  Punkto  eines  näm- 
lichen Systemcs  sind,  muss  dann  aber  noch  gezeigt  werden,  dass  die 
verschiedenen  Tripel  von  Paaren  Gegenecken  aller  auf  C'p3  liegenden 
Polsextupel  dem  nämlichen  Systeme  angehöreu;  was  ich  hier  nach 
Anführung  der  Untersuchungen  Weyr’s  wol  unterdrücken  mag. 

Wenn  eine  Curvo  Cp3  mit  einem  ihrer  Systemo  conjngirter 
Punkte  ('],!,  (V],!  vorliegt,  so  giebt  cs  bekanntlich1')  eine  einzige 
Carvc  dritter  Ordnung,  welche  Cp3  zur  Hessc’schen  und  Steiner’schen 
Curvo  und  auf  ihr  das  System  conjugirter  Punkte  «V1,a , G’3,4  zum 
Systeme  von  conjugirten  Polen  hat.  Es  ist  also  die  Envcloppo  der 
Verbindungslinie  der  Punktepaare  Otl3,  Os>4 , die  Cayley’sche  Curve 
dieser  neuen  Curvo  dritter  Ordnung 7),  eine  Curve  dritter  Classe  und 
sechster  Ordnung. 

Kehren  wir  zu  der  Involution  sechster  Ordnung  der  Polsextupel 
Cf  auf  Cp3  zurück,  so  bemerken  wir,  dass  diese  Involution  sechs 
Verzweigungsgruppen  von  besonderer  Beschaffenheit  hat.  Es  können 
nämlich  nur  dann  zwei  Punkte  O eines  Polsextupels  zusammenfallen, 
wenn  die  zngeordnete  Gerade  g durch  P die  C*  berührt,  und  die 
Anzahl  der  von  P an  C*  möglichen  Tangenten  ist  sechs.  Es  sind 
weiter  die  sechs  Verzweigungsgruppen  von  besonderer  Beschaffenheit, 
da  jede  von  ihnen  nach  Fig.  43  aus  einem  Paare  von  Doppelpunkten 
und  einem  Paare  von  Verzweigungspnnkten  besteht.  Ueberdies 
lassen  sich  die  sechs  Ycrzweigungspaare  leicht  anweisen;  denn  jedes 
Paar  von  Verzweignngspuukten  besteht  ans  einem  der  sechs  von  A, 
B,  C verschiedenen  Schnittpunkte  von  G’1  und  Cp3  und  ans  dem  ent- 
sprechenden Scbnittpunkto  von  K und  Cj,8.  Und  da  jede  Tangente 
q‘  von  K drei  Pnnkto  von  einer  Gruppe,  nämlich  vom  Polsextupel 
der  Geraden  PQ,  enthält,  so  muss  K in  der  Iuvolutionscurve  der 
betrachteten  Involution  dreimal  begriffen  sein  und  diese  Involution 
ausserdem  nur  noch  dio  Enveloppe  der  Verbindungslinien  von  den 
Gegenecken  der  Polsextupel  umfassen,  welche  oben  als  eine  Curve 
dritter  Classo  sechster  Ordnung  erkannt  ist. 

Wenn  man  P durch  einen  Punkt  Q von  G’4  ersetzt,  wobei  die 
erste  Polare  aus  der  Tangente  q von  K and  dem  dioser  Geraden 


5)  Dieser  Satz  sagt  aus,  mun  erhalt  das  ganze  System,  wozu  irgend  ein 
Paar  conjugirte  Punkto  A , , At  gehört,  wenn  man  diese  Punkte  A , , At  aus 
allen  Punkten  der  Curve  dritter  Ordnung  auf  diese  Curve  projicircn,  Saltuon- 
Fiedler,  a.  a.  0.,  Art.  152. 

6)  Cremona,  a.  a.  O.,  Art.  143. 

7)  Cremona,  a.  a.  0.,  Art.  ’ 135. 
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entsprechenden  Kegelschnitte  6’,s  besteht,  so  teilt  sich  jedes  Pol- 
sextnpel  in  zwei  Tripel,  wovon  das  eine  anf  </',  das  andere  auf  Cq* 
liegt;  denn  der  Punkt  Q ist  dann  für  jede  durch  ihn  gehende  Gerade 
einer  der  vier  Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  C4.  Es  bilden  dann 
die  Tripel  anf  <{  eine  kubische  Involution  auf  q‘  und  die  Tripel  auf 
C,*  eine  kubische  Involution  auf  C,*,  da  ein  Punkt  von  q und  ebenso 
von  C,"  seine  Polgerade  und  also  das  in  zwei  Tripel  zerfallende 
Polsextupcl  bestimmt  Jede  dieser  beiden  kubischen  Involutionen  hat 
vier  Verzweigungsgruppen,  welche  den  durch  Q gehenden  C*  in  einem 
von  Q verschiedenen  Punkte  berührenden  Tangenten  entsprechen; 
denn  die  Tangente  von  Cl  in  Q liefert  zwei  Tripel,  welche  jedes  für 
sich  aus  drei  verschiedenen  Punkten  bestehen,  wovon  aber  zwei,  die 
Schnittpunkte  von  q‘  und  C,*,  in  jedes  von  beiden  cingehen.  Also 
sind  dio  vier  Schnittpunkte  von  q‘  mit  C4  die  Verzweigungspunkte 
der  Involution  auf  Cj*.  Offenbar  ist  K die  Involutionscurve  der  In- 
volution auf  C9’  und  entsprechen  die  beiden  kubischen  Involutionen 
einander  in  der  Transformation,  welche  C 4 in  K überführt. 

48.  „Die  Steiner’sche  Cnrve  des  Netzes  der  ersten  Polaren  in 
Bezug  auf  C*  besteht  ans  der  doppelt  gezählten  C4  und  ihren  vier 
Doppel  tangenten.“ 

Wenn  irgend  eino  der  ersten  Polaren  einen  Doppelpunkt  D hat, 
so  sind  zwei  Fällo  zu  unterscheiden,  je  nachdem  D mit  einem  der 
vier  Punkto  S zusammenfällt  oder  nicht.  Hat  die  erste  Polare  erstens 
einen  sich  selbst  entsprechenden  Funkt  S znm  Doppelpunkte,  so  ent- 
hält sie  das  von  diesem  Punkte  nnd  den  Berührungspunkten  der 
diesem  Punkte  zugeordneten  Doppeltangente  von  C4  gebildete  Pol- 
seitupel  und  es  liegt  dann  ihr  Pol  auf  dieser  Doppeltangente.  Und 
wirklich  hat  die  erste  Polare  irgend  eines  Punktes  von  einer  be- 
stimmten Doppeltangente  einen  Doppelpunkt  im  zugeordneten  Punkte 
& Denn  die  ersten  Polaren  von  den  Berührungspunkten  D und  D' 
dieser  Doppeltangenten  enthalten  die  vier  Punkte,  welche  mit  D und 
D ' das  Polsextupel  der  Doppeltangente  bilden,  und  diese  Punkte 
fallen  nach  Fig.  44  paarweise  in  den  Richtungen  der  Tangenten  DS 
und  D'S  vom  Wendeschnitte,  welche  durch  8 gehen,  mit  S zusammen. 
Aber  wenn  die  ersten  Polaren  von  D nnd  D'  oinen  Doppelpunkt 
haben  in  S,  so  hat  umgekehrt  der  Polkegelschnitt  von  S nach  einem 
bekannten  Satze  8)  Doppelpunkte  in  D und  D“,  ist  dieser  Kegelschnitt 
also  die  doppelt  gezählte  Doppeltangente  und  hat  er  deshalb  einen 
Doppelpunkt  in  jedem  Punkte  der  Doppeltangente.  Und  hieraus  folgt 


8)  Cremona,  a.  a.  0.,  Art  78. 
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dann  nmgekchrt  wieder,  dass  die  erste  Polaro  von  irgend  einem 
Punkte  der  Doppeltangentc  einen  Doppelpunkt  bat  in  S.  Hat  die 
erste  Polare  zweitens  einen  nicht  Bich  selbst  entsprechenden  Doppel- 
punkt D,  so  hat  sie  als  sich  selbst  entsprechende  Curvo  notwendig 
einen  zweiten  Doppelpunkt  im  entsprechenden  Punkte  D'  und  zerfällt 
sie  also  in  eine  Gerade  und  einen  Kegelschnitt,  die  entweder  sich 
selbst  oder  einander  entsprechen.  Hierüber  giebt  nun  weiter  das 
Polsextnpel  Aufschluss,  welches  D und  also  auch  D'  aufnimmt.  Es 
können  nämlich  die  vier  Tangenten  aus  D und  D'  an  K nicht  alle 
verschieden  sein,  denn  sonst  würde  jede  dieser  vier  Geraden  unsere 
das  Polsextupel  enthaltende  zerfallende  Polare  in  vier  Punkte  schnei- 
den. Zur  vollständigen  Beseitigung  des  Widerspruches  müssen  ent- 
weder die  Tangenten  aus  D an  K zusammcnfallen  und  ebenso  die 
Tangenten  aus  D‘  an  K,  oder  aber  die  Verbindungslinie  von  D und 
D'  muss  K berühron.  Aber  die  erste  Voraussetzung  macht  D und  D’ 
zu  einander  entsprechenden  Punkten  von  K und  der  ihr  entsprechen- 
den C'4,  also  zu  Berührungspunkten  einer  Doppeltangente  von  C’4; 
woraus  dann  folgen  würde,  dass  die  vier  anderen  Punkte  des  Pol- 
sextupcls  im  zugeordneten  Punkte  S vereint  sind,  die  betrachtete 
Polare  in  diesem  Punkte  S ebenfalls  einen  Doppelpunkt  bat,  und 
diese  Curve  also  aus  drei  Geraden  zusammengesetzt  ist  Und  dies 
ist  unmöglich;  denn  die  Doppoltangente  geht  nicht  durch  einen  der 
drei  Punkte  A , B,  C,  da  sie  schon  vier  Punkte  mit  6’ 4 gemein  hat, 
und  sie  entspricht  also  weder  sich  selbst  noch  einem  zerfallenden 
Kegelschnitte,  bildet  deshalb  mit  den  beiden  Geraden  DS  und  ftS 
keine  sich  selbst  entsprechende  Curve,  keine  erste  Polaro.  Es  restet 
also  nur  die  zweite  Voraussetzung,  dass  DD'  den  Wendeschnitt  be- 
rührt, und  diese  liefert  immer  die  schon  früher  gefundene  erste  Polare, 
deren  Pol  auf  C*  liegt. 

Es  hat  nach  den  gefundenen  Resultaten  die  erste  Polaro  eines 
Punktes  einen  einzigen  Doppelpunkt  — immer  in  einem  der  vier 
Punkte  S — wenn  der  Pol  auf  einer  der  vier  Doppeltangonten  von 
C’4  liegt,  und  zwei  einander  entsprechende  Doppelpunkte,  wenn  der 
Pol  ein  Punkt  von  C'4  ist.  Also  besteht  der  Ort  der  Pole,  deren 
erste  Polaren  in  Bezug  auf  C’4  einen  Doppelpunkt  haben,  d.  h.  dio 
Steiner’sche  Curve  des  Netzes  der  ersten  Polaren  in  Bezug  auf  C'4 
aus  der  doppelt  gezählten  C*  und  ihren  vier  Doppcltangenten.  Dio 
zwölf  Doppelpunkte,  welche  nach  einem  allgemeinen  Satze  dem 
Büschel  der  ersten  Polaren  von  den  Punkten  einer  Gerade  g zu- 
kommen, sind  deshalb  die  vier  Doppelpunktenpaaro  der  vier  zerfal- 
lenden ersten  Polaren,  welche  den  Schnittpunkten  von  g mit  Ci  ent- 
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sprechen,  nml  die  vier  Punkto  S,  als  Doppelpunkte  der  vier  ersten 
Polaren,  wovon  die  Schnittpunkte  von  g mit  den  Doppeltangcntcn 
von  C 4 die  Pole  sind. 

49.  „Die  Hcsse’scho  Curve  des  Netzes  der  ersten  Polaren  in 
Bezug  auf  Cl  ist  eino  hyperelliptische  Curve  sechster  Ordnung  mit 
sieben  Doppelpunkten,  die  Punkte  A,  B,  C und  die  vier  Punkte  S.“ 

Zur  Bestimmung  der  Ort  der  Doppelpunkte  von  den  zerfallenden 
Polaren  des  Netzes  zeigen  wir  erst  die  Doppelpunkte  der  ersten 
Polare  irgend  eines  Punktes  Q von  C*  näher  an.  Ist  q die  Tangente 
von  6'4  in  Q und  nimmt  man  wieder  an,  dass  von  den  vier  Schnittpunkten 
Qii  Qi,  Q$,  Q*  von  q mit  C4  die  beiden  ersten  Q,  und  Q,  in  Q zu- 
sammengefallen sind,  so  giebt  Fig.  43  das  Polsextupel  von  q an; 
dabei  fällt  nach  Artikel  4;>  der  Punkt  in  Q und  ist  die  Coin- 
cidenzlinie  q‘  der  Seiten  g,'  und  g,'  des  Polvierseits  der  geradlinige 
Teil  der  ersten  Polare  von  Q.  Aber  dann  müssen  auch  die  Schnitt- 
punkte von  q'  mit  q3‘  und  gt'  die  Doppelpunkte  dieser  ersten  Polare 
sein;  denn  dieso  Curve  muss  das  Polsextupel  von  g enthalten,  also 
g3'  und  gt'  in  den  Schnittpunkten  mit  g'  berühren  und  deshalb  aus 
q und  einem  durch  die  Schnittpunkte  von  g'  mit  g3'  und  gt'  gehen- 
den Kegelschnitte  bestehen. 

Die  Ordnung  des  Ortes  der  Doppelpunkte  der  zerfallenden  Polaren 
wird  gefunden , indem  wir  suchen , wieviel  Punkte  dieser  Ort  mit 
irgend  einer  Taugeute  von  K gemein  hat  Diese  Tangente  kann 
einmal,  nämlich  für  den  ihrem  Berührungspunkte  mit  K entsprechen- 
den Punkt  von  C4,  als  Gerade  g‘  auftreten  und  enthält  als  solche  zwei 
Doppelpunkto ; sie  kann  weiter  viermal,  nämlich  für  jeden  ihrer 
Schnittpunkte  mit  C4,  als  Gerade  g3'  oder  gt'  auftreten  und  enthält 
als  solche  vier  Doppelpunkte.  Also  enthält  irgend  eine  Tangente 
von  K sechs  Punkte  des  Ortes,  und  ist  dieser  sechster  Ordnung. 

Die  gefundene  Curve  sechster  Ordnung  hat  A,  B,  C zu  Doppol- 
punkten, da  jeder  dieser  Punkte  Doppelpunkt  ist  von  zwei  ersten 
Polaren,  von  den  ersten  Polaren  dieses  zum  einen  oder  zum  anderen 
der  beiden  durch  ihn  gehenden  Zweigen  von  C*  gerechneten  Funda- 
mentalpunktes. Ebenso  hat  die  gefundene  Hesse’sche  Curve  die  vier 
Punkto  S zu  Doppelpunkten,  denn  da  jedes  dieser  Punkte  Doppel- 
punkt ist  von  zwei  ersten  Polaren,  welche  ihre  Pole,  die  Berührungs- 
punkte der  entsprechenden  Doppeltangente  von  C'4,  auf  C1  haben, 
so  geht  dio  gesuchte  Curve  zweimal  durch  diesen  Punkt. 

Ein  Netz  von  Curven  C3  mit  sieben  Basispunkten  giebt  zu  einer 
involutorischen  Verwandtschaft  Anlass,  denn -alle  Curven  des  Netzes, 
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welche  durch  irgend  einen  gegebenen  Punkt  P gehen,  haben  noch 
einen  Punkt  P‘  mit  einander  gemein,  und  diese  Punkte  entsprechen 
einander  involutorisch.  An  einer  anderen  Stelle9)  habe  ich  diese 
Verwandtschaft  untersucht  und  unter  anderm  gefunden,  dass  sio  zweiter 
Ordnung  ist,  wenn  die  sieben  Basispunkte  die  vier  Eckpunkte  und 
die  drei  Diagonalpunkte  eines  vollkommenen  Vierecks  sind,  d.  h. 
wenn  diese  sieben  Punkte  die  Lage  der  vier  Fuukte  5 und  der  drei 
Punkte  A,  B,  C haben.  Dabei  ergab  sich  daun,  dass  die  drei 
Diagonalpuukte  die  einfachen  Fuudamentalpunkte  der  quadratischen 
Transformation  siud,  und  jeder  dieser  Punkte  die  Verbindungslinie  der 
beiden  anderen  zur  Fundamentalgeraden  hat  Und  man  erkennt  leicht, 
dass  die  vier  Eckpunkte  des  vollständigen  Vierecks  die  sich  selbst 
entsprechenden  Punkte  dieser  Transformation  sind;  denn  die  Curve 
Cs  des  Netzes,  welche  aus  drei  durch  einen  dieser  vier  Punkte 
gehenden  Geraden  besteht,  schneidet  jede  Curve  des  Netzes  ausser 
den  Basispunkten  nur  noch  in  diesem  Punkte.  Also  ist  die  Ver- 
wandtschaft in  dem  besonderen  Falle  mit  der  Transformation,  welche 
C*  in  ihren  Wendeschnitt  überführt,  identisch,  nnd  sind  zwei  einander 
in  der  letzteren  Transformation  entsprechende  Punkte  P und  iy 
mit  A,  B,  C nnd  den  vier  Punkten  S immer  die  Basispnnkte  eines 
Büschels  von  Curven  dritter  Ordnung. 

Weiter  habe  ich  noch  an  einer  anderen  Stelle10)  gezeigt,  dass 
die  Curven  C*  durch  die  Fundamentalpunkte  und  die  vier  Punkte 
S einer  quadratischen  Transformation  in  dieser  Transformation  sich 
selbst  entsprechen.  Und  dies  ist  offenbar  auch  mit  der  Hesse'schen 
Cnrvc  sechster  Ordnung  der  Fall,  da  sie  der  Ort  ist  von  Paaren 
einander  entsprechender  Punkte.  Sind  nnn  D und  D'  irgend  ein 
Paar  dieser  Punkte,  so  werden  die  anderen  Paare  von  den  Curven 
dritter  Ordnung  des  Büschels,  welcher  die  drei  Punkte  A,  B,  C,  die 
vier  Pnnkte  5 nnd  1)  und  U'  zu  Basispunkten  hat,  auf  der  Hesse’- 
schcn  Curve  eingeschnitton.  Und  diese  Bemerkung  führt  weiter  zu 
einer  Erzeugung  der  Hesso’schen  Curve  mittelst  projectivischer  Curven- 
büschel.  Nimmt  man  nämlich  auf  dieser  Curve  zwei  Paare  einander 
entsprechende  Punkte  ö,,  />,'  und  />,,  Dt'  nnd  noch  drei  beliebig 
gewählte  Punkte  Z>s,  Dt,  Db  an,  so  kann  die  projcctivische  Ver- 
wandtschaft der  beiden  Büschel  Ca(A,  B,C,4S,  Dt,  /?,')  und  (^(A,  B,C, 
4S,  D„  Dt‘)  dadurch  bestimmt  werden,  dass  die  durch  />„  Dt,  D6 
gebenden  Curven  der  beiden  Büschel  einander  entsprochen  müssen. 


9)  „Sur  la  transformation  conjugudo“  (Association  frantjaise  pour  l'avancc- 
ment  des  ssicncc*,  compte  rendu  de  la  8«  Session.  Montpellier,  1879,  page  199). 

10)  „Deux  cas  particnliers  de  la  transformation  birationnelle“  (Bulletin  des 
Sciences  mathem.  et  astron.,  2«  Serie,  tome  VI,  1882,  page  152—169  et  174—189). 
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Dann  aber  erzeugen  diese  beiden  Büschel  eine  Gurre  sechster  Ordnung 
mit  den  sieben  Doppelpunkten  A , B,  C,  4S,  welche  durch  D„ 

I\‘,  I)a,  D4,  Ds  geht  und  also  mit  der  Hesse’schen  Curve,  wie 
leicht  bewiesen  wird,  zusammenfällt. 

Jede  Curve  C 3 der  von  den  sieben  Doppelpunkten  von  der  Hesso- 
8chcn  Curve  bestimmten  Netzes  schneidet  die  Hcsse’sche  Curve  in 
vier  beweglichen  Punkten,  von  welchen  mau  zwei  beliebig  auf  ihr 
wählen  kanu.  Und  alle  Cnrven  des  Netzes,  welche  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  D,  von  der  Hesse’schen  Curvo  gehon,  schneiden  sie 
noch  in  drei  anderen  Punkten,  unter  welchen  immer  der  entsprechende 
Punkt  Dt‘  begriffen  ist  Dies  kennzeichnet  dio  Hesse’scho  Curve  als 
eiuo  hyperelliptische11)  Curve  vom  dritten  Geschlcchte12).  Und  hier- 
aus folgt  nun  weiter,  dass  die  Verbindungslinie  der  Punktenpaare 
D„  Dt‘  eine  rationale  Curve  umhüllen  muss11);  was  uns  im  vorlie- 
genden Falle  schon  bekannt  war,  da  diese  Verbindungslinien  Tan- 
genten von  Wcndeschnitto  sind14). 


Fünfter  Abschnitt.' 

(Der  Bertthrungskegelschnitt). 

50.  „Dio  ersto  Polare  C/  oines  Punktes  P in  Bezug  auf  6’4 
wird  in  den  lufle.vionsknoten  A,  B,  C von  C4  von  oinem  bestimmten 
Kegelschnitte  Dp 1 berührt.  Diesen  Kegelschnitt  schneidet  dio  C4 
ausser  A,  B,  C noch  in  zwei  Punkten  Pp  und  Pp".u 

Ist  K (Fig.  45)  der  Wendeschnitt  von  6'4,  dann  sind  bekannt- 
jich  die  aus  A an  Ä möglichen  Tangenten  a'  und  a"  die  Wende- 

11)  Man  vergleiche  dio  „Vorlesungen  Uber  Geometrie  von  A.  Clebsch,  be- 
arbeitet und  herausgegebon  von  Dr.  F Lindcmann,  Seite  711  oder  in  der  ur- 
sprünglichen Form  die  Verhandlung  „lieber  algebraische  Functionen*  von 
Brill  und  Nöther  (Mathematische  Annalen,  Band  7,  Seite  286  und  287). 

12)  Daa  Geschlecht  der  Curve  wird  bestimmt  von  der  Mächtigkeit  der 
Schaar  von  udjungirten  Curvcn  dritter  Ordnung ; aber  die  Anzahl  der  Doppel- 
punkte fährt  zum  nämlichen  Ueaultatc.  denn  man  hat 


13)  Die  Verbindungslinie  muss  eine  rationale  Cnrve  umhüllen  , da  jeder 
Wert  des  Parameters,  welcher  die  Curve  der  Büschel  dritter  Ordnung  be- 
stimmt, cino  Verbindungslinie  liefert. 

14)  Ich  übergehe  hier  am  Ende  dieses  Abschnitts  die  dualistisch  gegen- 
überstehenden Ergebnisse,  da  die  dualistische  Uebertragung  der  Polarentheorie 
solche  schwerfällige  Besultatcn  liefert. 
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Sek  oute:  C'eber  Hie  Curven  vierter  Ordnung 


tangenton  von  C*  im  Doppelpnukte  A.  Nun  ist  nach  der  Polaren- 
theorie  die  Tangente  in  A an  der  ersten  Polaro  Cpa  von  P in  Bezug 
auf  C 4 die  Gerade  durch  A , welche  P harmonisch  trennt  von  a'  und 
a".  Aber  diese  Gerade  geht  offenbar  durch  deu  Schnittpunkt  A'  der 
Polare  p von  P in  Bezug  auf  K mit  PC,  da  dieser  Punkt  A‘  der 
Pol  von  AP  in  Bezug  auf  K ist  Also  liegen  die  Schnittpunkte  A\ 
B',  C'  der  Tangenten  in  A,  B,  C an  Cp3  mit  den  Gegenseiten  des 
Dreiecks  ABC  in  einer  Geraden , die  Polare  p von  P in  Bezug  auf 
A";  was  bekanntlich  beweiset,  dass  es  einen  Kegelschnitt  Dp % giebt, 
welcher  mit  C’p*  in  den  Punkten  A,  B,  C die  Tangenten  AA",  BB", 
CC"  gemein  hat.  Dieser  Kegelschnitt  hat  ausser  A,  B,  C noch  zwei 
Punkte  Pi  und  Pi'  mit  C4  gemein,  da  die  ihr  entsprechende  Gerade 
K in  zwei  Punkten  schneidet15) 

51.  „Die  Berührungspunkte  der  sechs  durch  irgend  einen  Punkt 
P an  C 4 möglichen  Tangenten  liegen  in  einem  Kegelschnitte  Tp3. 
Dieser  Kegelschnitt  schneidet  die  6'4  in  zwei  neuen  Punkten  Pt  und 
Pt",  welche  mit  Pi  uud  Pi  auf  einer  Geraden  liegen.“ 

Liegen  nr  — $(r  — 1)  (r  — 2)  von  den  »*  Schnittpunkten  zweier 
Curven  C*  von  der  Ordnung  n auf  einer  Curve  Cr  niedorer  Ord- 
nung r,  so  enthält  Cr  noch  $(r  — 1)  (r  — 2)  dieser  Schnittpunkte,  und 
liegen  die  übrigen  n(n  — r)  Schnittpunkte  der  Curven  6'"  auf  einer 
Curve  C*~T  der  Ordnung  n — r.  Der  von  Pluecker16)  herrührende 
Satz  beweiset  den  Satz  dieses  Artikels17).  Wenn  man  nämlich  durch 
fünf  der  sechs  Schnittpunkte  von  Cp 3 und  C'4,  welche  von  A,  B,  C 
verschieden  sind,  einen  Kegelschnitt  Tp 3 legt,  so  bilden  C4  und  die 
aus  den  Kegelschnitten  DP%  und  Tp%  bestehende  Curve  C,4  zwei  Cur- 
von  vierter  Ordnung,  welche  elf  auf  Cps  liegende  Punkto  mit  einander 
gemein  haben,  nämlich  A,  B,  C,  ihre  Nachbarpnnkte  auf  Cp3  und 
dio  fünf  Punkte  mittelst  welcher  Tp*  bestimmt  worden  ist  Also  ent- 
hält Cp*  noch  einen  Schnittpunkt  von  den  beiden  Curven  vierter 

15)  Oder  da  C*  und  Dp’  einander  überhaupt  in  acht  Funkten  schneiden  und 
jeder  der  Punkte  A.  B,  C zweimal  als  Schnittpunkt  von  C*  und  Dp*  zu  zählen  ist. 

16)  Cremona,  a.  a.  O.,  43,  Lehrsatz  5. 

17)  Dieser  Satz  ist  für  die  Lemniscate  von  Ralph  A.  Roberte  publicirt 
worden  in  seiner  Aufgabensammlung  „A  Collection  of  examples  and  prohlcms 
on  conics  and  somc  of  the  Higher  plano  curvea“  (Example  345).  Man  ver- 
gleiche auch  den  analytischen  Beweis  dieses  speciellen  Falles,  welcher  durch 
centrale  Frojection  verallgemeinert  werden  kann,  in  meiner  „Notiz  über  die 
Lemniscate“  (Sitzungsberichte  u.  s-  w.),  Band  LXXXIX,  2te  Abteilung,  Seile 
1252),  welche  schon  viele  der  folgenden  Resultate  in  anderer  Behandlung!- 
weise  enthält. 
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Ordnung,  und  dieser  Punkt  ist  dann,  da  die  sechs  Schnittpunkte  von 
Dr * und  C,s  schon  alle  in  den  elf  angezeigten  Punkten  aufgenom- 
men sind,  der  sechste  Schnittpunkt  von  T, * mit  Cp*.  Also  geht  der 
durch  fünf  der  sechs  von  A,  B,  C verschiedenen  Schnittpunkte  von 
Cp  und  C*  gebrachte  Kegelschnitt  Tf3  auch  durch  den  sechsten, 
und  liegen  die  sechs  von  A,  B,  C verschiedenen  Schnittpunkte  von 
Cf3  und  6’*,  die  Berührungspunkte  der  sechs  von  P an  C4  mög- 
lichen Tangenten  auf  einem  Kegelschnitte  Tr * Und  da  die  vier 

übrigen  Schnittpunkte  der  beiden  Curven  vierter  Ordnnng  auf  einer 
Geraden  liegen  müssen,  ist  die  Verbindungslinie  der  beiden  neuen 
Schnittpunkte  Pt'  und  Pt"  von  Tp*  und  C'4,  welche  nicht  auf  C'r* 
liegen , nicht  verschieden  von  der  Verbindungslinie  der  beiden  neuen 
Schnittpunkte  Pi  und  Pi'  von  Dr 1 und  C'4,  welche  dies  ebenso 
wenig  tun. 

Der  Kürze  wegen  nenne  ich  die  Punkte  Pi  und  Pi'  die  „Best- 
doppelpunkte“, die  Puukte  Pt'  und  Pt"  die  Restpunkte“  und  die 
Gerade  dieser  vier  Punkte  dio  „Restgerade“  von  P in  Bezug  auf  C 4 

52.  „Die  Restgerade  von  P in  Bezug  auf  C*  ist  die  Polgerade 
von  P in  Bezug  auf  C4.“ 

Wir  beweisen  diesen  Satz  bei  den  Normalcurven  und  denken 
ihn  nachher  mittelst  centraler  Projection  auf  den  allgemeinen  einer 
Curve  C4  ohne  Mittelpunkt  übertragen.  Dabei  behandeln  wir 
nach  einander  die  Normalcurven  erster  und  zweiter  Gattung. 

Ist  (Fig.  21  und  Fig.  23)  P der  gegebene  Punkt,  so  ist  nach 
Artikel  50.  der  Kegelschnitt  Dr*  dadurch  bestimmt,  dass  er  durch 
A,  B,  C geheu  und  in  Bezug  auf  das  eingeschriebene  Dreieck  ABC 
die  Polare  p von  P in  Bezug  auf  den  Wendeschnitt  E,  resp.  H zur 
Pascal’schen  Linie  haben  mnss.  Also  ist  Dp3  die  gleichseitige  Hy- 
perbel durch  C,  welche  P1  zum  Mittelpunkt  und  P,  P,  und  P,  <S,  zu 
Asymptoten  hat.  Da  in  der  bekannten  Transformation  den  unend- 
lich fernen  Punkten  dieser  Hyperbel  die  Punkte  Ri  und  S,‘  ent- 
sprechen , so  entspricht  dieser  Hyperbel  die  Gerade  p'.  Es  ent- 
sprechen also  die  Schnittpunkte  von  p‘  und  £,  resp.  H den  Punkten 
Pi  und  Pi'.  Da  nun  die  vier  Punkte  Pi,'  Pi',  Pt“,  P"  die  vier 


In  den  „Note«  and  Solutions  Ui  sotne  of  the  problems“  am  Ende  dea 
englischen  Werkchsna  macht  Roberts  die  Bemerkung,  dass  der  Weyr’sche  Satz 
von  Dr.  Casey  herrührt.  Wenn  dieser  Mathematiker  ihn  schon  in  1869  in 
den  „Transactions  of  the  irish  academy,  volonte  24.  publicirt  hat,  so  wird 
dieser  Satz  also  der  Casey'sche  Satz  heissen  müssen.  Aber  ich  bin  nicht  in 
der  Lage  die  Abhandlung  des  irischen  Mathematikers  zu  ratpfiegen. 
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Sch  oute:  Ueber  die  Curven  vierter  Ordnung 


Schnittpunkte  von  Cl  mit  einer  Geraden  sind,  so  entsprechen  den 
Punkten  Pt'  und  Pt"  die  neuen  Schnittpunkte  von  E , resp.  H mit 
dem  durch  A , B,  C und  die  Schnittpunkte  von  p'  und  E,  resp.  H 
geführten  Kegelschnitte.  Aber  nach  Artikel  31.  sind  diese  neuen 
Schnittpunkte  die  Schnittpunkte  von  p mit  E,  resp.  H uud  entsprechen 
also  die  Schnittpunkte  von  p mit  E resp.  H den  Punkten  Pt'  und 
Pt"  von  C*.  Da  nun  nach  Artikel  41.  die  Verbindungslinie  der 
Punkte  von  C4,  welche  den  Berührungspunkten  vom  Wendeschuitte 
mit  seinen  durch  P gehenden  Tangenten  entsprechen,  die  Polgerade 
von  P ist,  ist  der  Satz  für  die  Normalcurou  erster  Gattung  be- 
wiesen. 

Bei  der  Normalcurve  zweiter  Gattung  legen  wir  dem  nämlichen 
Gedankengang  folgend  das  Hauptgewicht  auf  die  Anweisung  der  Hülfs- 
mittel  zur  Umgehung  der  imaginären  Kreispnnkte.  Es  ist  Dfa  wie- 
der der  durch  C gehende  Kreis,  welcher  in  Bezug  auf  das  von  den 
Kreispunkten  und  C gebildete  eingeschriebene  Dreieck  die  Polare  p 
vou  P in  Bezug  auf  den  Wendeschnitt  If  zur  Pascal’schen  Linie 
hat.  Wir  beweisen  sogleich,  dass  dieser  Kreis  das  Spiegelbild  von 
C in  Bezug  auf  p zum  Centrum  hat.  Ist  nämlich  in  Fig.  46  (der 
Polarfigur  von  Fig.  34)  ABC  ein  in  K eingeschriebenes  Dreieck  und 
» die  durch  die  Schnittpunkte  D von  a und  <1,  E von  b und  e,  F 
von  c und  f gehende  Pascal’sche  l.inie,  so  werden  c und  * den 
Schnittpunkt  C‘  von  d und  e.  harmonisch  trennen  von  f.  Und  sind 
nun  A und  B die  Kreispunkte,  wobei  c die  unendlich  ferne  Gerade 
und  K ein  Kreis  mit  dem  Ceutrum  C‘  ist,  so  trennen  « und  die  unend- 
lich ferne  Gerade  den  Punkt  C des  Kreises  harmonisch  vom  Mittel- 
punkte C\  ist  also  *,  da  sie  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Kreis- 
tangente des  Punktes  C enthält,  die  Mittelseukrechto  von  der  Strecke 
CC.  Diesem  Kreise  entspricht  nun  in  der  bekannten  Transformation 
die  Gerade  p'.  Es  entspricht  nämlich  diesem  Kreise  in  jeder  Trans- 
formation der  reciproken  Radien  mit  C als  Centrum  eine  Gerade, 
welche  zu  p parallel  ist,  also  in  der  C*  in  ihren  Weudeschnitt  Ober- 
führenden Transformation  (Fig.  26),  welche  eine  um  die  imaginäre 
Achse  vom  W endeschnitte  //umgelegte  Transformation  der  reciproken 
Radien  mit  C als  Ceutrum  ist,  eine  zu  p‘  parallele  Gerado.  Und 
dem  auf  der  Entfernung  4 CP0  von  C liegende  zweite  Schnittpunkt 
von  CP0  mit  dem  Kreise  entspricht  der  Punkt  von  p ; denn  nach 
Artikel  27.  hat  man  die  Relation 

4 CP0' . CP0‘  - CFi 
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Also  entsprechen  die  Schnittpunkte  von  p‘  und  H den  Punkten 
Pi  und  PJ'  von  der  Normalcurve  zweiter  Gattung.  Und  dann  ent- 
sprechen weiter  nach  Artikel  31.  die  Schnittpunkte  von  p mit  H den 
Punkten  Pt‘  und  Pt“  und  findet  man  eben  wie  oben,  dass  die  Ver- 
bindungslinie der  vier  Punkte  Pi,  Pi",  Pt,  P"  die  Polare  von  P 
in  Bezug  auf  die  Normalcurve  C 4 zweiter  Gattung  ist. 

Nachdem  der  Satz  nun  mittelst  centraler  Projection  auf  eine 
Curve  C*  ohne  Mittelpunkt  ausgedehnt  ist,  kann  man  noch  bemerken, 
dass  der  Punkt  P als  G„s  zu  kennzeichnen  ist,  wenn  man  Pt'  und 
Pt"  als  Q,  und  Q3,  Pi  und  Pi"  als  Q3  und  Q«  betrachtet. 

53.  „Die  Punktepaare,  deren  Restepunktenpaare  einander  zu 
den  vier  Schnittpunkten  von  C*  mit  den  Geraden  ihrer  Ebene  er- 
gänzen, entsprechen  einander  in  der  bekannten  Transformation  von 
6'4  und  K.  Die  sechs  Punkte,  deren  Restpunktenpaare  die  zu  je 
zweien  genommenen  Combinationen  der  vier  Schnittpunkte  von  6’ 4 
mit  einer  Gerado  g sind,  bilden  das  Polsextupel  von  g in  Bezug  auf 
C*.  Der  Ort  der  Punkte,  deren  Restgerade  durch  einen  gegebenen 
Punkt  gehen,  ist  die  erste  Polare  Cp\  von  P in  Bezug  auf  6’4.“ 

Dieser  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folge  des  vorhergehenden. 

54.  „Der  Wendeschnitt  K ist  der  Ort  der  Punkte  deren  Rest- 
punkte, die  Curve  6’ 4 ist  der  Ort  der  Punkte,  deren  Doppelrestpunkte 
zusammenfallen.“ 

Liegt  P auf  K,  so  fallen  die  Punkte,  welche  Pt'  und  Pt"  ent- 
sprechen, als  die  Berührungspunkte  der  aus  P an  K möglichen  Tan- 
genten zusammen,  und  tun  dies  also  auch  die  Punkte  Pt’  und  Pt". 
Und  bei  den  Punkten  Pi'  und  Pi"’,  wird  Zusammenfallen  eintreten, 
wenn  der  P entsprechende  Punkt  P'  auf  A',  also  P auf  C'4  liegt; 
deun  nach  dem  ersten  Teile  des  vorhergehenden  Satzes  tauschen 
Restpunkte  und  Restdoppelpunkte  ihre  Rollen,  wenn  man  P durch 
den  ihm  entsprechenden  Punkt  P‘  ersetzt,  und  bedingt  das  Zusammen- 
fallen der  Restpunkto  von  P'  also  jenes  der  Restdoppelpunkte  von 
P.  Dieses  letzte  Resultat  ist  auch  hiermit  in  Einklang,  dass  der 
Berührungskegelschnitt  eines  Punktes  Q von  C*  aus  der  Tangente 
q‘  von  K im  entsprechenden  Punkte  Q‘  und  aus  der  Tangente  q von 
C’4  in  Q bestehen  muss,  die  beiden  anderen  Schnittpunkte  von  g mit 
C*  also  die  Restpunkte  vo  nQ  sind,  und  die  Restdoppelpunkte  von  Q 
mit  diesem  Punkte  zusammenfallen.18) 


18)  F.a  wird  dieses  Zusammenfällen  in  Artikel  58  naher  beleuchtet  werden. 
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Schnute:  Geber  die  Curi-en  vierter  Ordnung 


55.  Wenn  P irgend  eine  Gerade  g durchläuft,  so  erzeugen  seine 
Restpunkte  auf  C*  eine  quadratische  Involution,  welche  degenerirt 
wenn  g eine  Tangente  von  K ist.“ 

Die  Paare  von  Restpunkten  der  Punkte  P einer  Geraden  g bil- 
den auf  C*  eine  Involution,  da  jeder  Punkt  von  C*  seinen  Pol  und 
dnreh  diesen  involutorisch  den  ihn  zu  einem  Rcstpunktenpaare  er- 
gänzenden Punkt  bestimmt;  ist  nämlich  Pt'  auf  C 4 gegeben,  so  ist 
der  Pol  P der  Schnittpunkt  von  g mit  der  Tangente  vom  Wcude- 
schnitte  im  Punkte,  welcher  dem  gegebenen  Punkte  Pt'  von  C*  ent- 
spricht Und  man  findet  leicht  einen  diese  Involution  in  C*  ausschnei- 
deuden  Büschel.  Denn  nach  Artikel  52  entsprechen  den  Restpunkten 
Pt'  und  Pt"  von  P (F.g.  21  und  23)  die  Schnittpunkte  vom  Wende- 
schnitte E resp.  H mit  der  Polgerade  p von  P in  Bezug  auf  diesen 
Kegelschnitt,  schneiden  die  durch  den  Pol  G von  g gebenden  Pol- 
geraden p der  Punkte  P von  g im  Wendeschnitte  also  die  Involution 
der  den  Restpunktenpaareu  entsprechende  Puuktcpaarc  und  der  die- 
sem Strahlenbüschel  entsprechende  Büschel  von  Kegelschnitten  durch 
A,  B,  C und  den  dem  Pole  G von  g entsprechenden  Punkt  G in 
C 4 dio  quadratische  Involution  der  Restpunktenpanre  aus. 

Ist  g eine  Tangente  vom  Wendeschnitt,  so  liegt  G auf  ihm,  re- 
ducirt  sich  die  Involution  der  entsprechenden  Punkte,  also  auch 
jene  der  Paare  Restpunkte,  indem  jedes  Paar  aus  einem  bestimmten 
Punkte  von  C'4,  welcher  sich  unmittelbar  als  der  dom  Berührungs- 
punkte von  G mit  dem  Wendeschnitte  entsprechende  Punkt  ergiebt, 
und  irgend  einem  anderen  Punkte  von  C*  besteht. 

56.  „Die  Poigerado  des  Punktes  P in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt Dp*  durch  -i,  B , C und  die  Restdoppelpuuktc  fällt  mit  der 
Polgerade  von  P in  Bezug  auf  C*  zusammen.“ 

Da  die  Polgerade  von  P in  Bezug  auf  C 4 den  Kegelschnitt  Dp * 
in  den  Restdoppelpunkten  Pi  und  Pi'  schneidet,  hat  man  nur  zu 
beweisen,  dass  PPi  und  PPi'  diesen  Kegelschnitt  in  Pi  und  Pi' 
berühren.  Wir  führen  diesen  Beweis  mittelst  der  Transformation, 
welche  C 4 in  ihren  Wendeschnitt  umbildet,  indem  wir  zeigen,  dass 
die  Kegelschnitte,  welche  den  Geraden  PPi  und  PPi'  entsprechen, 
von  der  dem  Kegelschnitte  D, ,*  entsprechenden  Geraden  berührt 
werden,  und  betrachten  dabei  nach  oinander  wieder  dio  Normalcurven 
C*  erster  und  zweiter  Gattung. 

Bei  der  Normalcurve  C4  erster  Gattung  beschränken  wir  uns 
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auf  den  Fall  einer  Cnrve  C*,  deren  Wendeschnitt  ein  Kreis  ist,  was 
nach  Artikel  22  die  Allgemeinheit  des  Beweises  nicht  beeinträchtigt. 
Ist  in  Fig.  47  der  Kreis  Kr  dieser  Wendeschnitt,  sind  die  Durch- 
messer CA  und  CB  die  Symmetrieachsen  von  C*  nnd  ist  P der  ge- 
gebene Punkt,  so  entsprechen  nach  Artikel  49  den  Punkten  P,  JV, 
Pd"  und  dem  Kegelschnitte  Dr*  die  Punkte  P' , PF,  Pt"  und  die 
Gerade  Pt' Pf"  der  Fignr.  Also  muss  die  Gerade  Pt'' Pt"  den 
Kegelschnitt  (A,  B,  C,  P\  Pt-')  in  Pt'  und  den  Kegelschnitt  (A,  B,  C, 
p\  Pt")  in  Pt"  berühren.  Und  dies  ist  nach  dem  zweiten  Teile  des 
Satzes  von  Artikel  12  wirklich  der  Fall.  Denn  von  diesen  Kegelschnitten, 
welche  beide  gleichseitige  Hyperbeln  sind,  ist  dor  erste  dem  recht- 
winkligen Dreieck  CP' Pt',  der  zweite  dem  rechtwinkligen  Dreieck 
CP' Pt"  umschrieben,  nnd  Pt' Pt"  ist  senkrecht  zu  der  gemeinschaft- 
lichen Hypotenuse  dieser  beiden  Dreiecke. 

Bei  der  Normalcure  C*  zweiter  Gattung  haben  nach  Artikel  63. 
die  den  Punkten  P,  Pt',  Pt"  entsprechenden  Punkte  P1,  Ft,  P't, 
die  in  Fig.  48.  angegebene  Lage  in  Bezug  auf  einander,  und  muss 
also  nur  gezeigt  werden,  dass  die  Kreise  durch  P',C,F t,  und  durch 
P‘  C.  Ft  die  Gerade  Ff,  Ft  in  Ft  und  Pt  berühren.  Ist  nun  Q 
der  Schnittpunkt  von  P'  Pt'  mit  c Y und  cR  zu  Fi,  Pt'  parallel,  so 
ist,  da  P'  Pd'  den  Wendeschnitt  H in  P‘t'  berührt, 

Z QCP't  - Z CQP'i ■ = Z P'CQ- f-Z  CP'Q 

und  da  CP'  und  CR  conjugirte  Durchmesser  der  gleichseitigen  Hy- 
perbel H sind, 

Z QCR  — Z P'CQ 


also  durch  Substitution 

Z RCP't  — Z CP'Q  oder  Z CP't  — Z CP'Q 

d.  h.  der  Kreis  durch  P',  C,P't  berührt  P't'P"t  in  P't.  Und 
ebenso  beweist  man,  dass  der  Kreis  dnrcb  P',  C,  P't  die  Gerade 
P'tF't  in  P"t  berührt 

Da  obenstehende  Beweisführungen  nicht  mehr  zulässig  sind,  wenn 
die  Gerade  P't  P't  den  Wendeschnitt  nicht  schneidet,  d.  h.  wenn 
P'  innerhalb  des  Wendeschnitts  liegt,  so  geben  wir  noch  einen  all- 
gemeinen von  der  Lage  von  P'  in  Bezug  auf  den  Wendeschnitt  un- 
abhängigen Beweis,  indem  wir  zeigen,  dass  die  Kegelschnitte  des 
Büschels  mit  den  Basispunkten  A,  B,  C,  P'  (Fig.  49)  die  Polare  p' 
von  P'  in  Bezug  auf  den  Wendeschnitt  K in  einer  Involution  von 
in  Bezug  auf  K in  einander  coujugirten  Punktepaaren  schneiden. 
Und  dies  ist  unmittelbar  hieraus  zu  entnehmen,  dass  jeder  Kegel- 

Areh.  4or  U»th.  o.  Phj».  S.  Eeik»,  T»U  VI.  * 
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schnitt  .durch  A,  B,  C,  P‘  dem  Poldreieck  ABC  von  A'  umschrieben 
Ist  und  er  also  die  Polare  j>'  von  P'  iu  Bezug  auf  K in  zwei  Punkten 
schneiden  wird,  welche  mit  P'  ein  Poldreieck  von  K bilden  und 
also  iu  Bezug  anf  K zu  einander  conjugirt  sind.  Also  werden  die 
beiden  Kegelschnitte  durch  A,  B,  C,  P',  welche  p‘  berühren,  dies 
auf  K tuu,  d.  b.  die  Geraden  durch  P,  welche  Pf*  berühren,  be- 
rühren diesen  Kegelschnitt  auf  C4,  in  den  Punkten  Pi'  und  Pi". 

bl.  „Die  Poigerade  des  Punktes  P in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt Tp*  der  Berührungspuukte  von  den  aus  P an  C'*  möglichen 
Tangenten  füllt  jmit  der  Polgeraden  von  P in  Bezug  auf  C4  zusam- 
men, d.  b.  indem  der  Berührungskegelschnitt  Tp*  iu  C 4 die  Berüh- 
rungspunkte der  aus  P an  C*  mögliciien  Tangenten  einschueidet, 
schneidet  umgekehrt  auch  C’4  in  Tp*  die  Berührungspunkte  von 
den  aus  P an  Tp1  möglichen  Tangenten  ein  und  bildet  also  die  Com- 
bination  von  t'4  mit  T, * eine  zusammengesetzte  Curve  sechster 
Ordnung  mit  acht  von  A,  B,  C verschiedenen  Doppelpunkten,  deren 
jeder  eine  der  beiden  Doppelpunktstaugenten  durch  P sendet.“ 

Dieser  Satz , welcher  einer  merkwürdigen  Wechselbeziehung 
der  Curven  G'4  und  Tp*  in  Bezug  auf  den  Punkt  P Ausdruck  giebt, 
ist  in  Verbindung  mit  einem  Paare  von  einfachen  Sittzen  der  Pola- 
renlheorie  eiue  Folge  des  vorhergehenden  Satzes. 

Der  erste  dieser  Hülfssütze  sagt  aus,  dass  die  Polgeraden  eines 
Punktes  P in  Bezug  auf  die  Curven  eines  Büschels  einen  Strahlen- 
büschel bilden19)  und  deshalb  zusammenfallen,  wenn  die  Polgeraden 
vou  P in  Bezug  auf  zwei  verschiedene  Curven  des  Büschels  dies  tun. 
Und  der  zweite  Hülfssatz  behauptet,  dass  die  drei  Polgcraden  von 
P in  Bezug  auf  drei  Curven,  von  welchen  eine  aus  der  Combination 
der  beiden  anderen  besteht,  in  eine  Gerade  zusammenfallen  werden, 
wenn  zwei  von  ihnen  es  tun:  welcher  Satz  unmittelbar  aus  der  De- 
finition der  Polgeraden10)  abzuleiten  ist. 

Nun  gehören  nach  Artikel  52 , wenn  p die  Polare  von  P in  Be- 
zug auf  C14  andeutet,  die  drei  Curven  vierter  Ordnung  C4,  C^-j-p, 
Dp1  -f-  Tp*  einem  Büschel  an.  Nach  dem  zweiten  Hülfssatze  hat 


19)  Cremona,  a.  a.  0.,  Art.  81,  Lehrsati  7. 

20)  Mittelst  der  Definition 


Man  vergleiche  Cremons,  a.  ä.  0.,  Art.  II, 
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C,5+p  die  Gerade  p zur  Polgerade  von  P\  es  haben  also  die  Cnrvon 
C 4 und  C,,3-f-p  in  Bezug  auf  P die  nämliche  Polgerade,  und  es  ist 
deshalb  nach  dem  ersten  HQlfssatze  p ebenfalls  die  Polgerade  von  P 
in  Bezug  auf  £)p,+  7>*.  Aber  da  p nach  Artikel  53.  die  Polgerade 
von  P in  Bezug  auf  Ofi  ist,  so  ist  p nach  dem  zweiten  Htllfssatze 
ebenfalls  die  Polgerade  von  P in  Bezug  auf  den  Berührungskegel- 
schnitt  Tp*.tl) 

58.  „Der  Berührungskegelschnitt  Tpi  zerfällt  in  zwei  Gerade, 
wenn  P auf  C’4  oder  auf  dem  Wendeschnitte  K dieser  Cnrve  liegt; 
bei  allen  anderen  Lagen  von  P ist  Tr%  nicht  zusammengesetzt.“ 

Ist  der  gegebene  Punkt  ein  Punkt  Q von  C4,  so  besteht  Tt‘ 
nach  dem  Weyr’schen  Satze  aus  der  Tangente  q von  C4  in  Q und 
der  Tangeute  q'  von  K im  entsprechenden  Punkte  Q'.  Ist  der  ge- 
gebeneJPunkt  ein  Punkt  Q'  von  K,  so  fallen  seine  Hestpunkte  nach 
Artikel  54.  im  entsprechenden  Punkt  Q von  6'4  zusammen;  deshalb 
ist  nach  dem  vorhergehenden  Satze  Q der  gemeinschaftliche  Be- 
rührungspunkt der  zwei  von  Q'  an  7y  * möglichen,  hier  mit  Q!  Q 
zusammenfallenden  Tangenten,  und  hat  Tf*  in  Q einen  Doppelpunkt, 
so  besteht  7,'*  also  aus  zwei  Geraden  durch  Q.  Neben  den  durch 
irgend  einen  Punkt  Q von  t4  möglichen  Tangenten  an  K,  welche 
jede  für  sich  C4  in  vier  Punkten  mit  durch  einen  Punkt  von  C* 
gehenden  Tangenten  schneiden,  kann  man  deshalb  durch  diesen  Punkt 
noch  zwei  Gerade,  die  zusammenfallenden  Teile  von  7y*,  so  ziehen, 
dass  jede  von  diesem  C*  ausser  <2  noch  iu  drei  Punkten  mit  durch 
einen  Punkt,  den  entsprechenden  Punkt  Q'  von  A",  gehenden  Tan- 
genten schneidet.**) 

Bei  allen  anderen  Lagen  von  P ist  T?*  ein  nicht  zerfallender 
Kegelschnitt.  Denn,  da  die  Berührungspunkte  von  den  Tangenten 
aus  P an  TJ  auf  der  Polgeraden  p von  P in  Bezug  auf  C 4 liegen, 
so  können  diese  Tangenten  nur  dann  zusammeufallen,  entweder  wenn 
p durch  P geht,  d.  h P auf  C*  liegt,  oder  die  Restpunkte  von  P 
zusammen  fallen,  d.  b.  P auf  K liegt  Und  nur  wenn  die  Taugenten 
aus  P an  7>*  zusammenfallen,  kann  Tr*  entarten. 

Aus  obenstehenden  Betrachtungen  folgt  nun  noch,  dass  die  bei- 
den Geraden,  welche  den  Berührungskegelschnitt  7','*  eines  Punktes 


21)  Einen  analytischen  Bewei»  dieses  Satzes  entnimmt  man  leicht  ans  meiner 
„Notiz  Ober  die  Lemniscate  (a.  a.  O. ; Seite  12  57). 

22)  Es  ergänzt  dieses  Resultat  den  ersten  Teil  des  Satzes  von  Art.  &4. 

9* 
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Q‘  von  K bilden , durch  Q gehen  nnd  <2 ' harmonisch  trennen  von 
der  Tangente  q von  C*  in  Q.  Später  wird  die  Lage  dieser  beiden 
Geraden  näher  angewiesen  werden.*3) 

59.  „Wenn  der  Kegelschnitt  Dr 2 von  P durch  Q geht,  so  geht 
umgekehrt  der  Kegelschnitt  D,a  von  Q durch  P,  d.  h.  der  Ort  der 
Punkte  Q,  deren  Kegelschnitte  durch  P gehen,  ist  der  Kegelschnitt 
/V  von  PP 

Wenn  die  Polgerade  p von  P'  in  Bezug  auf  den  Wendeschnitt 
K durch  Q'  geht,  so  geht  umgekehrt  die  Polgerade  q von  Q'  in 
Bezog  auf  K durch  /'*).  Dieser  bekannte  Satz  geht  mittelst  der  be- 
kannten Transformation  in  den  Satz  dieses  Artikels  Ober,  da  nach 
Artikel  53.  den  Polgeradeu  p'  nnd  q'  von  P'  und  Q'  in  Bezog  anf 
K die  Kegelschnitte  Dra  nnd  Ofä  von  P und  (2  entsprechen. 

60.  „Die  vier  Schnittpnnkte  von  C*  mit  einer  Geraden  sind 
von  einander  unabhängig.“ 

Die  Abhängigkeit  zweier  Groppen  von  vier  Punkten  von  ein- 
ander kann  bekanntlich  nur  darin  bestehen,  dass  beido  Groppen  das 
nämliche  Doppelverhältniss  zeigen.  Dies  aber  trifft  bei  den  Corven 
C*  nicht  zn.  Denn  die  Voraussetzung,  dass  irgend  zwei  in  einem 
Punkte  P von  C*  einen  unendlich  kleinen  Winkel  mit  einander 
bildende  Gerade  C*  nach  gleichem  Doppelverhältnisse  schneiden, 
würde  unmittelbar  bedingen,  dass  jede  Gerade  durch  Pdie  C*  ausser 
P in  drei  Punkten  mit  dnreh  einen  Pnnkt  gebenden  Tangenten  träfe. 
Was  nach  Artikel  53.  nur  bei  zwei  durch  P gebenden  Geraden  der 
Fall  sein  kann. 

Ans  dem  Satze  dieses  Artikels  geht  hervor,  dass  die  Bedingung 
welche  anssagt,  dass  eine  C*  irgend  eine  Gerade  in  vier  gegebenen 
Punkten  schneidet,  vier  einfachen  Bedingungen  aequivaleut  ist  Nun 
ist  ein  Kegelschnitt  X,  von  welchem  ein  Poldreieck  ABC  vorliegt, 
durch  zwei  seiner  Punkte  bestimmt;  alBo  kann  man  zur  Bestimmung 
einer  C 4 mit  gegebenen  Inflexionsknoten  auch  zwei  Punkte  willkür- 
lich annehmen.  Da  weiter  Unbekanntheit  mit  der  Lage  von  jedem 
der  drei  Inflexionsknoten  der  C*  die  Zahl  der  willkürlich  annehm- 
baren Punkte  nm  zwei  steigert,  kann  man  znr  Bestimmung  einer 
C*  im  allgemeinen  acht  Punkte  willkürlich  wählen.  Also  geht  durch 
vier  beliebig  auf  einer  Gerade  g angenommene  Punkte  eine  vierfach 
uuendliche  Anzahl  von  Cnrven  C*. 


23)  Man  vergleiche  Aitikel  67. 
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61.  „Wenn  der  Berührnngskogelscbnitt  T,3  von  P dnrch  Q 
geht,  so  geht  umgekehrt  der  BcrQhrungskegcIschnitt  Tq3  von  Q durch 
P,  d.  h.  der  Ort  der  Punkte  Q,  deren  Berührungskegelschnittc  durch 
P gehen,  ist  der  Berührungskegelscbnitt  Tp3  von  P.u 

Betrachten  wir  nochmals  dio  drei  Curven  C*,  Cp3-\-p,  Dp3-\-Tp3 
von  Artikel  57. , welche  einem  Büschel  von  Curven  vierter  Ordnung 
angchören  und  bezeichnen  wir  die  Schnittpunktenquadrupel  dieser 
Curven  mit  irgend  einer  Geraden  g,  welche  den  Punkt  P enthält, 
' worauf  Cps,  p,  Dp3,  Tp3  sich  beziehen,  durch  Q,  Qt  Q3 Qt , ü,  Rt ß3 
und  8,  Dt  Dt  und  T,  7„  so  ist,  wie  sich  zeigen  lässt,  das  Quadrupel 
Df  Dt  und  Tf  T,  in  der  von  den  beiden  anderen  Quadrupeln  auf  g 
bestimmten  biquadratischen  Involution  dadurch  gekennzeichnet,  dass 
cs  sich  in  zwei  von  P und  S harmonisch  getrennte  Paare  Dt  D, 
und  Tf  Tf  zerlegen  lässt.  Erstens  kommt  ihm  nach  den  Artikeln  56. 
und  57.  diese  Eigenschaft  zu.  Zweitens  beweisen  wir  wie  folgt,  dass 
es  in  der  angegebenen  Involution  das  einzige  Quadrupel  ist,  welches 
diese  Eigenschaft  besitzt  Ist  (7,  U,  U,  {/4  irgend  ein  Quadrupel  der 
vorliegenden  Involution,  und  trennen  V,  Vt  r,  Vi  die  Punkte  dieses 
Quadrupels  harmonisch  von  P und  8,  so  bilden  die  verschiedenen 
Quadrupel  Vx  Vt  Vt  F4,  welche  den  Quadrupeln  l/,  U}  Ua  b\  entspre- 
chen, ofienbar  eine  noue  Involution,  welche  mit  der  gegebenen  pro- 
jectivisch  ist.  Wenn  nun  die  Involution  üx  Ut  Us  tl4  zwei  in  zwei 
von  P und  S harmonisch  getrennte  Paare  zerlegbare  Quadrnpcl 
besässe,  so  würden  die  Involutionen  Ut  Ut  U,  Ut  und  V\  V , K,  V4  aus 
den  nämlichen  Gruppen  bestehen,  jede  Gruppe  der  Involution 
Vf  Vf  Vs  V4,  also  auch  eine  Gruppe  der  Involution  Ut  Ut  Ut  Ut  sein.  Und 
dies  führt  zum  Irrschlusse,  dass  die  Involution  zwei  durch  S gehende 
Gruppen  zulässt,  dio  Gruppe  fi,  R,  Ra  und  S,  und  die  Gruppe  der 
vier  Punkte,  welche  diese  Punkte  harmonisch  trennen  von  P und 
8.  Deshalb  kann  die  von  den  Quadrupeln  Qx  Qs  Qf,  A,  Rt  Rf  und 
S bestimmte  Involution  keine  zwei  Gruppen  besitzen,  welche  sich  in 
zwei  von  P und  S harmonisch  getrennte  Paare  zerlegen  lassen. 

Betrachten  wir  nun  weiter  die  vierfach  unendliche  Anzahl  der 
durch  Qi  Qi  Qt  gehenden  Curven  C4,  so  erhellt  aus  dem  vorher- 
gehenden, dass  die  in  Bezug  auf  diese  Cnrven  genommenen  zusam- 
mengesetzten Curven  Dp3-{-  Tp3  von  P die  Gerade  g sämtlich  in 
den  Punktepaaren  Dx  D,  und  T,  T,  schneiden.  Aber  dabei  fragt  es 
sich,  ob  immer  das  Paar.  Z>,  D,  auf  dem  Teile  Dp3  wie  das  Paar  7,  r, 
auf  dem  Teile  Tp * liege.  Und  hierauf  muss  dio  Antwort  entschieden  ver- 
neinend lauten.  Da  nämlich  die  Paare  Z)t  D,  und  Tx  Tt  in  Bezug  auf 
die  Quadrupel  QiQtQgQ«,  A,A,Aa  und  S eine  ganz  gleiche  Bedeutung 
haben,  werden  die  Punkte  D,  £>,  resp.  TtTt  bei  der  einen  Hälfte 
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der  vierfach  unendlichen  Anzahl  von  Cnrven  C * durch  Q,  Q,  Q3  <2« 
auf  der  entsprechenden  Cnrve  Dp2,  resp.  Tp2,  bei  der  anderen  Hälfte 
auf  Tf *,  resp.  Dp1  zu  finden  sein.  Nennt  man  nun  zwei  Curven  G* 
durch  die  Funkte  Q,  Q,  Qs  Qt  von  g in  Bezug  auf  den  Punkt  P von  g 
gleichartig  oder  ungleichartig,  jenachdem  von  den  zwei  Paaren  von 
Kegelschnitten  Dp'  und  Tp*  die  gleichnamigen  oder  die  ungleich- 
namigen durch  die  nämlichen  Punkte  von  q geben,  so  teilt  dieses 
Verhalten  die  Curven  C 4 durch 

Qu  Qjt  Qu  ö* 

so  in  zwei  Gruppen,  dass  zwei  dieser  Cnrven  in  Bezug  auf  P gleich- 
artig oder  ungleichartig  sind,  jenachdem  sie  zur  nämlichen  Gruppe 
oder  zu  verschiedenen  Gruppen  gehören.  Offenbar  wird,  was  hier 
fUr  den  Pnnkt  P der  Geraden  g gefunden  ist,  auch  allgemein  fttr 
irgend  einen  Punkt  von  g gelten.  Dabei  fragt  es  sich  aber,  ob  die 
Teilnng  der  Curven  C«  durch  Q,Q,QiQi  in  zwei  Gruppen  von  der 
Lage  des  Punktes  P auf  g abbängt  oder  nicht;  aber  diese  Frage 
wird  im  folgenden  Artikel  beantwortet  werden. 

Wenn  ich  mich  jetzt  zum  Satze  dieses  Artikels  wende,  so  setzo 
ich  voraus,  dass  der  Berührungskegelschnitt  Tp2  von  P in  Bezug 
auf  die  gegebene  Curve  C*  durch  Q geht  und  die  Verbindungslinie 
g der  Punkte  P und  Q die  C 4 in  den  Punkten  Q,  Qt  Us  Q«  schneidet. 
Nach  den  vorhergehenden  Entwickelungen  ist  Q dann  ein  Punkt  des 
Kegelschnittes  Dp1  von  P in  Bezug  auf  eine  andere  Curve  G*.  durch 
y„Q„  Wj,  y»,  welche  mittelst  eines  Indexes  unterschiedene  Curve  man 
noch  aus  einer  vierfach  unendlichen  Anzahl  wählen  kann.  Aber 
dann  geht  nach  Artikel  56.  umgekehrt  der  Kegelschnitt  D,2  von  Q in 
Bezug  auf  Ci1  durch  P.  Und  da  die  Curven  C*  und  C4,  für  irgend 
einen  Punkt  von  g das  nämliche  Quadrupel  />,  Dt  und  T,  Tt  liefern, 
liegt  P auf  der  aus  den  Kegelschnitten  X»,2  und  T,2  von  Q in  Bezug 
auf  Cl  zusammengesetzten  Corvo  vierter  Ordnung,  also  entweder  auf 
ZV  von  Q in  Bezug  auf  C 4 oder  auf  T,2  von  Q in  Bezug  auf 
C*.  Aber  auf  />,*  von  Q in  Bezug  auf  C4  kann  P nicht  liegen, 
denn  Q liegt  nicht  auf  Dp2  von  P in  Bezug  auf  C*.  Also  liegt  P 
auf  dem  Bertihrungskegelschnitte  T,2  von  Q in  Bezug  auf  G'4  und 
ist  der  Satz  dieses  Artikels  bewiesen.*4) 

62.  „Die  Teilung  der  Curven  G'4  durch  die  vier  Punkte 
Qt  Qt  Qt  Qt  einer  Geraden  g in  zwei  Gruppen  nach  dem  Verhalten 


S4)  Ffir  einen  analytischen  Beweis  vergleiche  man  meine  „Notiz  aber  die 
Lemniscate*  (a.  a.  0.,  Seite  1256). 
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der  Schnittpunkte  von  g mit  den  in  Bezug  auf  ihnen  genommenen 
Kegelschnitten  Dp*  und  Tp2  von  dem  Punkte  P von  g ist  von  der 
Lage  von  P auf  g unabhängig.“ 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  zeigen  wir  erst,  dass  die  Punkto  P 
von  g sich  in  Bezug  auf  eine  bestimmte  Curve  C*  durch  <2,  Q,Q,  Q4 
in  zwei  Systemen  ordnen.  Nennen  wir  nämlich  der  Kürze  wegen 
die  Schnittpunkte  von  g mit  der  Curve  Dp*  irgend  eines  Punktes  P 
in  Bezug  auf  C*  die  ß-Punkte  von  P fttr  C*  und  stellen  wir  mittolst 
der  Schreibweise 

D — ß— 2,  ß— 1,  P,  ßjt  ßj,  ß» 

eine  von  P aus  nach  beiden  Seiten  hin  unendlich  fortlaufende  Reihe 
von  Punkten  der  Geraden  g auf,  von  welchen  jeder  die  ihn  in  der 
Reihe  an  beiden  Seiten  umscbliessenden  Punkte  in  Bezug  auf  C 4 
zu  ß-Punkten  hat,  so  ist  es  klar,  dass  die  Fortsetzung  der  Reihe 
nach  beiden  Seiten  immer  neue  Punkte  von  g erzeugen  wird,  bis  sich 
die  Reihe  an  jedem  der  beiden  Enden  mittelst  einer  der  vier  Punkte 
Qt  Q,  Q,  Qt  abschliesst  Denn , da  alle  Kegelschnitte  Dp2  von  den 
Punkten  P in  Bezug  auf  C4  durch  die  Inflexionsknoten  von  6'4 
gehen,  die  Gerade  g aber  — da  sie  keinen  Inflexionspnnkt  von  C4 
enthält  — nicht  ein  Teil  irgend  eines  zerfallenden  Kegelschnittes 
Dp * sein  kann , so  hat  kein  Punkt  P von  g in  Bezug  auf  C4  drei 
auf  g liegende  ß-Punkte,  was  eiutreten  würde,  wenn  die  Fortsetzung 
der  Reihe  in  einer  der  beiden  Richtungen  auf  irgend  ein  schon  nie- 
dergeschriebenes Glied  zurückführte,  bevor  man  den  Endpunkt  Q 
erreicht  hätte.'  Und  die  Reihe  schlicsst  sich  jederzeit  in  oinem 
Punkte  <2,  da  unter  den  beiden  ß-Punkten  eines  Punktes  Q von 
Z'4  dieser  Punkt  selbst  vorkommt  Aber  dann  muss  es  auch  zwei 
solche  Reihen  von  Punkten  P auf  g geben,  da  vier  Endpunkte  QJ( 
Q„  Q„  Qt  vorliegen. 

Nach  dieser  Vorbereitung  ist  es  nicht  schwierig  mehr  zu  zoigen, 
dass  irgend  eine  andero  Curve  C,4  durch  Q1,  Q,,  Q3,  sich  in  Be- 
zug auf  die  Punkte  einer  nämlichen  Reihe  zu  C4  auf  gleiche  Weise 
verhält.  Sind  nämlich  erstens  C4  und  C,4  in  Bezug  auf  irgend  einen 
Punkt  ß„  von  einer  der  beiden  Reihen  gleichartig,  so  gehen  die 
Kegelschnitte  Dp * von  ß»  in  Bezug  auf  C*  und  C',4  durch  den  fol- 
genden Punkt  der  Reihe  ß*+i;  also  gehen  umgekehrt  nach  Artikol 
59.  die  Kegelschnitte  ßp*  von  ß»+i  in  Bezug  auf  C 4 und  C,4  durch 
Dh  und  sind  deshalb  die  Curven  C*  und  C’,4  in  Bezug  auf  ßB+i 
auch  gleichartig.  Sind  zweitens  C4  und  ß,4  in  Bezug  auf  ß»  tut- 
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gleichartig,  so  geht  der  Kegelschnitt  Dp 1 von  Du  in  Bezug  auf  C4 
uod  der  Kegelschnitt  T?*  von  D»  in  Bezug  auf  C,4  durch  Dn+ 1 
nnd  also  umgekehrt  nach  Artikel  59.  der  Kegelschnitt  Df  * von  Dn+ 1 
in  Bezug  auf  C 4 und  nach  dem  Artikel  61.  der  Kegelschnitt 
T, * von  , I>»\i  in  Bezug  auf  C,4  durch  DH\  d.  h.  es  sind  die 
Curven  C und  C,4  in  Bezug  auf  D.+i  ebenfalls  ungleichartig.  Also 
lässt  sich  mittelst  des  bekannten  Schlusses  von  n auf  n-f-1  oben- 
stehende Behauptung  beweisen. 

Aber  in  Bezug  auf  die  gegebene  Curve  C4  lassen  sich  die 
Punkte  P von  g noch  auf  eine  zweite  Weise  in  zwei  Systemen 
ordnen.  Nennen  wir  nämlich  die  Schnittpunkte  von  g mit  der  Curve 
T,1  irgend  eines  Punktes  P in  Bezug  auf  C * die  T’-Punkto  von  P 
für  6'4,  so  kann  man  ebenso  mittelst  der  Schreibweise 

. . . t- «,  T—i,  T-i,  p,  r„  r„  ... 

eine  von  P aus  nach  beiden  Seiten  hin  unendlich  fortlaufende  Reibe 
von  Punkten  aufstellen,  von  welchen  jeder  die  ihn  in  der  Reihe  be- 
grenzenden Punkte  in  Bezug  auf  C 4 zu  7-Puukten  hat  Und  auch 
hier  liefert  eine  Fortsetzung  der  Reihe  immer  wieder  neue  Punkte,  bis 
sich  die  Reihe  in  zwei  der  Puukte  ü,,  ys,  Q,,  4*  abschliosst.  Denn, 
da  nur  die  Kegelschnitte  TV*  von  den  Schnittpunkten  Q'  von  g mit 
dem  Wendeschnitte  in  Geraden  zerfallen,  und  dieso  Geraden  durch 
die  entsprechenden  Punkte  Q von  C*  gehen,  so  ist  g kein  Teil  eines 
zerfallenden  Kegelschnittes  T*  von  einem  Punkte  P auf  g,  hat  also 
kein  Punkt  von  g in  Bezug  auf  C 4 mehr  als  zwei  T-Punkte,  und  wird 
man  deshalb  bei  Fortsetzung  der  Reihe  bis  zum  Schlüsse  immer  neue 
Punkte  finden.  Und  bei  Fortsetzung  der  Reibe  nach  irgend  einer 
Seite  wird  man  einen  Schlusspunkt  erreicht  haben,  wenn  der  Kegel- 
schnitt Tpl  die  Gerade  g berührt.  Aber  dann  ist  der  Berührungs- 
punkt nach  Artikel  67.  immer  einer  der  vier  Punkte  Q,  weshalb  es 
auf  g in  Bezug  auf  C*  wieder  zwei  Reihen  von  Punkten  T geben 
muss,  da  vier  Punkte  Q vorliegen.  Und  ebenso  wie  oben  zeigt  man 
auch  hier,  dass  irgend  eine  andere  Curve  C*  durch  Q, , Qt,  Q3,  Qi 
sich  in  Bezug  auf  die  Punkte  einer  nämlichen  Reihe  zu  G'4  auf 
gleiche  Weise  verhält. 

Ist  die  Einteilung  der  Curven  C 4 durch  Q,,  Q„  Qs,  Qt  in  mit 
C*  gleichartige  und  mit  C4  ungleichartige  für  alle  Puukte  von 
irgend  einer  Reihe  die  nämliche,  so  ist  jetzt  nur  noch  zu  entschei- 
den, ob  sie  mit  der  Reibe  sicb|  ändert  oder  nicht.  Dazu  beweisen 
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wir  einfach,  dass  die  Voraussetzung,  die  Ersetzung  von  der  einen 
Reihe  von  Z>-Punktcn  durch  die  andere  ändere  die  Einteilung,  un- 
haltbar ist. 

Sind  Dh-i,  Dn,  Dn  f 1 drei  auf  einander  folgende  Glieder  einer 
der  beiden  Reihen  und  also  ö»_i  und  ZV+i  die  Z>-Punkte  von  ZV 
iu  Bezug  auf  die  mit  C 4 gleichartigen  Curven  C*  und  die  7-Punkte 
von  ZV  in  Bezug  auf  die  mit  C*  ungleichartigen  Curven  C,4,  so  er- 
teilen wir  D H eine  unendlich  kleine  Bewegung  auf  g , wobei  natürlich 
die  Punkte  DM- i und  ZV+i  sich  auch  über  unendlich  kleine  Strecken 
von  g bewegen.  Es  fragt  sich  nun,  ob  diese  drei  neuen  Punkto,  die 
als  D'n- 1,  />«',  D\+i  zu  bezeichnen  sind,  in  Bezug  auf  die  mit  C* 
gleichartigen  Curven  wieder  einer  der  beiden  Z)-Roihen  ange- 
hören werdeu.  Und  auf  diese  Frage  musB  die  Autwort  im  allge- 
meinen bejahend  lauten.  Denn,  wenn  D„  seine  Lage  auf  g unend- 
lich wenig  ändert,  so  werden  die  Kegelschnitte  D*  von  ZV  in  Bezug 
auf  dio  mit  C 4 gleichartigen  Curven  C\*  und  die  Kegelschnitte  7 * 
von  ZV  in  Bozug  auf  die  mit  C*  ungleichartigen  Curven  C,4  ihre 
Lage  ebenfalls  unendlich  wenig  änderen,  müssen  also  die  Z>-Punkte 
von  ZV  in  Bezug  auf  die  mit  0*  gleichartigen  Curven  C,4  und  die 
T’-Punkie  von  ZV  in  Bezug  auf  die  mit  C'4  ungleichartigen  Curven 
C,4  in  unmittelbarer  Nähe  von  l>n-i  .und  Dn+i  zu  linden  soin,  und 
wird  mau  also  genötigt  die  Punkte  D'm~ i,  ZV,  D'n+i  für  die  mit  C 4 
gleichartigen  Curven  unter  eine  Reihe  ö. Punkte  zu  bringen,  wenu 
nicht  zufälligerweise  die  T’-Punkte  von  ZV  in  Bezug  auf  die  erste  Gruppe 
von  Curven  C 1 und  die  Z>-Punkte  von  ZV  in  Bezug  auf  diezweite  Gruppe 
von  Curven  C’,4  ebenfalls  ZV-i  und  ZV+i  unendlich  nahe  liegen.  Aber 
cs  tritt  dieses  im  allgemeinen  nicht  ein.  Fiele  nämlich  in  Bezug 
auf  irgend  eine  der  CurvonC, 4 einer  der  Z)-Punkte>on  einem  nicht  mit 
einem  der  vier  Punkte  Qu  Q„  Q,,  Q4  zusammen  getretenen  Punkte 
Dh  von  g mit  einem  der  7-Pnnkte  von  diosem  Punkte  Z>*  zusam- 
men, so  würde  aus  der  in  den  Artikeln  &6.  und  57.  angezeigten 
harmonischon  Lage  von  den  Z)-Punkten  und  den  T’-Puukten  mit  Z>„ 
und  dem  Schnittpunkte  <S  von  g mit  der  Polgeraden  von  Z>„  in  Bezug  auf 
C,4  folgen,  dass  der  andere  Z»-Punkt  von  Z>»  mit  dem  anderen  T- 
Punkte  \ori  Dn  zusammenfallen  müsste,  und  hieraus  wieder,  dass  dio 
ganze  D- Reihe  des  Punktes  Dx  mit  der  T’-Reihe  von  ZV  identisch 
wäre.  Und  dies  ist  nicht  der  Fall ; denn  ist  Ö,  einer  der  Endpunkte, 
so  fällt  der  von  Q,  verschiedene  Z>-Punkt  von  <2,  im  allgemeinen 
nicht  mit  dem  von  Q,  verschiedenen  7-Punkt  von  Q,  zusammen. 
Aber  selbst,  wenn  dies  so  wäre,  so  würde  für  jeden  Punkt  der  Reihe 
der  Unterschied  zwischen  Z)-Puuktcn  und  T’-Puukten  aufgehoben, 
aber  keine  Beschwerde  gegen  dio  Aufnahme  von  D'n- 1,  ZV, 
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in  eine  Reihe  von  /J-Punkten  herbeigefübrt  sein.  Nnr  wenn  Z>» 
mit  einem  der  vier  Punkte  Q zusammenfällt , fällt  einer  der  D- 
Punkto  von  DH  mit  einem  der  T-Punkte  von  l)n  in  Dn  zusammen, 
ohne  dass  der  zweite  Z)-Punkt  mit  dem  zweiten  T-Punkte  Zusammen- 
fällen muss. 

Ist  nun  bewiesen,  dass  zwei  unmittelbar  an  einander  grenzende 
Punkte  />,  und  TV  von  <j  der  nämlichen  Reihe  angchören,  so  führt 
eino  wiederholte  Anwendung  dieses  Satzes  zum  Schluss,  dass  alle 
Punkte  von  g der  nämlichen  Reihe  angehören.  Und  dieses  ist  offen- 
bar nicht  der  Fall.  Wir  müssen  daher  annehmen,  dass  zwei  ein- 
ander unendlich  nahe  liegende  Punkto  Z>„  und  ZV  verschiedenen 
Reihen  angehören  können,  obgleich  sie  sich  in  Bezug  auf  die  Ein- 
teilung der  Curven  C4  auf  gleiche  Weise  verhalten.  Woraus  dann 
endlich  folgt,  dass  die  Einteilung  der  Curven  C’,4  ganz  unabhängig 
ist  von  der  Lage  des  Ausgangspunktes  P auf  g. 

63.  „Die  Geradenpaarc , welche  die  zerfallenden  Berührungs- 
kegelschnitte  T^*  der  Punkte  Q‘  vom  Wendeschnitte  K bilden,  um- 
hüllen eine  Curve  vierter  Classe,  welche  in  zwei  Kegelschnitte  zer- 
fallen muss.“ 

Durch  irgend  einen  Punkt  \P  gehen  vier  Gerade,  welche  zer- 
fallenden Berührnngskegelschnitten  von  Punkten  Q'  von  K ange- 
boren, denn  der  Berührungskegelschnitt  Tp * von  P schneidet  K in 
vier  Punkten  Q‘,  deren  Berührungskegelschnitte  nach  Artikel  61. 
durch  P geben;  also  ist  die  gesuchte  Enveloppe  von  der  vierten 
Classe.  Aber  diese  Enveloppe  berührt  jede  Doppeltangente  q von 
C*  in  ihren  Berührungspunkten  <1,  und  Q,  mit  C*.  Da  nämlich  Ci, 
nach  Artikel  43.  auf  K liegt,  so  sind  q und  die  Tangente  5,'  an  K 
in  Q,'  — Qt  Tangenten  der  Enveloppe  und  nun  wird  die  auf  q fol- 
gende Tangente  der  Enveloppe,  da  sie  als  Teil  des  Berührnngs- 
schnittes  vom  an  Ci,  grenzenden  Punkte  von  K durch  den  an  Ci, 
grenzenden  Punkt  von  C 4 geht  und  mit  q einen  nnendlich  klcinon 
Winkel  bildet,  die  Tangente  q beim  Grenzübergange  in  Q,  schneiden, 
d.  h.  die  Gerade  q berührt  die  Enveloppe  in  Q,.  Und  da  man  mit- 
telst Verwechslung  von  Ut  und  Q,  ebenso  beweist^,  dass  q die  ge- 
suchte Enveloppe  in  Ci,  berührt,  so  ist  jede  Doppeltangente  q von 
C*  mit  den  Berührungspunkten  Ci,  und  Ci,  ebenfalls  Doppeltangento 
der  gesuchten  Enveloppe  in  den  Punkten  Cj,  nnd  Ci,.  Aber  eine 
Cnrve  vierter  Cla3S0  mit  vior  Doppcltangenten  muss  in  zwei  Kegel- 
schnitte zerfallen. 

64.  „Die  beiden  Kegelschnitte,  welche  berührt  werden  von  den 
Geradenpaaren,  die  die  Berührungskegelschnitto  der  Punkte  vom 
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Wendeschnittte  K bilden,  haben  mit  K das  Dreieck  ABC  zum  gemein- 
schaftlichen Poldreieck.  Sie  gehen  durch  die  vier  sich  selbt  ent- 
sprechenden Punkte  S and  bilden  mit  K drei  Kegelschnitte,  die  za 
einander  in  der  besonderen  Beziehung  Btehen,  dass  jeder  von  ihnen 
in  Bezog  anf  irgend  einen  der  beiden  übrigen  die  Polfigur  der 
dritten  ist.“ 

Jede  der  drei  involutoriseh  perspectivischen  Collineationen,  welche 
einen  Eckpunkt  vom  Doppelpuuktsdreiecke'A.ßC  von  C 4 zum  Centrum 
und  die  Gegenseite  dieses  Dreiecks  zur  Axe  haben,  führen  C*  und 
ilren  Wendeschnitt  K in  sich  selbst  über.  Also  muss  jede  dieser 
i'rei  Collineationen  die  aus  zwei  Kegelschnitten  bestehende  Enveloppe 
vierter  Classe  ebenfalls  in  sich  selbst  überführen.  Hierbei  können 
dann  diese  Kegelschnitte,  welche  weiter  als  A,  nnd  A"s  bezeichnet 
werden  sollen,  entweder  in  einander  oder  in  sich  selbst  übergehen. 
Aber  man  weist  leicht  das  erste  als  unmöglich  nach.  Nicht,  dass 
cs  unmöglich  ist  zwei  Kegelschnitte,  welche  in  Bezng  auf  einander 
eine  beliebige  Lago  haben,  mittelst  involutoriseh  perspectivischer 
Collineation  in  einander  umzubilden.  Vielmehr  ist  diese  Umbildung 
auf  sechs  verschiedene  Weisen  möglich,  und  tritt  dabei  irgend  einer 
der  sechs  Eckpunkte  T (Fig.  50)  des  von  den  gemeinsamen  Tan- 
genten gebildeten  vollständigen  Vierseites  in  Verbindung  mit  einer 
der  sechs  Seiten  t des  von  den  gemeinsamen  Punkten  gebildeten 
vollständigen  Vierecks  als  Centrum  und  Axe  auf.  Allein  es  ist 
nicht  möglich  ein  Dreieck  zu  finden,  dessen  Eckpunkte  drei  Punkto 
T,  und  dessen  Seiten  drei  Geraden  t sind.  Denn  bei  der  allgemeinen 
Lage  der  Kegelschnitte  in  Bezug  auf  einander  ist  die  Verbindungs- 
linie von  zwei  Punkten  T entweder  Seite  des  gemeinsamen  Poldrei- 
ecks oder  gemeinsame  Tangente,  und  der  Schnittpunkt  von  zwei  Ge- 
raden t entweder  Eckpunkt  des  gemeinsamen  Poldreiecks  oder  ge- 
meinsamer Punkt.  Und  wenn  die  Kegelschnitte  einander  doppelt 
berühren  (Fig.  51)  so  giebt  es  wol  ein  Dreieck,  dessen  Eckpunkte 
Punkte  T und  dessen  Seiten  Gerade  t sind;  aber  hier  verlieren 
zwei  der  drei  Collineationen  ihren  involntorischen  Charakter  und  hat 
die  aus  den  Kegelschnitten  bestehende  Enveloppe  vierter  Classe 
obendrein  keine  Lage,  wobei  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  auf  gleiche 
Weise  auftreten.  Also  werden  die  Kegelschnitte  A,  und  As  in  Be- 
zug auf  das  Dreieck  ABC  eine  solche  Lage  haben  müssen , dass 
irgend  cino  der  drei  angewiesenen  involutoriseh  perspectivischen  Col- 
1 ineationen  jeden  der  beiden  Kegelschnitte  in  sich  selbst  überführt,  d.  h. 
ABC  muss  ein  Poldreieck  sein  von  A,  und  von  A'2. 

Sind  <2,  = Qf‘  und  Q,  — Q,'  die  ebenfalls  auf  A liegenden  Be- 
rührungspunkte von  C*  mit  ihrer  Doppeltangento  3 (Fig.  52.)  und 
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</j'  und  g,'  die  Tangenten  von  K in  diesen  Punkten , so  ist  der 
Schnittpunkt  dieser  Tangenten  nach  Artikel  46.  ein  sich  selbst  ent- 
sprechender Punkt  S der  bekannten  quadratischen  Transformation 
zwischen  C*  und  A.  Wir  beweisen  nun,  dass  jode  der  beiden  Keget- 
schnitte  A",  und  A,  durch  diesen  Punkt  S geht,  dass  der  eine  dieser 
Kegelschnitte  in  S die  Gerade  der  andere  in  £>  die  Gerade  g,' 
berührt.  Da  nämlich  der  Berührungskegelschnitt  von  <2,  aus  q und 
q,'  besteht  und  also  durch  S geht,  so  geht  umgekehrt  der  Berüh- 
rungskegelschnitt  von  S durch  Qt  und  wird  SQt,  da  er  in  Q,  die 
C*  nicht  berührt,  nach  Artikel  54.  in  Q,  den  Berührungskegelschnitt 
von  S berühren  müssen.  Aber,  wenn  der  Berührungskegelschnitt 
von  S den  auch  auf  A liegenden  unmittelbar  an  Q,  grenzenden  Punkt 
von  qt'  enthält,  so  goht  umgekehrt  der  in  zwei  Geraden  zerfallende 
Berührungskegelschnitt  des  unmittelbar  an  Qt  grenzenden  Punktes 
von  A durch  S.  Also  ist  S der  Schnittpunkt  von  zwei  Tangenten 
der  Enveloppe  vierter  Classe,  welche,  da  sie  zu  den  Berührungs- 
kegelschnitten von  zwei  an  einander  grenzenden  Punkten  von  Ä ge- 
hören, einander  folgen,  d.  h.  [es  wird  die  Enveloppe  von  g,'  in  S 
berührt.  Und  nun  beweist  man  mittelst  Umtausch  von  Q,  und  <j, 
u,  s.  w.,  dass  die  Enveloppe  ebenfalls  von  g,'  in  S berührt  wird. 
Also  muss  die  Enveloppe  in  S einen  Doppelpunkt  mit  den  Doppel- 
punktstangenten g,'  und  g,‘  haben  und  jede  der  beiden  Kegelschnitte 
A',  und  A't  durch  die  vier  Punkte  S gehen.  Selbstverständlich  be- 
rührt dann  der  eine  dieser  Kegelschnitto  g in  Q,  nnd  g,'  in  5,  der 
andere  g in  Q,  und  g,'  in  S;  sodass,  wenn  A,  der  erste,  und  A,  der 
zweite  dioser  Kegelschnitte  ist,  sie  in  Bezug  auf  A und  das  Dreieck 
QtUfS  die  in  Fig.  53.  angegebenen  Lagenverhältnisse  zeigen. 

Der  Beweis  des  letzteren  Teiles  unseres  Satzes  kann  nun  un- 
mittelbar der  Figur  53.  entnommen  werden,  wenn  man  noch  bedenkt, 
dass  die  Curve  C*  vier  Doppeltangenten  besitzt.  Es  leuchtet  dann 
sofort  ein,  dass  die  Polfigur  von  A,  in  Bezug  auf  A mit  A,  zu- 
sammenfällt-,  denn  die  vier  Punkte  Q,  und  die  vier  Punkte  S haben 
in  Bezug  auf  A die  vier  Geraden  g,‘  und  die  vier  Geraden  q zu  Po- 
laren und  diese  acht  Geraden  werdon  von  A,  berührt.  Und  ebenso 
beweist  man,  dass  A die  Polfigur  von  A,  in  Bezug  auf  A,  und 
von  A",  in  Bezug  auf  A't  ist 

65.  „Die  Kegelschnitte  A,  und  A,  sind  imaginär  bei  den  Curven 
C*  erster  Gattung  und  reell  bei  den  Curvon  C*  zweiter  Gattung. 

Bei  den  Curven  C*  erster  Gattung  sind  die  vier  Punkte  S nnd  die 
vier  Doppeltangenten,  also  auch  die  acht  Berührungspunkte  Q sämt 
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lieh  imaginftr.  Betrachten  wir  nnn  die  erste  Normalcnrve  erster 
Gattnng,  was  wie  wir  wissen  der  Allgemeinheit  nicht  schadet,  und 
setzen  wir  A,  reell  woraus,  so  sind  die  Schnittpunkte  von  A',  nnd 
A als  Berührungspunkte  <2  von  Doppeltangenten  j an  C4  imaginär, 
und  liegt  A,  deshalb  entweder  ganz  innerhalb  oder  ganz  ausserhalb 
des  elliptischen  Wendeschnittes  A.  Aber  dann  ist  A,  als  Polfigur 
von  A,  in  Bezug  auf  A auch  reell  nud  umgekehrt  entweder  ganz 
ausserhalb  oder  ganz  innerhalb  A gelegen.  Und  da  A,  und  A,  mit 
A das  Dreieck  ABC  znm  Poldreieck  haben , so  sind  A,  nnd  Kt 
zu  A concentriscbe  und  ähnlich  liegende  Ellipsen;  denn  von  ihnen 
ist  der  innerhalb  A liegende  Kegelschnitt  selbstverständlich  eine 
Ellipse  and  weil  die  Tangenten  aus  dem  Centrum  C an  diesen  ima- 
ginär sind,  hat  der  andere  imaginäre  unendlich  ferne  Punkte,  und  ist 
dieser  ausserhalb  A liegende  Kegelschnitt  also  auch  eine  Ellipse. 
Aber  nnn  kann  unmöglich  A die  Polfigur  von  A,  in  Bezug  anf  A, 
und  von  At  in  Bezug  auf  A,  sein.  Denn  die  Polfignr  von  A in 
Bezug  auf  den  innerhalb  A liegenden  Kegelschnitt  — sei  es  A,  — 
liegt  wieder  innerhalb  von  A,,  nnd  die  Polfigur  von  A in  Bezug 
auf  den  ausserhalb  A liegenden  Kegelschnitt  — die  nun  A,  heissen 
muss  — liegt  wieder  ausserhalb  von  A',.  Also  fahrt  die  Voraussetzung 
dass  A,  reell  sei  zu  Irrschiassen  und  muss  deshalb  A,  und  dann 
auch  A,  imaginär  sein  *4).  Und  dann  sind  auch  die  in  zwei  Gerade 
zerfallenden  Berührnngskegelschuitte  der  Punkte  des  Wendeschnittes 
bei  einer  C * erster  Gattung  sämtlich  imaginär,  nnd  kann  man  also 
aus  keinem  Punkte  von  A an  eine  Curve  erster  Gattung  eine  reelle 
Tangente  anlegen. 

Bei  der  Normalcnrve  zweiter  Gattung  sind  die  drei  Curven  A", 
A„  A„  da  sie  das  von  den  beiden  Kreispunkten  nnd  dem  Punkte  C 
gebildete  Dreieck  zum  Poldreieck  haben,  gleichseitige, Hyperbeln  mit  C 
als  gemeinschaftlichem  Mittelpunkte.  Nennen  wir  sie  ff,  Ht , ff, 
und  setzen  wir  nach  der  iu  Artikel  10.  angegebenen  Bezeichnungs- 
weise ff,  — ff(«,  m),  so  ist  nach  Artikel  13.  auch 

fft-ff(-«,  y 

da  ff,  die  Polfigur  von  ff,  in  Bezug  anf  ff  ist.  Aber  es  ist  auch 
ff,  die  Polfigur  von  ff  in  Bezug  auf  ff„  also 
ff,  = ff  (2a,  m») 


S5)  Bind  u>,  nnd  ir,  die  imaginären  Kubikwurzeln  der  Einheit  und  a und  b die 
Achten  tou  A,  ao  findet  man  für  dis  Achsen  von  A,  und  A,  analytisch 
mfa  und  w,t;  »,a  und  u>,6, wenn  AderWendcschnitt der  Normnlcurrs  C*  erster 
Gattung  ist. 
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woraus  man  findet,  dass  o entweder  60°  oder  120°  ist,  und  m ent 
weder  den  Wert  eins  hat  oder  eine  der  imaginären  Kubikwurzeln  der 
Einheit  ist.  Also  ist  die  einzige  reelle  Lösung  — und  die  Curven  U, 
und  //,  müssen  reell  sein , da  zwei  der  vier  Punkte  S und  vier  der 
acht  Berührungspunkte  Q von  Doppeltangeuteu  q der  C*  es  sind  — 
die,  welche  schon  in  Artikel  13.  angewiesen  ist,  wobei  die  1/,  und 
II,  mittelst  Drehung  von  U Uber  6'1°  um  C abgeleitet  werden.  Vou 
der  Lage  dieser  drei  gleichseitigen  Hyperbeln  in  Bezug  auf  die  Nor- 
molcurve  C’4  zweiter  Gattung  giebt  Fig.  54.  eine  Vorstellung.  Sie 
zeigt  an,  dass  die  in  Geraden  zerfallenden  BerUhrungskegclschnitte 
der  Punkte  vou  dem  Weudeschnitte  bei  den  Curven  C*  zweiter  Gat- 
tung sämtlich  reell  sind. 

CG.  „Die  beiden  Geraden  durch  den  Punkt  Q von  der  Kormal- 
curve  G’4  zweiter  Gattung,  welche  den  Bcrühruugskegelschnitt  des 
entsprechenden  Punktes  U‘  des  Weudeschnittes  bilden,  schneiden  die 
Verbinduugsliuie  vou  Q mit  dem  Centrum  C unter  Winkeln  von 
30“.“ 


Aus  dem  vorhergehcndcu  Artikel  fo'gt  einerseits,  dass  die  beiden 
Geraden  durch  irgend  einen  Punkt  U der  Lemuiskate,  welche  den 
Berührungskegelschuitt  des  entsprechenden  Punktes  Q'  von  H (Fig. 
54.)  bilden,  durch  <■!  gehende  Tangenteu  von  der  Combiuation 
sind.  Andererseits  ergab  sich  die  Lemuiskate  in  Artikel  14.  als  der 
Ort  des  Schnittpunktes  vou  den  eutsprechendeu  Tangenten  von  H, 
und  //],  wobei  uuter  einander  entsprechenden  Tangenteu  vou  II,  und 
II , die  Taugcuteu  zu  verstehen  sind,  welcho  sich  bei  Drehung  von 
II  aus  einer  nämlichen  Tangente  vou  II  entwickelt  haben ; dabei 
sahen  wir  dann,!dass  diese  einander  entsprechenden  Taugenten  einen 
Winkel  von  60°  mit  eiuander  bilden,  welcher  von  den  Mittelpuukts- 
leitstrahl  ihres  Scheitels  gehälftet  wird.  Unter  den  vier  aus  Q an 
II, -(-  IIt  möglichen  Tangenten  giebt  es  also  zwei,  welcho  die  Ver- 
bindungslinie Cü  von  Q mit  dem  Ceutrum  C beiderseits  unter  Win- 
keln von  30°  schneiden;  aber  damit  ist  noch  nicht  bewiesen,  dass 
gerade  diese  zwei  Tangenten  aus  <2  den  Berührungskegelschuitt  von 
Q’  bilden.  Nun  muss  aber  der  Berührungskegelschuitt  des  Scheitels 
P von  H die  Achso  CP  zur  Symmetrieachse  haben  und  also  aus 
einer  Tangente  von  H,  und  einer  Tangente  von  //,  bestehen;  wes- 
halb der  Berührungskegelschnitt  von  irgend  einem  Punkte  Q‘  von 
II  aus  einer  Tangente  von  //,  und  einer  Tangente  von  II,  bestehen 
muss.  Aber  nun  besteht  der  Berührungskegelschnitt  von  D,  be- 
kanntlich aus  < I,  und  », , von  welchen  Geraden  <1,  als  Tangente  von 
II,  und  »,  als  Tangente  von  II,  zu  betrachten  ist.  Und  da  diese 
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Tangenten  einander  unter  einen  Winkel  von  60°  schneiden,  so  reichen 
Continuitätsgründe  zur  Voliendiguog  des  Beweises  aus. 

67.  „Die  kubische  Involution  auf  AB,  welche  die  Punkte  A 
und  B zu  dreifachen  Elementen  hat,stebt  mit  den  zerfaileuden  ße- 
rührungskegelschnitten  der  Punkte  des  Wendeschnittes  K von  der 
Curve  C*  mit  den  Intiexionskuoten  A , B,  C in  enger  Verbindung . 
Ist  W irgend  ein  Punkt  von  K,  Q der  entsprechende  Punkt  von  C’4 
und  wird  Q durch  CA  und  CB  harmonisch  getrennt  von  Q,  so  wer- 
den die  Verbindungslinien  von  Q mit  den  beiden  Punkten,  welche 
U zu  einem  Tripel  der  auf  AB  angedeuteten  kubischen  Involution 
ergänzen,  zusammen  den  Berfthrungskegelschnitt  von  W bilden.“ 

Wenn  A und  B die  imaginären  Kreispunkte  sind,  die  C'4  also 
eine  Lcmniskate  ist,  sagt  der  Satz  aus,  dass  die  Senkrechte  auf  CU 
mit  den  beiden  durch  U gehenden  geradlinigen  Bestandteilen  des 
Berfihrungskegelschnittes  von  Ct'  bei  Bewegung  von  Q auf  der  un- 
endlich fernen  Geraden  eine  kubische  Involution  bilden,  welche  die 
imaginären  Kreispunkte  zu  dreifachen  Elementen  hat.  Also  ist  der 
Satz  für  diesen  besonderen  Fall  nur]  eine  andere  Ausdrucksweise 
des  Satzes  des  vorhergehenden  Artikels,  da  die  kubische  Involution 
welche  mittelst  Drehung  eines  regelmässigen  Sechsecks  von  den  Mit- 
telpunktsdiagonalen auf  der  nneudlich  fernen  Geraden  gebildet  wird, 
merklich  die  imaginären  Kreispunkte  zu  dreifachen  Elementen  hat*0). 
Und  nun  wird  der  Satz  für  den  Fall  einer  allgemeinen  Curve  C 4 
mittelst  centraler  Projection  aus  diesem  besonderen  Falle  abgelei- 
tet*7). 

68.  „Die  Berührungspunkte  der  Tangenten  aus  irgend  einem 
Punkte  P von  AB  an  C’4  liegen  paarweise  auf  drei  Geraden  p durch 
C.  Bei  Bewegung  von  P über  AB  bilden  die  Strahlentripel  p durch 
C eine  kubische  Strahleniuvolution  mit  den  dreifachen  Strahlen  CA 
und  CB,  welche  mit  der  Punktreihe  P auf  AB  projectivisch  ist.“ 

Der  ersto  Teil  des  Satzes  ist  eine  Folge  des  Satzes  von  Artikel 
19.  Projiciren  wir  nämlich  die  Seite  AB  des  Dreiecks  ABC  der 
Inflexionsknoten  von  C 4 ins  Unendliche,  so  wird  die  Projectiou 
von  C Mittelpunkt  der  Projection  von  C*,  und  nun  liegen  die  Be- 


26)  Man  vergleiche  „Grundlage  einer  Theorie  der  kubischen  Involutionen“ 
von  Dr.  Emil  Weyr. 

J?)  Ich  überlaste  es  geneigten  Lesern  hierbei  mittelst  geometrischer  Be- 
trachtungen die  imaginüre  Uebertragung  des  Sattes  von  der  Curve  zweiter  Gat- 
tung auf  die  Curve  erster  Gattung  tu  umgehen. 
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rührungspunkte  der  aus  einem  bestimmten  Punkte  der  unendlich 
fernen  Geraden  an  diese  Mittelpunktacurve  C*  möglichen  Tangenten 
auf  drei  ihrer  Unrehmesser.  Weiter  bilden  die  den  verschiedenen 
Paukten  P von  AB  zukommenden  Strablentripel  p durch  C eiue 
kubische  Involution,  welche  zu  der  Punktreihe  P projectivisch  ist,  da 
irgend  ein  Strahl  p den  ihm  entsprechenden  Punkt  P und  mittelst 
dieses  die  ihn  zu  einem  Tripel  ergänzenden  Strahlen  bestimmt.  Und 
endlich  hat  die  gefundene  kubische  Involution  die  Strahlen  CA  und 
CB  zu  dreifachen  Strahlen,  denn  die  sechs  Berührungspunkte  der 
Tangcnteu  aus  A resp.  B an  C fallen  alle  mit  A resp.  B zusammen. 

69.  „Die  Tangente  CI R der  Lemniskate  in  Q (Fig.  55.)  bildet 
mit  dem  Leitstrahle  CQ  und  der  zu  CQ  in  Bezug  auf  die  Doppel- 
punktstangenten antiparallelcn  Geraden  CR  ein  gleichschenkliges 
Dreieck  CQR  mit  der  Basis  CG.“ 

Wenn  wir  die  Lemniskate  ableiten  aus  dem  um  seine  imaginäre 
Achse  umgeschlagenen  Wendeschnitte  H,  so  haben  wir  es  nach  Ar- 
tikel 22.  mit  der  Verwandtschaft  der  reciproken  Radien  zu  tun. 
Sind  also  Ci  und  Q'  einander  in  dieser  Verwandtschaft  entsprechende 
Punkte  von  der  Lemniskate  und  von  H,  so  bilden  die  Taugenteu  q 
und  q in  Q und  Q'  an  diesen  einander  entsprechenden  Curven  mit 
CQ  nach  verschiedenen  Seiten  gleiche  Winkel88).  Und  da  CQ'  und 
q antiparallel  zu  einander  sind  in  Bezug  auf  die  Asymptoten  von 
H,  so  folgt  hieraus  der  Satz. 

Wenn  man  den  Winkel  Q CD  durch  <p  andeutet,  so  findet  man 
für  den  Winkel  RQI)  den  Wert  90°-[-  3<p.  Hieraus  kann  man  auch 
den  Satz  des  vorhergehenden  Artikels  ableiten M). 

Der  Satz  dieses  Artikels  liefert  eine  äusserst  einfache  Con- 
struction  der  Tangente  von  der  Lemniskate  in  Q,  wenn  ausser  diesem 
Punkte  nur  das  Centrum  und  die  Achsenrichtungen  gegeben  siud.30) 

70.  „Der  Krümmungskreis  der  Hyperbel  H in  G'  (Fig.  58.) 
geht  mittelst  der  angewendeten  Transformation  der  reciproken  Ra- 
dien in  den  KrUramungskrcis  der  Lemniskate  in  Q über.“ 


28)  Eeye,  >.  a,  O.  I.  Abteilung.  Seite  171. 

29)  „Die  Lcmniscate  in  rationaler  Behandlung“  von  Dr.  Emil  Wryr,  Ar- 
tikel 91. 

30)  Steiner  (gesammelte  Werke,  2 Cer  Teil,  Seite  93.).  Eine  andere 
giebt  Cantor  in  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik,  Teil  19,  Seite  498, 
18(7. 
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Dieser  Satz  folgt  unmittelbar  aus  den  Gesetzen  der  Transfor- 
mation der  reciproken  Radien  und  der  Definition  des  Krümmungs- 
kreises.  Wir  verwenden  ihn  zur  Bestimmung  des  Krümmungseen- 
trums von  der  Lemniskate  in  ü,  wenn  von  dieser  Curvo  das  Cen- 
trum, die  Achsenrichtungen  und  der  Punkt  Q gegeben  sind,  und  man 
ihre  Tangente  q in  Q coustruirt  hat 

Schneidet  die  in  Q'  senkrecht  auf  CQ  gestellte  Gerade  g,'  die 
Asymptoten  CX  und  CY  von  //  in  Qr'  und  Q„'  und  ist  S‘  so  be- 
stimmt, dass 

Qx'S 1 — » Q'Q,' 

so  geht  der  Krümmungskreis  von  //in  Q'  durch  S'  und  also  der 
Krümmungskreis  der  Lemniskate  in  Q durch  den  entsprechenden 
Punkt  S auf  CS'.  Und  aus  der  Relation 

£ Q . CQ'  - CS.  CS' 

folgt  die  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  CQS  und  CSQ";  deshalb  findet 
man  den  Punkt  S,  wenn  mau  aus  Q eine  Senkrechte  fällt  auf  CS' 
und  den  Krümmungskreis  der  Lemniskate  in  Q,  wenn  man  den  Kreis 
beschreibt,  welcher  durch  Q und  5’  geht  uud  in  Q die  Gerade  g be- 
rührt. 

Der  Punkt  S ist  der  bewegliche  Schnittpunkt  des  Krümmungs- 
kreises mit  der  Lemniskate;  durch  ihn  gehen  drei  Krümmungskreise, 
da  die  Senkrechte  in  S auf  CIS  die  Lemniskate  ausser  S noch  in 
drei  Punkten  schneidet. 

71.  „Eine  Curve  6’4  ist  bestimmt  durch  ihre  Inflexionsknoten 
A,  B,  C uud  zwei  Puukte  Q.  Aus  diesen  Bcstimiuungsstücken  kann 
man  die  Curve  Punkt  für  Punkt  und  in  jedem  dieser  Punkte  die 
Tangente  und  den  Krümmungskreis  linear  construiren.“ 


Wenn  man  eine  Curve  C4,  wovon  man  die  Inflexionspunkte  A , 
B , C und  zwei  einfache  Punkte  Q kennt,  einer  involutorisch  qua- 
dratischen Transformation  mit  den  Fundameutalpunkten  A,  B,  C 
unterwirft,  so  erhält  man  einen  Kegelschnitt,  welcher  ABC  zum 
Poldreieck  hat  und  wovon  man  zwei  Punkte  Q'  kennt.  Da  nun 
jeder  Punkt  Q'  in  Verbindung  mit  dem  Poldreiecko  ABC  noch 
drei  Punkte  dieses  Kegelschnittes  kennen  lässt,  nämlich  die 
drei  Punkte,  welche  mit  diesem  Punkte  Q‘  die  Eckpunkte  eines 
vollständigen  Vierecks  mit  den  drei  Diagoualpuukten  A,  B,  C bilden, 
so  giebt  es  nur  einen  Kegelschnitt  durch  die  beiden  Puukte  Q‘,  welche 
ABC  zum  Poldreieck  hat,  und  deshalb  auch  nur  eine  Curve  C* 
mit  den  Inflexionsknoten  A,  B,  C durch  die  beiden  Punkte  Q. 

Arek.  der  Math.  o.  Phyi.  2.  Heilie,  Teil  VI.  10 
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Sind  Qj  und  Q,  die  gegebenen  Punkte , welche  die  Curve  C 4 
mit  den  Infloxionsknoten  A,  B,  C bestimmen,  sind  Q,'  und  Q,'  die 
den  Punkten  Q,  und  % entsprechenden  Punkte  in  irgend  einer  qua- 
dratischen Transformation  mit  deu  Fuudamentalpunkten  A,  B,  C — 
zum  Beispiel  in  der  hyperbolisch  gleichseitigen  Transformation  — 
und  ist  K'  der  im  allgemeinen  vom  Wondeschnitte  K von  C*  ver- 
schiedene Kegelschnitt  durch  Q,'  und  <V>  welche  ABC  zum  Pol- 
dreieck hat,  so  entspricht  der  gegebenen  Curve  C*  in  der  angewen- 
deten Transformation  der  Kegelschnitt  A".  Wird  nun  weiter  K‘  in 
Ct,'  von  der  Geraden  berührt,  und  ist  A’,  der  dieser  Geraden  ent- 
sprechende Kegelschnitt,  so  wird  A',  in  Q,  die  Curve  c*  berOhrou, 
weshalb  die  Tangente  f,  von  A',  in  Q,  zu  gleicher  Zeit  die  Tangente 
von  der  Curve  C*  in  Q,  ist.  Zur  Construction  dieser  letzteren  Tan- 
gonte  I,  hat  man  also  erstens  mittelst  des  Pascal'schen  Satzes  von 
K‘  die  Tangente  in  Q,',  sodann  mittelst  der  angenommenen  Trans- 
formation den  der  Geraden  entsprechenden  Kegelschnitt  A",  zu  suchen 
— und  von  dieser  Curve  hat  man  ausser  A,  B,  C und.y,  noch  einen 
Punkt  zu  kennen  - endlich  wieder  mittelst  des  Pascal’schen  Satzes 
von  dieser  Curve  A_,  die  Tangente  l,  in  Ct,  zu  bestimmen.1) 

Zur  Construction  des  KrUmmungsccntrums  von  c4  in  Q,  kann 
man  unmittelbar  gelangen  mittelst  der  bekannten  Construction  eines 
Kegelschnittes,  welcher  durch  zwei  gegebene  Punkte  geht  und  einen 
gegebenen  Kegelschnitt  in  einem  gegebenen  Punkte  osculirt.  Mittelst 
dieser  Construction  kann  man  nämlich  erst  einen  Kegelschnitt  K' 
bestimmen,  welcher  durch  A und  B geht  und  den  der  Curve  C* 
entsprechenden  Kegelschnitt  Kg'  in  Q,'  osculirt,  nachher  den  Kegel- 
schnitt A'„,  welcher  dem  Kcgclschuitto  K0'  entspricht  und  also  t 4 
in  Q,  osculirt,  und  endlich  die  gleichseitige  Hyperbel  H von  ge- 
gebenen Asymptotenrichtungen,  welcho  C*  in  Q,  osculirt  Und  von 
dieser  Curve  ist  der  Krümmungshalbmesser  von  Q,  nach  Artikel  6. 
leicht  zu  finden.  Zur  Illustration  dieser  Bestimmungsweise  des  Krtlm- 
mungscentrums  führe  ich  die  ganze  Construction  in  Fig.  50.  für  den 
einfachen  Fall  der  Normalcurve  erster  Gattung  durch. 

Ist  die  gegebene  Normalcurve  erster  Gattung  mittelst  des  Cen- 
trums C,  der  Achscnrichtungeu  CA  und  CB,  des  Punktes  Qt  und 
der  Tangente  q , in  diesem  Punkte  bestimmt,  und  bedient  man  sich 
der  Transformation,  welche  einen  um  C geschlagenen  Kreis  von 
beliebigem  Radius  CD  überführt  in  die  Curve  C*  mit  den  Infiexions- 


3)  Dien  Conttrnction  verdanke  ich  meinem  Landgenossen  A.  N.  Gode- 
frov,  Architekt  in  Amsterdam. 
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knoten  A,  ß,  C,  wovon  dieser  Kreis  der  Wendeschnitt  ist,  so  wird 
nach  Artikel  22.  der  Punkt  Q,'  mittelst  der  Polgeraden  EF  von  Q, 
gefunden  als  der  vierte  Eckpunkt  des  auf  den  Segmenten  CB  nnd 
CS  beschriebenen  Rechtecks.  Weiter  ist  der  auf  EF  liegende  Pol 
G von  q,  das  Centrum  der  gleichseitigen  Hyperbel  durch  die  unend- 
lich fernen  Punkte  A und  ß,  welche  in  Q,'  den  der  gegebenen  Curve 
c4  entsprechenden  Kegelschnitt  K'  berührt;  deshalb  ist  die  in  Bezug 
auf  Qi  K und  Q}'S  zu  Q^G  antiparallel  durch  Qt‘  geführte  Gerade 
g,'  die  Tangente  in  Q,'  an  diesen  Kegelschnitt  K' . Und  da  dieser 

Kegelschnitt  K‘  offenbar  mit  c 4 concentrisch  ist,  so  kann  man  ihu 
mittelst  der  Punkte  Q,',  Q,‘,  Qt‘,  Q^'  und  der  Tangente  g,'  in  Q/ 
bestimmt  denken. 

Wenn  es  nun  gilt  die  gleichseitige  Hyperbel  //„'  zn  constrniren, 
welche  durch  A und  ß geht  und  A"  in  Q,'  osculirt,  so  betrachten 
wir  K'  und  H0'  als  zu  einander  perspectivisch  collineare  Kegel- 
schnitte mit  dem  Osculationspunkte  Q,'  als  Collineationscentrum, 
wobei  dann  die  Punkte  Q3'  und  Q4'  von  K'  den  Punkten  A und  ß 
von  H0'  entsprechen.  Die  Verbindungslinie  von  Qt'  mit  dem  Schnitt- 
punkte von  Gj'QV  und  AB,  d.  h.  die  zu  Qt'Qt  durch  Q,'  geführte 
Parallele  g tritt  dabei  dann  als  Collineationsachse  auf.  Und  da  in 
dieser  perspectivischen  Collincation  den  Geraden  Q3‘Qt'  und  Q4'G,' 
offenbar  Gt7  und  GST  entsprechen,  so  entspricht  T dem  Punkte 
Qt'  von  A',  und  ist  also  zu  betrachten  als  der  Kegelschnitt 

durch  A,  ß,  7'und  G3',  welchen  in  Q,'  die  Gerade  g,'  berührt.  Aber 
diese  gleichseitige  Hyperbel  H0'  hat  ihren  Mittelpunkt  auf  GQ,  , da 
GQi'  durch  Q,  antiparallel  ist  zu  g,‘  in  Bezug  auf  die  Asymptoten, 
und  auf  der  zweiten  Diagonale  des  Asymptotenrechtecks  Qt'T,  also 
in  U.  Deshalb  hat  die  gleichseitige  Hyperbel  ßj,,  welche  der  //„' 
in  der  angewandten  quadratischen  Transformation  entspricht,  ihren 
Mittelpunkt  in  V,  welcher  Punkt  mittelst  der  Polgeraden  u von  U 
leicht  bestimmt  wird.  Steht  also  endlich  G,  W senkrecht  auf  V Qj 
und  QjM  senkrecht  auf  g,  so  ist  der  gegenüber  V liegende  Eck- 
punkt M des  Parallelogrammes  VM,  wovon  VQS  in  Grösse  und  Lage 
eine  Seite,  Q,Af  die  andere  Seitenrichtung  und  Qx  1P  die  eine  Dia- 
gonalenrichtnng,  ist  der  gesuchte  Krümmungsmittelpunkt 

Diese  Construction  bildet  das  Gegenstück  zu  jener,  welche  in 
Artikel  70.  für  die  Lemniskate  gegeben  ist 

Ich  beendige  diesen  Aufsatz  mit  der  Aufweisung  von  einigen  Re- 
sultaten, welche  jenen  dieses  Abschnitts  dualistisch  gegenüber  stehen. 
Dabei  vermeide  ich  diejenigen,  welche  sich  auf  Polaren  beziehen. 

72.  „Die  Tangenten  von  A4  in  den  sechs  Schnittpunkten  mit 
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irgend  einer  Geraden  g berühren  einen  Kegelschnitt  Tg*,  welche 
ausserdem  mit  A'4  noch  zwei  Tangenten  gt'  und  gt"  gemein  hat. 

„Die  Geradenpaare  g,  deren  Resttangentenpaare  g1'  und  gt"  ein- 
ander zu  den  vier  durch  einen  Punkt  gehenden  Tangenten  von  A 4 
ergänzen,  entsprechen  einander  in  der  tangentiellen  Transformation 
zwischen  A'4  und  ihrem  Räckkehrschnitte  A.“ 

„Der  Rückkehrschnitt  ist  die  Knveloppe  der  Geraden  g , deren 
Resttangenten  zusammenfallen.“ 

Wenn  g sich  um  einen  Punkt  P dreht,  so  erzeugen  ihre  Rest- 
tangenten um  A4  eine  (inadratische  Involution,  welche  zerfällt,  wenn 
V ein  Punkt  von  A"4  ist.“ 

„Indem  der  Tangentenkegelschnitt  Tg * von  g um  A-4  die  Tan- 
genten von  A'4  in  den  Schnittpunkten  mit  g bestimmt,  bestimmt  um- 
gekehrt A'4  um  Tg*  die  Tangouteu  </  und  ta"  in  den  Schnittpunkten 
mit  3;  d.  h.  die  Combiuntiou  von  K*  mit  Tg*  bildet  eine  Curve 
sechster  Classe  mit  acht  von  a,  b,  c verschiedenen  Doppeltaugenteu 
von  welchen  jede  einen  ihrer  Berührungspunkte  auf  g hak“ 

„Der  Tangentenkegelschnitt  zerfällt  in  zwei  Punkte,  wenn  g 
entweder  A'4  oder  ihren  Rückkehrschnitt  K berührt;  bei  allen  an- 
deren Lagen  vou  g ist  Tg*  nicht  zusammengesetzt.“ 

„Die  vier  Tangenten  aus  V an  A"4  sind  von  einander  unab- 
hängig.“ 

„Weuu  Tg*  die  Gerade  A berührt,  so  berührt  umgekehrt  'J\*  die 
Gerade  g.“ 

„Der  Ort  der  Punktenpaare,  welche  zerfallene  Taugeutenkegel- 
clmitte  von  Punkten  vou  K bilden,  ist  die  Combination  von  zwei 
Kegelschnitten  Äj  nnd  Ks,  welche  mit  K das  Poldrciseit  abc  gemein 
haben,  die  vier  sich  selbst  entsprechenden  Geraden  * berühren  nud 
usammen  mit  K drei  Kegelschnitte  bilden , die  zu  einauder  in  der 
besonderen  Beziehung  stehen,  dass  jede  von  ihnen  in  Bezug  auf  irgend 
einen  der  beiden  übrigen  die  Poltigur  der  dritten  ist.“ 

„Dio  Kegelschnitte  A",  nnd  A',  sind  imaginär  bei  den  Curven 
K‘*  erster  Gattung  und  reell  bei  den  Curven  Ä4  zweiter  Gattung.“ 

„Die  beiden  Punkte  auf  der  Tangente  g von  der  Normalcurve 
A'4  zweiter  Gattung,  welche  den  Tangenteukegclschnitt  der  ent- 
sprechenden Tangente  g‘  vom  Rückkehrschuitte  bildcu,  werden  mit 
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dem  Ccntrnm  C verbunden  durch  Gerade , welche  mit  dom  Mittel- 
punktsleitstrahlo  des  Berührungspunktes  von  g den  Winkel  von  60° 
bilden.“ 

„Die  kubische  Involution  um  C,  welche  die  Strahlen  CA  und  CB 
zu  dreifachen  Strahlen  hat,  steht  mit  den  zerfallenden  Tangenten- 
kegelschnittcu  der  Tangenten  des  Rückkehrschnittes  in  enger  Ver- 
bindung. Ist  g‘  irgend  eine  Tangente  von  K,  g die  entsprechende 
Tangente  von  Ä4  und  wird  g durch  A und  B harmonisch  getrennt 
von  g,  so  werden  die  Schnittpunkte  von  g mit  den  beiden  Strahlen, 
welche  g zu  einem  Tripel  der  Involution  ergänzen,  zusammen  den 
Taugeutoukogelscbnitt  von  g bilden.“ 


Anhang 

Beziehen  g auf  die  Curven  vierter  Ordnung  mit  zwei 
Inflexionsknoten. 

73.  „Eine  Curve  C*  mit  den  zwei  Inflexionsknoten  A,  B und 

dem  einfachen  Punkte  C (Fig.  57.)  wird  mittelst  einer  bestimmten 
involutorischen  quadratischen  Transformation,  welcho  A , B,  C zu 
Fundamentalpunkten  hat,  in  eine  durch  A und  B gehonde  Curve  C3 
übergeführt,  für  welche  zwei  der  durch  A gehenden  Tangenten  a, 
und  o*  die  Curve  auf  BC,  zwei  der  durch  B gebenden  Tangenten 
4,  und  4,  die  Curve  auf  CA  berühren.“  1 

Es  ist  dieser  Satz  eine  unmittelbare  Folge  der  Gesetze  der  an- 
gewendeten Transformation,  welche  a,  und  aj,  4,  und  4,  in  einander 
überführt. 

74.  „Mittelst  zweier  quadratischen  Strahleninvolutionen  in  halb 
perspectivischer  Lage  kann  man  eine  Curve  C3  durch  A und  B er- 
zeugen, welche  auf  der  willkürlich  durch  B gelegten  Geraden  BC  die 
willkürlich  durch  A gelegten  Geraden  a,  und  a,,  auf  der  willkürlich 
durch  A gelegten  Geraden  AC  die  willkürlich  durch  B gelegten  Ge- 
raden 4,  und  4j  berührt.  Der  dritte  Schnittpunkt  F von  AB  mit 
dieser  Curve  liegt  mit  dem  Punkte  D von  BC , der  B harmonisch 
trennt  von  a,  und  aa , und  dem  Punkte  E von  Ca,  der  A harmo- 
nisch trennt  von  4,  und  4S,  in  einer  Geraden.“ 

Denken  wir  uns  um  A die  quadratische  Strahleninvolution,  wo- 
von oj  und  «j  ein  Paar  bilden,  und  AC  ein  Doppelstrahl  ist,  ebenso 
um  B die  quadratische  Strableninvolution,  wovon  4,  und  ba  ein 
Paar  bilden,  und  BC  ein  Doppelstrahl  ist,  und  bringen  wir  diese 
beiden  Involutionen  so  mit  einander  in  projectivische  Verwandtschaft, 
dass  der  Doppelstrahl  AC  der  ersten  dem  Paare  4,  und  4,  der  zwei- 
ten, das  Paar  a,  und  og  der  ersten  dem  Doppelstrahle  BC  der  zweiten 
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and  das  die  Verbindungslinie  AB  derjSeheitel  aafnehmeude  Paar  der 
ersten,  dem  diese  Verbindnngalinie  BA  ebenso  enthaltende  Paare 
der  zweiten  entspricht , so  erzengen  diese  dann  in  sogenannter  halb 
perspectivischen  Lage  verkehrenden  Strahleninvolutionen  eine  Cnrve 
vierter  Ordonng  mit  den  zwei  Punkten  A and  B als  Doppelpunkten, 
welche  ans  der  Geraden  AB  nnd  der  oben  im  Satze  angewiesenen 
Cnrve  Cs  besteht. 

Sind  p,  und  p,  (Fig.  58.)  die  Strahlen  irgend  eines  Paares  der 
Involution  nm  A nnd  p,'  nnd  p,'  die  Strahlen  des  entsprechenden 
Paares  der  Involution  am  B,  so  ist  P der  dritte  Diagonalpankt  des 
von  den  vier  Geraden  gebildeten  vollständigen  Vierseits.  Dieser 
Punkt  P beschreibt  bei  der  Erzeugung  von  C*  eine  Gerade.  Da 
nämlich  zwei  concentrische  Strahleninvolutionen  nur  ein  Strahlenpaar 
gemein  haben,  so  enthält  die  Strablcninvolntion  nm  A nur  ein 
Strahlenpaar  das  von  einer  willkürlich  angenommenen  Geraden  AP 
durch  A harmonisch  von  AB  getrennt  wird;  also  entspricht  einer 
willkürlich  angenommenen  Geraden'  AP  nnr  eine  Gerade  BP,  nnd 
nmgekehrt  einer  willkürlich  angenommenen  Geraden  BP  nur  eine 
Gerade  AP,  woraus  folgt,  dass  der  Ort  von  P ein  durch  A und  B 
gehender  Kegelschnitt  ist  Aber  dieser  Kegelschnitt  enthält  die  Ge- 
rade AB,  da  di e Aß  aufnebmenden  Paare  der  Strahleninvolutionen 
um  A und  B einander  entsprechen,  und  AP  und  BP  in  diesem  Falle 
in  AB  hineinfallen.  Also  ist  der  Ort  von  P eine  Gerade.  Aber  aus 
den  harmonischen  Eigenschaften  des  vollständigen  Vierseits  folgt,  dass 
P in  D(Fig,57)  liegt, wenn  man  für  die  Strahlenpaare  p„  p,  nnd 
die  Strahlen  o,,  «,  und  den  Doppelstrahl  BV,  dass  P in  E liegt, 
wenn  man  für  sie  den  Doppelstrahl  AC  nnd  die  Strahlen  A,  nnd  bt 
annimmt.  Und  andrerseits  lehren  Grenzbetrachtangen , dass  P mit 
dem  dritten  Schnittpunkte  F von  AB  nnd  der  erzeugten  Cnrve  zu- 
sammenfällt, wenn  man  die  Strahlenpunkte  p,,  pt,  and  p,',  pt'  za 
den  die  Aß  aufnebmenden  Paaren  specialis irt  Also  liegen  D,  E , F 
auf  der  Geraden,  welche  der  Ort  der  Punkte  P ist 

75.  „Die  Berührungspunkte  der  sechs  Tangenten,  die  aus  irgend 
einem  Punkte  C an  eine  Curve  t'4  mit  zwei  Inflexionsknoten  A und 
B möglich  sind,  liegen  auf  einem  Kegelschnitte.“ 

Die  erste  Polare  von  C*  für  ihren  Punkt  C schneidet  C*  in 
zwölf  Punkten ; zwei  von  diesen  liegen  in  A auf  der  Tangente  dieser 
Polare  in  A neben  einander,  zwei  andere  liegen  in  B auf  der  Tan- 
gente dieser  Polare  in  B neben  einander  nnd  noch  zwei  andere 
liegen  in  C auf  der  gemeinschaftlichen  Tangente  von  dieser  Polare 
mit  C*  neben  einander;  die  sechs  übrigen  sind  die  Berührungspunkte 
der  von  C ausgehenden  Tangenten  an  C*.  Nun  wird  der  Satz  dieses 
Artikels  — nnd  zur  Bewährung  dieser  Behauptung  kann  man  die 
in  Artikel  51.  angeführten  Gründe  wiederholen  — bewiesen  sein. 
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sobald  gezeigt  ist,  dass  die  erst  aufgezählten  sechs  der  zwölf  Schnitt- 
punkte auf  einem  Kegelschnitte  liegen,  dass  es  also  einen  durch  A, 
B,  C gebenden  Kegelschnitt  giebt,  welcher  in  A,  B und  C die  erste 
Polare  von  C*  für  C berührt 

Da  die  Tangente  in  A an  der  ersten  Polaren  von  C*  für  C die 
Gerade  ist,  welche  C harmonisch  trennt  von  den  Doppelpunktstan- 
genten  von  C*  in  A,  so  entspricht  dieser  Tangente  in  der  in  Art  73. 
angewendeten  Transformation  die  Gerade  AU.  Ebenso  entspricht  der 
Tangente  in  B an  der  ersten  Polare  von  C*  für  C die  Gerade  BE. 
Endlich  entspricht  der  Tangente  in  C an  C*  die  Gorade  CF.  Aber 
Al>,  BE,  CF  sind  durch  die  Eckpunkte  A,  B,  C des  Dreiecks  ABC 
gehende  Gerade,  welche  die  Gegenseiten  dieses  Dreiecks  in  den 
Punkten  einer  Geraden  schneiden;  nach  Artikel  20.  schneiden  die 
Geraden,  welcho  AD,  BE,  CF  entsprechen,  die  Gegenseiten  des 
Dreiecks  also  auch  in  drei  Punkten  einer  Geraden,  und  dieses  be- 
weist, dass  es  einen  Kegelschnitt  giebt,  welcher  in  A,  B und  C'die  erste 
Polare  von  C*  für  C berührt,  und  die  sechs  Berührungspunkte  der 
von  C an  C*  möglichen  Tangenten  deshalb  auch  Punkte  sind  eines 
Kegelschnittes. 

76.  „Die  Curven  C4,  welche  mit  einander  die  Inflexionsknoten 
A,  B mit  den  Doppelpunktstangenten  gemein  haben,  bilden  einen 
Büschel,  d.  h.  die  Inflexionsknoten  A,  B,  die  Doppelpunktstangenten 
und  ein  einfacher  Punkt  bestimmen  eine  einzige  Curve  vierter  Ord- 
nung von  der  verlangten  Beschaffenheit.“ 

Alle  Curven  C4,  welche  A und  B zu  Inflexionsdoppelpunkten 
haben,  und  in  A (Fig.  59.)  die  Doppelpnnktstangenten  a,,  a, , in  B 
die  Doppelpunktstangenten  i„  4,  besitzen,  haben  in  jedem  der  beiden 
Punkte  A und  B acht  ’) , in  A und  B zusammen  also  sechszchn 
Punkte  mit  einander  gemein.  Und  endlich  geht  durch  irgend  einen 
Punkt  P der  Ebene  nur  eine  dieser  Curven  C*.  Wenn  nämlich  dio 
Geraden  a und  b dio  Geradenpaare  a, , aä  und  4, , 4,  harmonisch 
trennen  von  P,  so  werden  zwei  der  Curven  C*,  welche  durch  P 


1)  Es  kann  dies  auf  verschiedene  Weisen  geieigt  werden.  Wenn  zwei 
Curven  in  P einen  Doppelpunkt  gemein  haben,  nnd  die  Doppelpunktstangenten 
der  einen  Curve  von  jenen  der  anderen  verschieden  sind,  so  gilt  P schon  ffir 
vier  gemeinschaftliche  Funkte  der  beiden  Curven;  denn  die  zwei  Aeste 
der  einen  Curve  sshneiden  doch  die  zwei  Aeste  der,  anderen  Curve.  Und 
nun  vermehrt  sich  die  Anzahl  der  in  P angebiuften  gemeinsamen  Punkte  um 
zwei,  wenn  die  Curven  such  die  Doppelpnnktstangenten  gemein  haben,  und 
nochmals  um  zwei,  wenn  diese  Doppclpunkstangentcn  beide  InBexionstangenten 
■lad. 
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gehen,  in  P berührt  vom  Kegelschnitte  durch  A,  B,  P,  welche  in  A 
von  a und  in  B von  b berührt  wird;  also  werden  zwei  der  Cnrven 
C4,  welche  durch  P gehen,  in  dem  nächst  auf  P folgenden  Punkte 

— und  da  diese  Schlussweiso  von  Punkt  zu  Punkt  fortzusetzen  ist 

— ganz  und  gar  coincidiren.1) 

77.  „Mittelst  zweier  quadratischen  Strahleninvolutioncn  kann  man 
eine  Curve  C 4 erzeugen,  welche  die  willkürlich  gegebenen  Punkte  A und 
B zu  Inflexionsdoppelpunkten , die  willkürlich  durch  A geführten 
Geraden  b,  und  4,  zu  Doppclpnnktst&ugenten  nnd  den  Willkürlich 
gegebenen  Punkt  P zu  einem  einfachen  Punkte  hat.“ 

Denken  wir  uns  um  A die  quadratische  Strahleninvoiution, 
welche  das  Paar  a,,  a,  und  den  Doppelstrahl  AB  enthält,  ebenso 
um  B die  quadratische  Strahleninvoiution,  welche  das  Paar  A, , bt 
und  den  Doppelstrahl  BA  enthält,  und  bringen  wir  diese  Involutioncu 
so  mit  einander  in  perspectiviscbe  Verwandtschaft,  dass  der  Doppel- 
strahl AB  und  das  Paar  A„  A„  das  Paar  a„  as  und  der  Doppelstrahl 
BA,  das  die  Gerade  AP  enthaltende  Paar  und  das  die  Gerade  BP 
enthaltende  Paar  einander  entsprechen,  so  erzeugen  diese  beiden 
projectivischen  Strahleninvolntionen  offenbar  die  verlangte  Curve  6'4. 
Wirklich  ist  diese  Erzeugungsweise  nicht  verschieden  von  jener, 
welche  man  erhält,  wenn  man  auf  die  Erzengungsweise  der  C’3  von 
Artikel  74.  dio  in  Artikel  73.  angeführte  quadratische  Transformation 
anwendet 

78.  „Jede  Curve  C 4 mit  zwei  Inflexionsknoten  kann  als  eine 
Curve  mit  einem  Mittelpunkte  und  zwei  Symmetrieachsen  projicirt 
werden.“ 


2)  Also  ist  die  Differentialgleichung  dieser  Curvenfnmilie  in  — vom  er- 

dx 

sten  Grade.  Ist  die  Verbindungslinie  der  beiden  Infiexionsknoten  durch  r — 0 
und  tind  dio  beiden  Geraden,  welche  diese  Verbindungslinie  harmonisch  trennen 
von  einem  der  beiden  Paare  von  Doppeltangenten,  durch 


x = 0 und  y ==>  0 

gegeben,  so  ist 

p*4  = 0 

worin  einen  willkürlichen  Parameter  vorstellt,  die  Gleichung  der  Curvenfamilie. 
Und  projicirt  man  nun  die  Inflexionsknoten  in  senkrecht  auf  einander  stehen- 
den Richtnngcn  in’s  Unendliche,  so  ist 

®sp*-f-aa:*-f-Äys-(-p  = 0 

die  Gleichung  der  Projection.  Also  giebt  Differentiation  wirklich 
dy  _ *(y3-f-g) 
dz  yfz1-} -b) 
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Wir  unterscheiden  hierbei  wieder  zwei  Fälle,  und  betrachten 
nach  einander  eine  C 4 mit  zwei  reellen  und  eine  C*  mit  zwei  con- 
jugirt-imaginären  Inflcxionsdoppelpunktcn. 

Sind  die  Iuflexionsknotcn  A und  B reell,  so  können  die  Paare 
von  Doppelpunktstangeuten  jede  für  sich  entweder  reell  oder  con- 
jugirt  imginär  sein1).  Unabhängig  jhicrvon  ist  aber  der  dritte  Dia- 
gonalpunkt C (Fig.  60.)  des  von  den  Deppeipunktstangenten  ge- 
bildeten Vierecks  immer  reell.  Denn  dieser  Punkt  C ist  der  Schnitt- 
punkt der  Geraden,  iwelche  AB  harmonisch  trennen  von  den 
Paaren  o,,  aä  und  i, , i4,  und  diese  beiden  Geraden  AC  nnd  BO 
sind  reell,  da  sie  eine  reelle  Gerade  von  zwei  conjugirt  imaginären 
Geraden  harmonisch  trennen*).  Nun  kann  man  die  Curve  central 
so  projiciren,  dass  die  Projectioncu  A'  und  B‘  von  A und  B in  senk- 
recht aufeinander  stehenden  Richtungen  in’s  Unendliche  verschwinden, 
wobei  dauu  die  Projeetion  C‘  von  C Mittelpunkt  und  die  Geraden 
CA'  und  C,  B’  Symmetrieachsen  der  Projeetion  werden.  Es 
wird  dann  nämlich  die  Projeetion  von  Fig.  60.  die  in  Fig.  61.  ge- 
gebene Form  anuehmen.  Und  hieraus  folgt  dann,  dass  die  beiden 
quadratischen  Strahleninvolutionen  aus  in  Bezug  auf  C A'  nnd  C B' 
symmetrischen  Strahlenpaaren  bestehen,  und  die  vier  Schnittpunkte 
von  zwei  einander  entsprechenden  Paaren  also  die  Eckpunkte  sind 
eines  Rechtecks  mit  den  Seitenrichtungen  CA'  und  C'  B‘  und  dem 
Schnittpunkte  C‘  der  Diagonalen.  Projiciren  sich  aber  die  beiden 
Strahleninvolutionen  derweise,  dann  ist  offenbar  C'  Mittelpunkt,  und 
C‘A‘  und  C‘B‘  sind  Symmetrieachsen  der  Projeetion  der  Curve. 

Der  Grund  dafür,  dass  jede  Curve  C 4 mit  zwei  reellen  Inflexions- 
knoten A nnd  B als  eine  am  zwei  senkrechte  Achsen  symmetrische 
Mittelpunktscurvo  C 4 projicirt  werden  kann,  ist  nach  dem  vorher- 
gehenden hierin  zu  suchen , dass  die  von  den  einander  ent- 
sprechenden Strahlenpaaren  der  Involutionen  A und  B gebildeten 
vollständigen  Vierseite  den  Punkt  C zum  gemeinschaftlichen  dritten 
Diagonalpunkt  haben.  Dies  ist  auch  leicht  aus  Fig.  60.  zu  er- 
kennen. Die  beiden  Diagonalen  A>,  Dj  und  des  Vierecks 


3)  Dass  die  Paare  von  Tangenten  conjugirt-imaginärc  Geraden  sind,  falls  sie 
überhaupt  imaginär  sind,  ist  der  Analysis  zu  entnehmen.  Der  Pnnkt  C ist  der 
dritte  Eckpunkt  des  in  der  vorhergehenden  Note  schon  angewendeten  Coor- 
dinatendreiecks. 

4)  Auch  dieses  Resultat  ist  der  Analysis  zu  entlehnen. 
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werden  nämlich  jede  für  sich  von  den  beiden  Strablemnvolutio- 
nen  in  zwei  Pnnktinvolntioncn  geschnitten,  die  identisch  sind-,  denn 
die  Involution  auf  hat  die  Doppelpunkte  C nnd  B,  jeno  auf 
£,£,  die  Doppelpunkte  C und  K.  Und  da  nun  AC  die  Strahlen- 
paarc  der  Involution  um  A,  und  BC  die  Strahlenpaare  der  Involution 
um  li  harmonisch  trennt  von  AB,  ist  F dor  dritte  Diagonalpunkt 
von  jedem  vollständigen  Vierseite,  dessen  Seiten  zwei  einander  ent- 
sprechende Strahlenpaare  dieser  Involution  sind. 

Wenn  die  Doppelpunkte!^  nnd  B conjugirt-imaginär  sind,  so  sind 
cs  auch  die  Doppelpunktstangenten.  Da  aber  zwei  conjugirt-ima- 
ginäre  Gerade  einen  reellen  Schnittpunkt  haben , so  können  nicht  a, 
und  4,  zu  at  und  b%  conjugirt  sein,  sondern  es  muss  einer  Doppol- 
tangeute  durch  A,  eine  Doppcltangcnte  durch  B conjugirt  sein.  Aber  dann 
sind  von  den  vier  Puukten  D„  E„  (Fig.  60.)  auch  zwei  nicht 
auf  einer  nämlichen  Seite  des  Vierscits  a,  a,  4, 4,  liegende  Punkte, 
z.  B.  die  Punkte  DlL>i  reell,  und  diu  andern  daun  E,,  Ea  coujugirt- 
imagiuär.  Und  hieraus  folgt  wieder,  dass  C als  Punkt,  welcher  auf 
i\L>t  die  Punkte  £>,  und  £>,  harmonisch  trennt  von  AB,  reell  ist  Da 
nun  dieser  reelle  Funkt  V der  dritte  Diagonalpunkt  ist  von  allen 
vollständigen  Vierseiten,  deren  Seiten  zwei  einander  entsprechende 
Paare  sind  von  den  Involutionen  um  A und  B,  so  besitzt  die  Curve 
6' 4 mit  den  imaginären  Iuflexiousknoteu  A uud  B neben  jedem  re- 
ellen Punkte  B auf  CB  einen  zweiten  reellen  Punkt  P' , der  von  C 
und  AB  harmonisch  von  P getrennt  wird.  Uud  deshalb  wird  man 
die  Curve  C4  central  nur  so  zu  projiciren  haben,  dass  die  Projectioncn 
A‘  und  B'  mit  den  imaginären  Kreispunkteu  der  neuen  Ebene  zu- 
sammenfallen, um  in  der  Projectionscurve  eine  Curve  C zu  erhalten, 
die  in  der  Projection  C'  von  C einen  Mittelpunkt  hat  Aber  hier- 
mit ist  noch  nicht  nachgewiesen,  dass  die  Projectionscurve  Achsen 
hat.  Ist  C (Fig.  62.)  der  Mittelpunkt,  und  sind  Bx  und  Dt  die 
reellen  Schnittpunkte  der  Doppelpunktstangenten  dieser  Pro- 
jectionscurve, so  erkennt  man  ü,  Dt  und  ihre  Mittelsenkrechte 
CE  unmittelbar  als  Symmetrieachsen  von  dieser  Curve;  da  ein  Um- 
klappen der  Figur  um  irgend  eiue  dieser  beiden  Geraden  eine  neue 
Cnrvo  liefert,  welche  mit  der  vorhergehenden,  ausser  sechszehn  Schnitt- 
punkten in  den  imaginären  Kreispnnkten  noch  die  acht  Schnitt- 
punkte mit  den  beiden  Geraden  gemein  hat  und  also  mit  ihr  zu- 
sammenfällt. 

Wir  nennen  die  Curven  C*  mit  zwei  reellen  Inflexionsknoten 
wieder  die  Curven  erster  Gattung,  die  Curven  C*  mit  zwei  conjugirt- 
imaginären  Infiexionskuoten  die  Curven  zweiter  Gattung  dieser  Spe- 
cies.  Es  sind  dann  von  dieser  Species  die  Mittelpunktscurven  wieder 
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als  Normalcurve  erster  und  als  Normalcurve  zweiter  Gattung  zu  be- 
zeiebnen. 

79.  „Es  giebt  drei  verschiedene  Arten  von  Normalcurven  C* 
erster  Gattung  und  nur  eine  Art  von  NormalcurTen  zweiter  Gattung.“ 

Die  Normalcurven  C*  erster  Gattung  teilen  sich  in  drei  Arten, 
jenachdem  die  beiden  reellen  Inflexionsknoten  Knotenpunkte,  oder 
einer  von  beiden  ein  Knotenpunkt,  und  der  andere  ein  conjngirter 
Punkt,  oder  aber  beide  conjugirte  Punkte  sind.  Sind  die  In- 
flexionsknoten Knotenpunkte,  so  ist  die  Curve  ihrer  Gestalt  nach 
nicht  von  der  ersten  Normalcurve  C 4 erster  Gattung  (Fig.  22.)  ver- 
schieden ; nur  geht  sie  nicht  durch  den  Mittelpunkt  C,  den  conjugirten 
Punkt  von  jener  Curve.  Die  zweite  Art  von  Normalcurven  C*  er- 
ster Gattung  mit  einem  conjugirten  Inflexionsknoten  A und  einem 
Inflexionsknoten  B mit  reellen  Doppelpunktstangenten  ist  in  Fig.  63. 
vorgeführt;  es  giebt  die  Figur  von  ihr  zwei  verschiedene  Formen 
C\  und  Ct  an,  die  bei  Parameteränderung  durch  die  zweite  Nor- 
malcurve  C*  hindurch  in  einander  übergehen.  Und  die  dritte  Art  von 
Normalcurven  C 4 erster  Gattung  mit  zwei  Inflexionsknoten  A und  B, 
deren  Doppelpunktstangenten  sämtlich  imaginär  sind,  giebt  Fig.  64. 
an4). 

Es  giebt  nur  eine  Art  von  Normalcurven  C*  zweiter  Gattung, 
da  bei  imaginären  Inflexionsknoten  keine  Unterschiede  in  den  Dop- 
pclpunktstangenten  obwalten  können.  Von  ihr  giebt  Fig.  65.  zwei 
verschiedene  Formen  C\  und  Cj  die  bei  Parameteränderung  durch 
die  Lemniskate  hin  in  einander  übergehen  können.  Diese  Curve 
ist  bekannt  als  das  Oval  von  Cassini  6). 


5)  Die  Gleichung  der  Cnrve  ist 

x*y*~f* tKC*  = t* 

Sind  a und  b beide  negativ,  so  bat  man  ce  mit  der  ersten,  haben  a nnd  b ver- 
schiedene Zeichen,  so  hat  man  cs  mit  der  zweiten,  sind  a und  6 beide  positiv, 
so  hat  man  es  mit  der  dritten  Art  der  Normalcurven  Ce  erster  Gattung 
tu  tun. 

6)  Die  Gleichung  der  Curve  ist 

(*,  + y*)*  + 2as(y!  — z*)-f-pa*  — 0 
Ist  die  Curve  C‘  (Fig.  59.)  bestimmt  durch  die  Infiexionsknoten  A,  B, 
die  Infiexionsdoppeltangenteu  o,,  a,  und  6,,  i,  in  diesen  Funkten  und  den 
Punkt  P , so  bat  der  Kegelschnitt  , welchen  in  A,  B und  P die  erste  Polare 
von  P in  Besag  auf  C4  berührt,  den  Punkt  P'  sum  Pole  von  AB.  An  der 
Normalcurve  C 4 zweiter  Gattung  angepasst,  findet  man  aber,  dass  der  Kreis, 
welcher  diese  Cnrve  in  den  unendlich  fernen  Kreispunkten  und  in  P berührt, 
seinen  Mittelpunkt  hat  im  Punkte  P',  welcher  in  der  (Fig.  62.)  um  />,/>, 
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umgelegten  Transformation  der  reciproken  Radien  mit  der  Föten«  CD%  dem 
Funkte  P entspricht.  So  findet  man  weiter,  dass  der  Ort  dieser  Mittelpunkte 
für  die  bei  den  verschiedenen  Punkten  der  Curve 

(*’ + y *)! + 2<n(y* — **) + na1  -=  0 
vorkommenden  Kreise  die  Curve 

(«•+*’)’+  - ■»>  + ? -0 

r r* 

ist;  für  diese  Curve  liegen  die  Doppoltrennpnnktc  Ul  und  in  einer  Ent- 
fernung - -i/u  von  C u.  8.  w. 

fi 

Aus  der  letzteren  Betrachtung  entnehmen  wir,  dass  die  Normale  in  irgend 
einem  Punkte  P von  einer  Ovale  von  Cassini  den  Punkt  P'  enthält,  welcher 
P in  der  angedcutctcn  umgelcgten  Transformation  von  reciproken  Radien  ent- 
spricht. Dieses  Resultat  gilt  auch  für  den  besonderen  Fall  der  Lemniskute. 

In  der  letzten  Bemerkung  ist  die  einfachste  Lösung  der  Aufgabe  enthalten: 
in  einem  Punkt  P von  einer  durch  diesen  Punkt  P und  die  beiden  Doppel- 
brennpunkte  bestimmten  Ovale/  von  Cassini  die  Normale  und  die  Tangente  zu 
construiren.  Ist  nämlich  />,  einer  der  Doppelpunkte  und  C der  Mittelpunkt, 
so  bestimmt  man  den  Punkt  P'  mittelst  der  beiden  Relationen 

Z-  Dx  er 1 — z PCDX  und  CP. CP'  — CDf\ 
dann  ist  PP1  die  Normale  in  P an  der  Curve  u.  s.  w.  Bei  der  Lcmniskate 
ist  also  die  Einhüllende  der  Verbindungslinie  des  Lemniskatenpunktes  Q mit 
dem  Punkte  von  dem  Wendeschnitte,  welcher  dem  Q entsprechenden  Punkte 
C'  diametral  gegen  über  liegt  zu  gleicher  Zeit  die  Evolute  der  Lcmniskate;  sic 
ist  eine  Curve  CJÄ  sechtcr  Ordnung  und  sechster  Classe  von  der  Gleichung 

(**  +y')V*!  — y*  — I a V 2 

(man  vergleiche  „die  Lemniskute  in  rationaler  Behandlung  von  Dr.  Emil  Wejr. 
Art.  20). 

Es  wird  auch  leicht  geometrisch  erkannt,  dass  die  Evolute  der  Lcmniskate 
von  der  sechsten  Classe  ist.  Ist  P ein  gegebener  Punkt  und  l irgend  eine 
Gerade  durch  P , so  wird  der  Kegelschnitt,  welcher  in  der  um  die  Brenn- 
punktenachsc  umgelegte  Transformation  der  reciproken  Radien  der  Geraden  l 
entspricht,  l in  zwei  Punkten  schneiden.  Also  ist  der  Ort  der  einander  ent- 
sprechenden Punkte,  deren  Verbindungslinien  durch  P gehen,  eine  durch  C 
und  die  imaginären  Doppelpunkte  der  Lcmniskate  gehende  Curve  dritter  Ord- 
nung, welche  ausser  diesen  Puukten  noch  sechs  Punkte  mit  der  Lemniskatc 
gemein  hat. 
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VIII. 

Beitrag  zur  Lehre  von  der  Bewegung 
eines  festen  Körpers  in  einer  incompressibeln 
Flüssigkeit. 


Von 

Fr.  Kötter. 


Bekanntlich  bat  Diricblet  die  Bewegung  vollständig  bestimmt 
welche  ein  irgend  wie  bewegter  fester  kugelförmiger  Körpor  in  einor 
ihn  umgebenden  incompressibeln  reibungslosen  Flüssigkeit  bervor- 
ruft.  Es  ergiebt  sieb,  dass  man  den  Druck , welchen  die  Flüssigkeit 
auf  den  Körper  ausübt,  auseben  kann  als  die  Resultante  zweier 
Kräfte,  nämlich  des  hydrostatischen  Druckes  und  einor  Kraft,  deren 
Angriffspunkt  der  Mittelpunkt  der  Kugel  ist,  deren  Grösse  propor- 
tional, und  deren  Richtung  entgegengesetzt  der  Beschleunigung  dieses 
Punktes  ist.  Es  folgt  hieraus  unmittelbar,  dass,  wenn  äussere  Kräfte 
nicht  wirken,  und  die  Masse  der  Kugel  homogen  ist,  der  Mittelpunkt 
der  Kugel  in  gerader  Linie  mit  constanter  Geschwindigkeit  fort- 
schreitet. 

Ein  ähnliches  scheinbar  bisher  nicht  veröffentlichtes  Gesotz  gilt 
auch  dann,  wenn  die  Massenverteilung  der  Kugel  nicht  homogen  ist 
Aus  dem  über  den  Druck  Gesagten  kann  man,  ohne  auf  den  hydrodyna- 
mischen Ausgangspunkt  zurückzugellen,  mit  den  Hifsmitteln  der  ge- 
wöhnlichen Mechanik  folgern , dass  bei  beliebiger  Massenverteilung 
ein  gewisser  zwischen  Schwerpunkt  und  Mittelpunkt  gelegener  Punkt, 
wenn  äussere  Kräfte  nicht  vorhanden  sind,  geradlinig  mit  constanter 
Geschwindigkeit  sich  bewegt.  Dass  wir  beim  Beweise  dieses  Ge- 
setzes, welchem  die  folgenden  Seiten  gewidmet  sind,  auf  den  hydro- 
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dynamischen  Ausgangspunkt  zurückgreifen,  hat  erstens  den  Zweck,  das- 
selbe für  eine  ganze  Reihe  von  Körpern  darzutun,  und  zweitens  den  Zweek, 
den  innern  Grund  desselben  klarer  hervortreten  zu  lassen.  Wir 
werden  zeigen,  dass  das  fragliche  Theorem  und  etliche  audere  damit 
im  Zusammenhang  stehende  dann  gelten,  wenn  die  Gestalt  des  Körpers 
zwei  sich  senkrecht  schneidende  Symmetrieachsen  besitzt,  in  denen  sich 
je  zwei  Paare  Symmetrieebenen  unter  rechtemWinkei  schneiden.  Solche 
Körper  sind  z.  B.  der  Würfel,  das  regelmässige  Oktaeder,  die  Kugel, 
der  Körper,  dessen  Oberfläche  die  Gleichung  hat: 

a:4  -|-  y4  -j-  z4  -{-  as(y*  z*  -)-  zs  -f-  <e*  y1)  = Aa 

n.  a.  m.  Um  uns  künftig  unnütze  Weitläufigkeiten  zu  ersparen, 
werden  wir  derartige  Körper  beliebiger  Massenverteilung  dadurch 
bezeichnen , dass  wir  sagen , ihre  Gestalt  sei  im  hydrodynamischen 
Sinne  regelmässig  oder  trage  den  hydrodynamischen  Charakter  der 
Kugel. 

Für  die  modernen  Methoden  *)  zur  Bestimmung  der  Bcwcgungs- 
gleichungen  eines  beliebigen  Körpers  in  einer  idealen  Flüssigkeit  ist 
der  Umstand  von  besonderer  Bedeutung,  dass  die  lebendige  Kraft 
der  Flüssigkeit  sich  ebenso  wie  diejenige  des  Körpers  darstellen  lässt 
als  homogene  quadratische  Function  der  Gcschwiudigkeitscomponenteu 
«etc,  welche  der  Anfangspunkt  eines  in  dem  Körper  festen  Coor- 
dinatensystems  nach  dessen  Achsen  besitzt,  und  der  drei  Rotations- 
eomponenten  pgr  des  Körpers  um  dieso  Achsen.  Besitzen  nämlich, 
wie  wir  annehmen  wollen,  die  auf  die  Flüssigkeit  wirkenden  Kräfte 
ein  Potential,  so  sind  bei  passend  gewähltem  Anfangszustand  die 
Componentcn  der  Geschwindigkeit  eines  Flüssigkeitsteilchens,  dessen 
Coordinaten  in  dem  bezeichneten  Coordinatensystem  xyt  sind , die 
Ableitungen  einer  Function  t p nach  ryz.  Als  Function  der  Zeit  t 
betrachtet,  ist  dieselbe  eine  lineare  Function  der  sechs  Grössen 
pqrt 

«<Pi+f<Pi  + ^fs+P(Pt+q<Pi-\-rtp6 

deren  Coefficienten  <p, , cp,,  . . q>6  zwar  von  xyz,  nicht  aber  von  der 
Zeit  t abhaugen.  Der  Charakter  der  Functionen  ist  durch  die  geo- 
metrische Gestalt  des  Körpers  bedingt,  wird  aber  durchaus  nicht 
durch  dessen  Massenverteilnug  beeinflusst.  Die  lebendige  Kraft  der 
Flüssigkeit,  deren  Dichtigkeit  g sein  möge,  erhalten  wir  durch  das 
dreifache  Integral 

j/yy***  («r+ey+fc» 


1)  Kirchhoff:  Ueber  die  Bewegung  eines  Rotationskörpers  in  einer  Flüs- 
sigkeit. Borchardts  Journal  Bd.  71.  1869. 
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welches  über  den  ganzen  unendlichen  Raum  zu  erstrecken  ist  mit 
Ausnahme  desjenigen  Teiles,  welcher  von  dem  festen  Körper  aus- 
gefüllt wird;  die  Grenzen  des  Integrals  sind  also  in  jedem  Augen- 
blick dieselben.  Daraus  erhellt  dann  unmittelbar,  dass  die  lebendige 
Kraft  wirklich  die  angegebene  Form  hat.  Bezeichnet  man  nun  mit 
T die  gesamte  lebendige  Kraft,  d.  h.  also  die  Summe  derjenigen  des 
Körpers  und  derjenigen  der  Flüssigkeit,  mit  X,  Y,  Z die  Componen- 
tensummeu  und  mit  Mz  M,  die  Drehungsmomente  sämtlicher  auf 
die  Flüssigkeit  wie  auf  den  festen  Körper  wirkenden  äusseren  Kräfte, 
so  erhält  man  das  folgende , zuerst  von  Kirchhoff  in  voller  Allge- 
meinheit entwickelte  System  von  Differentialgleichungen  für  die  Be- 


wegung  des  gegebenen 

Körpers : 

d (87\  8 T 

dt  \0U  / ® 0IP 

d 18  r 

dt  \ 8vj 

\ 8T 

) ” r 8» 

*s£+r 

d (8T 
tlt  \3tr, 

1 

äi<e 

R, 

1 

«JT+* 

d 187' 

v 8t 

8T  . 8T 

8t 

tU  \0p. 

) = vto~ 

"di  + lfr- 

r 8q+Mx 

d (8T\ 

i 8T 

8T  , 8T 

8t  . „ 

dt  \9(iZ 

“ 0^+  r ” 

P är  +M* 

d (87 
tlt  \3r 

"v  87 

)-u  di 

8t  . 8t 

v8i+p8i~ 

■«£+* 

Dasselbe  stimmt  in  seiner  Form  wesentlich  mit  demjenigen 
überein,  welches  die  Bewegung  eines  Körpers  im  leeren  Raume  dar- 
8tellt  Wie  man  nun  bei  dem  letzterwähnten  Problem  die  Bewegung 
auf  ein  im  Räume  festes  Coordinatensystem  beziehen  kann,  so  lassen 
sich  auch  in  dem  hydrodynamischen  Problem  für  die  Componenten- 
summen  und  Drebungsmomente  in  Bezug  auf  drei  im  Raume  feste 
Achsen  Ausdrücke  in  den  Bewegungs-  und  Lageelemeuten  des  Kör- 
pers ableiten.  Wir  bezeichnen  die  neuen  Coordinatenachsen  als  5, 
t;,  { Achse,  mit  S,  H,  Z die  Componentensummen  nach  diesen  Achsen 
und  mit  o,  ^,  y,-  die  Richtungscosmus  der  Achsen  der  beiden  Systeme 
zu  einander  in  der  Weise,  wie  sie  durch  das  nachstehende  Schema 
verdeutlicht  wird: 


X 

t 

Z 

i 

«1 

“» 

«3 

V 

ß, 

ß* 

ße 

t 

Yi 

Yt 

Y 8 
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Die  drei  Gleichungen,  welche  den  translatorischen  Gleichnngcn  für 
den  leeren  Baum  entsprechen,  lauten  dann: 


d 

( dT  , 02  , dT\ 

dt 

("*  du  + “a  So  + °*sj 

1 A 

d 

/„  dT  , „ dT  , „ 02"! 

dt 

\ß'  du+ß*dv  + & S«*> 

d 

/ dT  , dT  , 02”v 

dt 

V'  & +*'&  + **  du,) 

— Z 

Auch  diese  Gleichungen  stimmen  in  ihrer  Form  mit  den  ent- 
sprechenden des  zur  Vergleichung  herangezogenen  einfacheren  Pro- 
blems wesentlich  Qbereiu;  gewöhnlich  werden  in  diesem  Falle  die 
lotztangefuhrten  in  etwas  anderer  Form  anfgefuhrt , welche  die  ein- 
fache mechanische  Bedentnug  der  Grössen  besser  hervortreten  lasst, 
deren  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  auf  der  linken  Seite  ste- 
hen. Dieso  Grössen  sind  bekanntlich  die  mit  der  Masse  des  im 
leeren  Baum  bewegten  Körpers  multiplicirteu  Compouenten  der  Ge- 
schwindigkeit seines  Schwerpunktes.  Deswegen  liefern  für  die  Be- 
wegung im  leeren  Baum  diese  Gleichungen  eine  klarere  Einsicht  in 
das  Wesen  der  fortschreitenden  Bewegung  als  die  erstgenannten 
Gleichungen.  Anders  bei  der  Bewegung  in  der  Flüssigkeit;  dort  haben 
im  allgemeinen  die  Grössen  - 

dT  dT  , dT 

“>  0«  + °»&r  + °»0w 

u.  s.  w.  nicht  mehr  eine  so  einfache  Bedeutung,  und  daher  bieten 
diese  Gleichungen  nicht  mehr  den  Vorteil  wie  vorher.  Zwar  liefern 
sie  in  gewissen  einfachen  Fällen,  z.  B.  woun  keine  Kraft  oder  nur 
die  Schwere  wirkt,  je  ein  Integral,  dafür  bringen  sie  aber  auch  schon 
frühzeitig  die  Bichtuug  der  Achsen  selbst  in  die  Gleichungen;  des- 
halb empfiehlt  es  sich  bei  dem  hydrodynamischen  Problem,  nament- 
lich in  dem  Falle,  dass  keine  äusseren  Kräfte  wirken,  zunächst  bei 
dem  bewegten  Coordiuatensystem  stehen  zu  bleiben,  wie  es  die  For- 
scher auf  diesem  Gebiete  bisher  getan  haben.  In  dom  speciellen 
Fallo,  welchen  wir  jetzt  ins  Auge  gefasst  haben,  lassen  sich  für  den 
leeren  Baum  sämtliche  Integrale  des  Systems  von  6 Differential- 
gleichungen für  uvtcpqr  finden.  Bei  dem  hydrodynamischen  Pro- 
blem lassen  sich,  wenn  die  Form  des  festen  Körpers  völlig  willkür- 
lich bleibt,  nur  drei  und  zwar  t nicht  explicite  enthaltende  Integrale 
fiuden.  Clebsch  ■}  hat  aber  gezeigt,  dass,  wenn  ein  weiteres  von  t 


1)  Mathematische  Annalen.  Bil.  3.  pag.  238 — 262.  1871. 
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freies  Integral  bekannt  wäre,  sich  mit  Hülfe  von  Jacobi’s  Theorem 
des  letzten  Mnltiplicators  ein  fünftes  derartiges  Integral  und  dann 
auch  das  sechste , t enthaltende  Integral  finden  lasse.  Die  Frage, 
unter  welchen  Umständen  das  fehlende  vierte  Integral  durch  eine 
constant  zu  setzende  homogene  lineare  oder  quadratische  Function 
geliefert  wird,  beantwortet  der  genannte  Forscher  dahin,  dass  diese 
Möglichkeit  an  gewisse  Relationen  zwischen  den  Coefficienten  der 
Fnnction  T geknüpft  ist  Die  Erfüllung  der  für  den  ersten  Fall 
nötigen  Bedingungen  hatte  Kirchhof! 1 ) schon  vorher  durch  die 
vereinfachende  Annahme  erreicht,  dass  der  Körper  sowol  in  Ge- 
stalt wie  in  Massenverteilung  den  Charakter  eines  Rotationskörpers 
hat,  d.  h.  zwei  Paare  von  senkrecht  auf  einander  stehenden  Sym- 
metrieebenen besitzt,  deren  Schnittlinien  zusammenfallen.  Das  Inte- 
gral, welches  sich  in  diesem  Falle  ausser  den  drei  erwähnten  finden 
lässt,  drückt  aus,  dass  der  Körper  mit  constanter  Geschwindigkeit 
nm  seine  Achse  rotirt  Den  zweiten  Fall,  dessen  Lösung  in  einem 
speciellen  Fall  Herr  Weber  *)  auf  Thetafunctioneu  zweier  Variablen 
zurückgeführt  hat,  welche  lineare  Functioneu  der  Zeit  sind,  lässt 
sich  anseheu  als  die  Bewegung  gewisser  Körper,  deren  Gestalt  und 
Massenverteilung  drei  senkrecht  auf  einander  stehende  Symmetrie- 
ebsnen  besitzt. 

Der  Umstand,  dass  der  Teil  der  lebendigen  Kraft,  welcher  von 
dem  festen  Körper  selbst  herrührt,  schon  von  vornherein  eine  ge- 
wisse einfache  Form  hat , lässt  voranssetzen , dass  schon  die 
Annahme  gewisser  Symmetrien  der  Form  hinreichen  werde,  den 
Ausdruck  für  die  lebendige  Kraft  zu  vereinfachen.  Wir  wollen  die 
Richtigkeit  dieser  Voraussetzung  an  dem  Beispiel  der  Körper  dartun 
deren  Gestalt  den  Charakter  der  Kugel  hat.  Zu  dem  Ende  wählen  wir 
das  Coordinatensystem  so,  dass  die  y und  die  2 Achse  mit  je  einer  der 
beiden  Symmetrieachsen  zusammenfallen.  Aut  den  Teil  der  leben- 
digen Kraft,  welcher  von  der  Bewegung  der  Flüssigkeit  berrührt, 
hat  nur  die  Gestalt,  nicht  aber  die  Massenverteilung  des  festen  Kör- 
pers Einfluss;  es  lassen  sich  also  auf  diesen  Teil  dieselben  Ueber- 
legungen  anwenden , welche  Kirchhoff  zur  Vereinfachung  des 
Ausdrucks  der  lebendigen  Kraft  des  gesamten  Systems  bei  Rotations- 
körpern gebraucht.  Berücksichtigen  wir  zunächst,  dass  die  Gestalt 
des  Körpers  in  Bezug  auf  die  2 Achse  den  Character  einer  Rotations- 
fläche hat,  so  erhalten  wir  für  den  fraglichen  Teil  der  lebendigen 
Kraft  T den  Ausdruck 


1)  Vergl.  auch  Kopeke:  Mathematische  Annalen.  Bti.  IS.  pag.  387  — 
40*.  1877. 

S)  Mathematische  Annalen.  Bd.  14.  pag.  173.  1879. 
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Tf  — «1 1(“’  +»’)  + ^J3  >'’*  + c44  (pS  + 3S)  + «S6  r*  + 2c1i  (“9  — ®P> 

Da  aber  auch  iu  Bezug  auf  die  y Achse  die  Gestalt  des  festen 
Körpers  deu  Charakter  einer  Rotationsfläche  hat,  so  muss 

c,j  = 0,  c,,  = «jj,  eit  = Cjg 

sein.  Wir  können  daher  den  Teil  der  lebendigen  Kraft,  welcher  von 
der  Flüssigkeit  herrührt,  schreiben,: 

j | A/’(us  + »*  + w*)  + A(p*  + 9* +r*)  I 

Derselbe  stimmt  also  genau  überein  mit  der  lebendigen  Kraft  eines 
homogenen  kugelförmigen  festen  Körpers  von  der  Masse  M'  und 
dem  Trägheitsmoment  L,  welcher  mit  dem  gegebenen  Körper  derart 
fest  verbanden  ist,  dass  der  Mittelpunkt  der  Kugel  mit  dem  geo- 
metrischen Mittelpunkt  des  Körpere  zusammen  fällt.  Es  braucht 
nicht  besonders  hervorgehoben  zu  werden,  dass  diese  Eigenschaft 
selbstverständlich  unabhängig  von  der  Wahl  des  in  dem  gegebenen 
Körper  festen  Coordinatensystems  ist  Wir  können  nns  daher  die 
gesamte  lebendige  Kraft  vorstellen  als  die  lebendige  Kraft  eines  ein- 
zigen festen  Körpers,  dessen  Masse  besteht  aus  der  Masse  M des 
gegebenen  Körpers  und  der  Masso  M\  welche  wir  künftig  als  mit- 
geführte Masse  bezeichnen  wollen. 

Der  Schwerpunkt  des  ganzen  Systems , von  welchem  wir  jetzt 
sehr  wol  reden  können,  ist  leicht  aufznfinden;  er  teilt  die  Ver- 
bindungslinie des  Schwerpunktes  des  gegebenen  Körpers  und  des 
Schwerpunktes  der  mitgefUlirteu  Masse,  d.  h.  des  Mittelpunktes,  nach 
dem  Verhältniss  der  beiden  Massen.  Sind  die  Coordinaten  des  Massen- 
mittelpunktes für  deu  gegebenen  Körper  a,  4,  e,  so  hat  also  der 
Schwerpunkt  des  ganzen  Systems  die  Coordinaten 

M „ M _ M 

“ — * ~ y — M+M,c 

In  demselben  Sinne  ist  man  nach  den  bisherigen  Entwicklungen 
berechtigt  von  Ilauptträgheits-Achsen  des  ganzen  Systems  in  Bezug 
auf  seinen  Schwerpunkt  zn  sprechen.  Wählen  wir  nun  diese  Linien 
zu  Coordinatenaxen , so  nimmt  die  lebondige  Kraft  dos  ganzen  Sy- 
stems die  Form  an: 

In  nnserm  Falle  bietet  die  Bezugnahme  auf  ein  im  Raume  festes 
Coordinateusystem  dieselben  Vorteile  wie  bei  der  Bewegung  im 
leeren  Raum;  denn  die  Ausdrücke 
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0?  . ar  ar 

a«"1 + e»  "»  + 0U,“” 


dT*  O.37’«  A.*lo 

P»  + 3t.  "*  + 0w  *»> 


0tt 


dT  ,8T  , 8T 

g^y.  + ^y.  + ^ys 


nehmen  hier  die  einfachere  Form  an : 

(JW+  Ma)  (ua,  -j-  m>j  -f  v?a3),  (M-\-  Mt)  (uß,  -|-  vßa  -f-  «$,), 

(M -f-  Mt)  f«  yi  + v y,  -f  w yj 


Die  zweiten  Factoren  dieser  Ausdrücke  sind  die  Componenten  der 
Geschwindigkeit  nach  den  Achsen  des  im  Raome  festen  Coordinaten- 
systems  für  den  Anfangspunkt  des  beweglichen  Systems  und  können 
also,  wenn  die  Coordinaten  des  letzteren  {,  ij,  [ sind,  geschrieben 
dt  dl  dt 
dt'  dt’  dt 


werden 


Für  die  fortschreitende  Bewegnug  des  Körpers  haben  wir  also 
die  folgenden  Glcichnngen 

(M+M‘)*l-  3,  (M+M‘)^  - H,  (M+M')^  = [Z 


deren  Inhalt  sich  folgendermaassen  in  Worten  aussprechen  lässt: 

„Bei  der  Bewegung  eines  festen  Körpers,  dessen  Gestalt  den 
hydrodynamischen  Charakter  einer  Kugel  hat,  in  einer  incompressi- 
beln reibungslosen  unendlichen  Flüssigkeit  beschreibt  ein  gewisser 
zwischen  seinem  Mittelpunkt  und  seinem  Schwerpunkt  gelegener 
Punkt  dieselbe  Bahn,  welche  der  Schwerpunkt  eines  aus  der  eigenen 
und  der  mitgeführten  Masse  gebildeten  Körpers  unter  Einfluss  der- 
selben äusseren  Kräfte  im  leeren  Baum  beschreiben  würde.“ 

Wirken  Bpeciell  gar  keine  äusseren  Kräfte,  so  ist 
dt*  " dt*  “ dt*  “ u 

\ 

Wir  erhalten  also  folgende  Erweiterung  des  in  der  Einleitang  er- 
wähnten Theorems  von  Diricblet: 

„Welches  auch  immer  die  Massenverteilung  innerhalb  eines 
Körpers  von  Kugelgestalt  sein  möge,  stets  lässt  Bich  auf  der  Ver- 
bindungslinie von  Schwerpunkt  und  Mittelpunkt  ein  Punkt  finden, 
welcher  mit  constanter  Geschwindigkeit  in  gerader  Linie  fort- 
schreitet“ 


Ist  der  Körper  und  die  ihn  umgebende  Flüssigkeit  der  Schwere 
unterworfen,  so  muss,  damit  die  Flüssigkeit  im  Unendlichen  ruhe, 

li* 
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durch  eine  dort  aufgestcllte  Fläche  ein  gewisser  Druck  ausgeübt 
werden,  welcher  dem  hydrostatischen  Druck  gleich  ist.  Dieser  Druck 
würde  im  Stande  sein,  die  durch  die  constante  beschleunigende  Kraft 
hervorgerufene  Wirkung  aufzuheben,  wenn  der  ganze  Raum  mit 
Flüssigkeit  erfüllt  wäre;  cs  ist  also  die  Resultante  sämtlicher  auf 
den  flüssigen  Teil  des  Systems  wirkenden  Kräfte  gleich  dem  Gewicht 
derjenigen  Masse,  welche  den  von  dem  festen  Körper  eingenommenen 
Raum  auszufüllen  im  Stande  wäre,  oder  gleich  dem  Gewicht  der 
sogenannten  verdrängten  Masse,  welche’  wir  M”  nennen  wollen. 
Ihr  Angriffspunkt  ist  der  Mittelpunkt  des  Körpers,  ihre  Richtung 
derjenigen  der  Schwere  entgegengesetzt.  Geben  wir  der  f Achse 
die  Richtung  der  Schwere,  so  ist 

3 = H — 0 Z — g(M  - M")  — 0 
und  die  Gleichungen  der  Bowogung  lauton: 

(Af+Af-j^l-Ö  (M+M')  5 
(Af+M')  _ g(M~M") 

„In  einer  schweren  incompressibeln  Flüssigkeit  bewegt  sich  also 
ein  Punkt  eines  schweren  Körpers,  dessen  Gestalt  den  Charakter 
der  Kugel  hat,  gerade  so,  wie  sich  der  Schwerpunkt  eines  festen 
Körpers  von  der  Masse  (Af+Af'j  im  leeren  Raum  unter  Einfluss 
der  constanten  beschleunigenden  Kraft  g(M  — M" ) bewegen 
würde;  d.  h.  in  einer  Parabel.  AI  ist  die  eigene  Masse  des  Körpers, 
M‘  die  mitgeführte  uud  M"  die  verdrängte  Masse  der  Flüssigkeit.“ 

Die  rotatorische  Bewegung  des  Körpers  erkennt  man  leichter 
unter  Beibehaltung  des  im  Körper  festen  Coordiuatensystems.  Die- 
selbe wird  bei  der  speciellen  Form,  welcho  die  lebendige  Kraft  in 
unserem  Falle  hat,  gegeben  durch  die  Gleichungen : 

P i J =-(R,-Q1)3r-t-A/I 

Qi  J = (Pi-RJrr  + M, 

Sind  die  Drehungsmomente  der  äusseren  Kräfte  bekannt,  so  ist  das 
Problem  der  Rotation  ebenfalls  identisch  mit  einem  derartigen  Pro- 
bleme für  den  leeren  Raum.  Wirken  speciell  gar  keine  äusseren 
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Kräfte,  so  rotirt  der  Körper  in  der  Flüssigkeit  am  den  Schwerpunkt 
des  ganzen  Systems  in  derselben  Weise  wie  ein  fester  Körper  im 
leeren  Raum  nm  seinen  Schwerpunkt  rotirt.  Vereinigen  wir  das  mit 
dem  über  die  fortschreitende  Bewegung  Gesagten,  so  erhalten  wir 
das  Theorem: 

„Wirken  keine  äusseren  Kräfte,  so  bewegt  sich  auch  ein  nicht 
homogener  fester  Körper  regelmässiger  Gestalt  in  einer  incompres- 
siblen  Flüssigkeit,  wie  sich  ein  gewisser  durch  Gestalt  und  Massen- 
verteilung des  gegebenen  bedingter  Körper  im  leeren  Kaum  bewegen 
würde.  Die  Rolle  des  Schwerpunktes  spielt  dabei  ein  Punkt,  wel- 
cher die  Verbindungslinie  von  Schwerpunkt  und  Mittelpunkt  nach 
dem  Verhältniss  der  mitgoführten  und  der  eigenen  Masse  teilt“ 

In  Bezug  auf  die  fortschreitende  Bewegung  eines  festen  schweren 
Körpers  wird  durch  das  Vorhandensein  einer  schweren  Flüssigkeit 
keine  andere  Aenderuug  der  Bewegung  bewirkt,  als  dass  die  Con- 
stante  der  Beschleunigung  verringert  wird.  Die  Rotation  dos  festen 
Körpers  in  einer  schweren  Flüssigkeit  folgt  jedoch  nicht  so  einfachen 
Gesetzen,  wie  die  Rotation  im  leeren  Raum.  Bekanntlich  rotirt  ein 
frei  beweglicher  Körper  im  leeren  Raum  um  seinen  Schwerpunkt 
gerade  so,  als  ob  gar  keine  äusseren  Kräfte  wirkten.  Es  beruht  das 
darauf,  dass  die  äusseren  Kräfte  — hier  lediglich  die  Schwere  der 
einzelnen  Teile  des  festen  Körpers  — eine  Resultante  haben,  welche 
durch  den  Schwerpunkt  des  festen  Körpers  gebt,  und  also  in  Bezug 
auf  keine  durch  diesen  Punkt  gehende  Linie  ein  Drehungsmoment 
haben  kann.  Bei  der  Bewegung  in  einer  Flüssigkeit  wirken  jedoch 
zwei  Kräfte  entgegengesetzter  Richtung,  deren  Angriffspunkte  ver- 
schieden sind,  nämlich  im  Schwerpunkte  des  Körpers  sein  eigenes 
Gewicht,  im  geometrischen  Mittelpunkt  der  hydrostatische  Auftrieb, 
welcher  gleich  dem  Gewichte  der  verdrängten  Masse  ist  In  Bezug 
auf  das  zu  Grunde  gelegte  Coordinatensystem  möge  der  Schwer- 
punkt die  Coordinaten 

M'  M'_%  M' 

M+.U  ‘ M+M'  *’  M+M'  C 

haben;  dann  hat  der  Mittelpunkt  die  Coordinaten 

M M , M 

~ M+M'a’  M+M'b' 


und  die  Drehungsmomente  in  Bezug  auf  die  im  Körper  festen  Achsen 
sind : 


a 


M(M’+M") 

M+M' 


(cy,  - Ay,) 
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9 


M+IP 


(oy,— <7i) 


0 - M+M‘ 


Die  Rotation  dog  Körpers  um  den  Coordinatenanfangspunkt  gehorcht 
also  dem  durch  folgende  Gleichungen  dargestellten  Gesetz: 


(1J,— Q,)gr+g 


M+if 


(cy,  - by3) 


Qt 


eiq 

dt 


(A  ~ Ri)<T>  + 9 M+M7'2  ^ ~ Cy^ 


(Qi  ~ A)P5+ff 


M(M'  + M") 
~M+M' 


(byt—ayt) 


Durch  Gleichungen  von  derselben  Form  ist  aber  die  Rotation  eines 
schweren  Körpers  im  leeren  Raum  bestimmt,  welchen  man  in  einem 
von  seinem  Schwerpunkt  verschiedenen  Punkt  befestigt  hat.  Wir 
haben  demnach  das  Theorem: 


„Der  Schwerpunkt  der  mitgeführten  und  der  eigenen  Masse 
eines  in  einer  schweren  incompressiblen  Flüssigkeit  frei  beweglichen 
schweren  Körpers  von  regelmässiger  Gestalt  aber  beliebiger  Massen- 
verteilung bewegt  sich  wie  der  Schwerpunkt  eines  festen  Körpers  im 
leeren  Raum  in  einer  Parabel.  Während  aber  im  leeren  Raum  die 
Rotation  eines  festen  Körpers  um  seinen  Schwerpunkt  so  beschaffen 
ist  als  ob  gar  keine  äusseren  Kräfte  wirkten,  rotirt  der  Körper  in 
der  schweren  Flüssigkeit  um  den  genannten  Punkt  in  derselben  Weise, 
wie  im  leeren  Raume  ein  gewisser  schwerer  Körper,  von  welchem 
ein  vom  Schwerpunkt  verschiedener  Punkt  befestigt  ist. 


Fassen  wir  das  Gesagte  noch  einmal  zusammen,  so  ergiebt  sich, 
dass  der  Einfluss  der  Flüssigkeit  auf  die  Bowegnng  eines  festen  Kör- 
pers regelmässiger  Gestalt  in  ihr, "abgesehen  von  der  Modification  der 
äusseren  Kräfte  nach  dem  Gesetz  des  Archimedes,  aufgefasst  werden 
kann  als  eine  Vermehrung  der  Masse  und  der  Trägheitsmomente, 
verbunden  mit  einer  Verlegung  des  Schwerpunktes  und  des  Systems 
der  Hauptträgheitsachsen.  Das  gilt  selbstverständlich  anch  dann 
noch,  wenn  der  feste  Körper  durch  irgend  welche  Vorrichtungen  an 
der  freien  Bewegung  gehindert  ist,  wenn  er  z.  B.  gezwungen  ist,  sich 
rotationslos  in  gerader  Linie  zu  bewegen,  oder  wenn  er  sich  ledig- 
lich um  eine  feste  Achse  drehen  kann.  In  den  beiden  genannten 
Fällen  ist  sogar  die  Möglichkeit,  den  Einfluss  der  Flüssigkeit  auf 
die  Bewegung  des  Körpers  in  der  genannten  Weise  zu  beschreiben. 
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nicht  an  die  Bedingung  der  regelmässigen  Gestalt  geknüpft , sondern 
gilt,  wie  Herr  C.  Neumann  !)  nachgewiesen,  hat  für  beliebige  Körper, 
sobald  nnr  vorausgesetzt  werden  darf,  dass  der  von  der  Flüssigkeit 
erfüllte  Baum  einfach  zusammenhängend  ist  Es  mag  dem  Verfasser 
dieser  Abhandlung  zum  Schluss  die  Bemerkung  gestattet  sein,  dass 
dasselbe  auch  noch  bei  einem  höheren  Grade  von  Freiheit  der  Be- 
wegung gilt,  nämlich  bei  der  Rotation  um  einen  festen  Punkt.  Wenn 
keine  äussere  Kraft  oder  nur  die  Schwere  wirkt,  so  ist  das  Problem 
der  Rotation  eines  beliebigen  Körpers  im  wesentlichen  identisch  mit 
dem  entsprechenden  Problem  für  den  leeren  Raum;  das  Vorhanden- 
sein der  Flüssigkeit  bewirkt  einerseits  eine  Vermehrung  der  Träg- 
heitsmomente und  eine  Drehung  des  Systems  der  Hauptträgheits- 
achsen für  den  Rotationsmittelpunkt,  andererseits  nach  dem  Gesetz 
des  Archimedes  eine  Verminderung  des  Gewichtes  und  eine  Verlegung 
des  Schwerpunktes. 

Berlin,  1887. 

1)  C.  Neumann,  Hydrodynamische  Untersuchungen.  Leipzig  IS83.  pag. 
79  and  84. 
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X. 

Principien  der  » dimensionalen  Curventheorie. 


Von 

R.  Hoppe. 


§.  1.  Anordnungen. 

Die  Lage  eines  Punkts  variire  mit  n (vorbebaltlicb  erklärter 
Bestimmung)  unabhängigen  Grössen,  die  wir  als  Coordinaten  bezogen 
auf  n orthogonale  Axen  auffassen.  Sind  diese  Coordinaten  sämtlich 
Functionen  eines  Parameters,  so  erzengt  der  Punkt  eine  Linie  t. 

Bei  Normirung  der  Eigenschaften  dieser  Linie  lassen  wir  uns 
von  folgenden,  in  der  Raumcurventbeorie  gemachten  Erfahrungen 
leitet 

1)  Fast  alle  allgemeinen  Bestimmungen  lassen  sich  mit  An- 
wendung eiuer  einzigen  Coordinate,  welche  vermöge  ihrer  beliebigen 
Lage  alle  übrigen  vertreten  kann,  zum  Ausdruck  bringen.  In  gegen- 
wärtiger Darstellung  sind  auch  die  wenigen  Ausnahmen  vermieden. 
Wir  werden  jeden  Punkt  durch  eine  Coordinate,  jede  Richtung  durch 
den  Richtungscosinus  bezüglich  auf  eine  Axc  bezeichnen;  £N  soll, 
wo  keine  Summationsgrenzen  dabei  stehen,  und  N Function  von 
Grössen,  die  von  der  Lage  jener  Axc  abhangen,  ist,  die  Summe  aller 
Analogen  bezüglich  auf  alle  n Axen,  und 

I WiAi,  ...  Nn  | 

die  Determinanto  des  Systems  bedeuten,  desson  erste  Horizontalreihe 
allein  ausgeschrieben  ist,  während  die  übrigen  als  Analoga  daraus 
hervorgehen. 

2)  Die  Raumcurventhcorie  hat  gezeigt,  dass  die  allgemeinen 
Probleme  sich  sehr  vereinfachen,  wenn  man  das  Bogenelement  und 
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mit  ihm  alle  Lineargrössen  vorerst  eliminirt  Die  Elimination  voll- 
ziehen wir,  indem  wir  die  Cnrve  nicht  als  Ort  eines  variabeln  Punktes, 
sondern  als  Einhüllende  einer  Tangentenschar  auffassen  und  die  Tan- 
genten dnrch  gleichgerichtete  vom  Anfangspunkt  ansgehende  Strahlen 
ersetzen.  Da  alsdann  die  actnellen  Tangenten,  Normalen  u.  s.  w. 
nicht  Vorkommen,  so  werden  wir  (abgesehen  von  einer  vorbereiten- 
den Betrachtung)  der  Kürze  wegen  die  gleichgerichteten  Strahlen  so 
nennen. 

3)  Gleichwie  in  der  Raumcurvcntheorie  wenden  wir  den  Krüm- 
mungswiukel  x als  Parameter  an  und  bezeichnen  die  Differential- 
quotienten einer  Function  N nach  t durch 

N',  N",  ...  Af<‘> 

Die  Grösse  x ist  dann  der  vom  Endpunkt  der  auf  dem  Tangenten- 
strahl abgetragenen  Strecke  = 1 erzeugte  Bogen. 

4)  Es  lässt  sich  leicht  bemerken,  dass  alle  Glieder  einer  Rciho 
schon  durch  Anfangs-  und  Endglied 

Nr,  ...  N, 

kenntlich  sind,  wenn  JV,  zugleich  als  allgemeines  Glied  aufgefasst 
werden  kann.  Ist  q <.p,  so  hat  die  Reihe  kein  Glied , und  ihre 
Summe  ist  null. 


§.  2.  Osculirende  lineare  Gebilde. 

Ein  Gebilde  B osculirt  in  mtcr  Ordnung  ein  Gebilde  A im  ge- 
meinsamen Punkte  P,  wenn  ein  Punkt  auf  A im  einfach  unendlich 
kleinen  Abstand  von  P einen  unendlich  kleinen  Abstand  mehr  als 
mter  Ordnung  von  B hat. 

So  osculirt  in  1.  Ordnung  die  Tangente,  in  2.  Ordnung  die 
Scbmiegungsabene , in  3.  Ordnung  der  Schmiegungsraum  (für  4 Di- 
mensionen) die  Curve,  weil  der  Nachbarpunkt  des  Berührungspunkts 
anf  der  Curve  bzhw.  um  eine  Unendlichkleine  2.,  3,,  4.  Ordnung 
von  den  genannten  linearen  Gebilden  entfernt  ist 

„Die  oscnlirende  lineare  mdehnnng  E„  ist  der  Schnitt  von  n—m 
(n  — 1) dehuungeu  einzeln  ausgedrückt  dnrch  die  Gleichungen: 

| f ...  ft*-»  l-X  /•(*+!>  .../(»-!)  |=0  (1) 

(i  = m,  ...  n—  1)  (2) 

wo  £ den  erzeugenden  Punkt  von  Em,  x den  gemeinsamen  Punkt 
von  Em  und  der  Curve  «,  und  f den  Richtungscosinus  der  Tangente 
an  > im  Pnnkte  x bezeichnet“. 
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Um  dies  zu  beweisen,  sei  £t  ein  Punkt  der  Curve  für  den  Bogen 
Dann  ist  dessen  normaler  Abstand  von  der  linearen  (n  — 1) 
dehnung  (1) 

hi  = | f ...  /(*-»)  £,— x /t*+D  .../<■-»>  |;Af  (3) 


wo  M dio  Quadratwurzel  aus  der  Quadratsummo  der  Cooffieieuten 
der  Analogen  von  lx  — * bedeutet.  Entwickelt  man  S,  nach  dem 
taylorschnn  Satze,  so  erhält  man: 


I,  — * 


0,S'  + 


0^  0.>  0,Hj 

0*A  AI  (A+lj! 


0^'t‘^X 

wo  R ein  endlicher  Mittelwert  von  g^+l  bei  Variation  von  t bis 
0X 

s-J-0«  ist  Da  nun  gj  =■/",  so  wird  — x von  der  Form: 


*i—  * 


af-\-  ... 


0<Hi 
(i  + l)l 


Nach  Einsetzung  dieses  Wertes  in  Gl.  (3)  heben  sich  die  A 
Reihenglieder  als  proportional  den  vorhergehenden  Verticalreihen  der 
Determinante,  und  es  bleibt  nnr  der  Rest,  nämlich: 

g.t+i  | I 

*A  = | f - Ia~l)  ■R^+,)  I : M 


Nun  ist  nach  der  Bestimmung  (2)  A-f-1  > m,  folglich  sämtliche  hi 
unendlich  klein  mehr  als  mter  Ordnung,  folglich  auch  der  Abstand 
von  £,  und  E„,  soweit  Überhaupt  die  genannten  (»—  l)dehnungcn 
einen  mdehnigen  Schnitt  haben. 


Nachdem  hiermit  dor  analytische  Ansdrnk  der  Osculirenden  fest- 
gestellt  ist,  verschieben  wir  Em  bei  unveränderter  Stellung  so,  dass 
der  Punkt  x in  den  Anfangspunkt  rfickt,  und  bezeichnen  mit  der 
osculirenden  linearen  mdebnung  Em  die  durch  die  Gleichungen 

I f ...  /-<A-D£/tA+l>  ...  ft—  1)  |-0  (A  — m,  ...  n-1) 
ausgedrtickte. 


Diese  n—m  Gleichungen  werden  erfüllt  durch  die  Worte 
i = f,  ...  /■(—!> 

sowie  durch  jeden  linearen  Complex  derselben ; umgekehrt  ist  Em 
bestimmt  durch  die  m Strahlen  f,  ... 
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Liegt  irgend  ein  Strahl  in  £*,  so  hat  sein  Richtungscosinus  die 
Form 


<*/■+  ...  am- 1 


wo  «,  ...  Om  —2  Invarianten  bezeichnen. 


§.  3.  Orthogonales  begleitendes  Axensystem. 


Innerhalb  £»  gibt  es  auf  Em-i  im  Anfangspunkt  nur  eine  be- 
stimmte Normale , deren  Richtungscosinus  /«,  sei.  Bestimmt  ist  sie 
dadurch,  dass  sie  auf  den  m — 1 Strahlen  f,  ...  /("—*)  senkrecht 
steht.  Die  Bedingungen  sind  also  einerseits: 

2ffm  = 0;  ...  = 0 (4) 

andrerseits,  sofern  sie  in  Em  liegen  soll: 

Mmfm  (5) 

/=0 

wo  Mm  sich  dnreh  die  Bedingung 

£fm * - 1 (6) 

bestimmt,  nachdem  über  den  willkOrlichon  Factor  der  A verfügt  ist 
Führt  man  den  Wert  (5)  in  dio  61.  (4)  ein  und  setzt 

9*.X  - SfWfto  (7) 

so  erhalt  man: 

— 1 X=m—l 

2 ÄX.mfQ.X  — 0;  ...  E AX,mQm—l,X  (8) 


Fügt  man  zu  diesen  m — 1 Gleichungen  als  mte  die  Gl.  (5),  so 
gibt  die  Auflösung: 


Mmfm 


po,o  ...  po,»-a  / 

pm— 1,0  ... 


(9) 


Identificirt  man  diese  Gleichung  mit  Gl.  (6),  so  drückt  sie  dio  Werte 
von  Ax,m  in  Unterdeterminanten  aus.  Von  diesen  Coefficienten  haben 
die  zwei  letzten  besondere  Bedeutung.  Sei  deshalb 


Km 


po,o  ...  PO».-l 
P»*— 1,0  • • • Qm—  l,m—  1 


(10) 
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Hm 


PO.O  ...  po.m-a  (K),m  -1 

fm-S,0  ...  Pm— 2,m~3  P»-2,m-l 


<7i» 


PO.O  ...  P0,r»-3  PO.ip-t 

ßm— 3,0  . . . ßm— 3,m-3  ßm-S.m— 1 
ßm— 1,0  ••  ßm— l,m— 3 1 


Dann  ist 


A,»— l,m  ’ Ä«-l  i Am— 2.» 


- 


Nach  Gl.  (6)  hat  man  zur  Bestimmung  von  Mm: 


A/„»  - 

Die  Gl.  (8)  nnd  (9)  geben; 

A = H*— 1 

£ Ax.m  px.»  = 
A=0 


X=rm— 1 jt=x,— 1 

2s  £ Ax,mAX,m  Px.il 
x=0  1=0 


0 (*<m  — 1) 

Km  (x  m — 1) 


folglich  ist 


M„*  m,  Am-l,m  Km  = KmKm-i 


01) 


(12) 


(13) 


(14) 

(15) 


Der  Strahl  fm  steht  als  Normale  von  £„-i  auf  den  Strahlen  /, 
/■„  ...  fm-\  senkrecht.  Dies  successive  auf  /„  f»,  ...  /»  angewandt 
ergibt,  dass  die  n Strahlen  f = /„  ...  /»  ein  orthogonales  System 

bilden.  Wir  nennen  dasselbe  gleichwie  in  der  Kaumcurventheorie 
das  begleitende  Axeusystem,  den  Strahl  fm  die  m te  begleitende  Axe, 
so  dass  /,  die  Tangente,  /,  die  Hauptnormale,  /,  die  Binormalc,  /4 
die  Trinormale  n.  s.  w.  darstellt. 


§.  4.  Differentialformel  für  die  Richtungscosinus 
der  begleitenden  Axen. 


Differentiirt  man  Gl.  (5)  nach  t,  so  hat  das  Resultat  die  Form : 


fm‘  ~ 

(16) 

x=o 

und  der  letzte  Coefficient  den  Wert: 

_ Am  — l.m  Km — 1 

“ ” Mm  MT 

(17) 

Nach  GL  (9)  ist 

Mm  ■£/<—'>/«  - Krn 

(18) 
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Zf™fm'+  Zf^fm 


■&)' 


(x  — m — 1) 


und  zwar  ist  nach  61.  (4)  (18) 
0 

*/*+» »/.  = { Km 

Mm 


nnd  sei 
Dann  hat  man: 

ZfWfm'  - ‘ 


“(£)'- 


(x  >=  0,  ...  m — 3) 

(*  = m— 2)  (19) 

L für  x — m — 1 

0 (x  — 0,  ...  m — 3) 


U tx  =u,  ...  t 

■2  Bi  p*,l  =»  | — - (x  — m — 


Mm  2) 

L (x  = m — 1) 


Zn  diesen  m Gleichnngen  kommt  als  (m-{-l)te  die  61.  (16);  dann 
ist  die  Coefficientendeterminante  nach  61.  (9) 

— Mm+\fm\\ 

und  die  Auflösung  des  Öleichangssystems  lautet: 

M„^ifmy\  Bi  — 

00,0  .,.  0O.O.-3  0O,ot— 2 0O,«-1  f 


01-1,0  01-l.il*— 3 01-1, 0.-2  01— 1,»— 1 

' 0 -°  -£  z tJ 

01+1,0  ...  01+1, 0.-3  01+1,01-2  01+l.m-l 


0o*,O  ...  0o«, oi —3  Poi.m-2  0m,m-l 

das  ist  für  1 — m nach  61.  (17): 


K„-iMm+i 

Mm 


f B.  + 1 1 


00,0 


00,01-3  0O,oi-2  00,10—1 


00.-1, 0 ...  001-1,0.-3  001-1,0.-3  001-1,0.-1  /("->> 

Km 

0 ...  0 - ” L fm‘ 

Mm 
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- Km  fm'- Lfm  — A- Fm  (20) 

Mm 

WO 

I 90.0  ...  90, eo.m-l  f 

Km  Fm  - j • : : : (21) 

I pm— 1,0  ...  Pm-l,m-8  f I 

gesetzt  ist,  and  Fm  durch  die  Gleichung 
ZFm'-l 

als  Richtungscosinus  eines  Strahles  bestimmt  werden  soll. 

Multiplicirt  man  Gl.  (20)  mit  fm , so  gibt  die  Summo  der  Ana- 
logen : 

0=  — L-~Nm2fmFm 

Mm 

und  da  nach  Gl.  (21)  (11) 

Km  Lfm  Frn  — ~ 

Mm 

ist: 

Jetzt  lautet  Gl.  (20): 


(22) 

(23) 

(24) 


fm  ■" 


Am-l  Mn  fl  , 

-Km  M~  f-+l~ 


H. 


Km  . Km 


(25) 


Vom  Strahle  Fm  ist  einerseits  aus  Gl.  (21)  zu  ersehen,  dass  er  auf 
den  Strahlen  f,  ...  /<m-8>  und  f(m-1>,  mithin  auch  auf  denjenigen, 
deren  Ricbtungscosinus  lineare  Complexe  derselben  sind,  senkrecht 
steht.  Solche  Complexe  sind  aber  nach  Gl.  (4)  /j,  ...  fm-i. 

Andrerseits  zeigt  Gl.  (4),  dass  die  Strahlen 


/l»+i,  ...  /» 

auf  allen  Strahlen  senkrecht  stehen,  deren  Richtungscosinus  lineare 
Complexe  von 

f,  /',  -.  /<— » 

sind.  Mithin  auch  auf  dem  Strahle  Fm. 


Demnach  Bteht  Fm  auf  allen  begleitenden  Axen  senkrecht  ausser 
fm  und  fm-i-  Folglich  hat  es  die  Form 

Fm  ~ a/„-\-ßfm-i 

wo  die  Invarianten  a,  ß die  Gleichung 

„»+(3»  ~ 1 

erfüllen,  und  zwar  erhalt  man  einzeln: 
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2fmFm-,  ß-  Zfm-iFm  (26) 

Entwickelt  man  fm  und  1 nach  61.  (5),  so  kommt; 

A=*-l 

MnNm  Ct  — - £ Ax,m  Nm  Fm  “ — Am—2,m  Km 

*=0 

JMm_1  Nmß  AX,m-l  Nm  2 f Ol  Fm  " — Am-2,«-l  Km 

x-o 


also  nach  61.  (13): 


Hm  Km 
Mm  Hm' 


Km  Km— 2 

K.-1K. 


daher  wird 

„ T.  Tr  ( Hm  - Km— 2 \ 

NmFm  - Km  \jfjm  ~ 

und  nach  61.  (25) 


(27) 


_ # Am_ i AIm  f 1 _ Am  Km— 2 , 

/m  *=a  w w /m  + 1 1/  w 

•Am  Al n% Alm— 2 


oder  nach  Gl.  (15* 

. , V ^«t|l  1 

/IM  


/m+1  — 


a„-2 


*r  /wti  tr 

Am  Am — 1 

Sei,  um  nachträglich  Nm  zu  berechnen, 
1=191—1 

NmFm  - £ Cif  ID 

a=o 


fm—X 


(28) 


(29) 


dann  ist  Ca  als  Coefficient  von  fO)  in  61.  (21)  bekannt,  aus  welchem 
man  ersieht,  dass 

‘;r «—{•-« .i-'-r1—1'  « 

ist  Daher  wird 

Nm * - ^TVmFm)*  - ,_^_1  Ai""c*CAp,.A 

x=0  1=0 

- -Cm-SÄm=  »mÄM  (31) 

und  nach  Einsetzung  der  Werte  von  Mm,  Mm—x,  Nm  in  61.  (27) 

Hrn  fm  — Y Km  Km—tfm  -1 


Vö^KmI, 

woraus  beiläufig  die  Identität: 

Orn  Km—l  = Hm * Km  Km -2 


(32) 

(33) 
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Sei  ferner  zur  Abkürzung 

Pm  _ Vfcfi*— l (34) 

dann  lantet  Qi.  (28): 

/«'  “ ^n-l/»-l  (35) 

and  zwar  ist  ist  P0  — 0.  Multiplicirt  man  mit  fm  und  summirt 
von  m =*=  1 an,  so  kommt: 

fkfk  — Pm  (36) 

*=i 


§.5.  Krümmungen. 

In  der  Ranmcurventkeorie  werden  die  Krümmungen  durch  die 
Contingenzwinkel  der  Tangente  und  Schmiegungsebene  gemessen 
Will  man  diese  osculirenden  linearen  Gebilde  Et,  JE,  durch  ihre 
Normalen  ersetzen,  so  zeigt  sich,  dass  die  Normale  der  Taugente 
nur  dann  gleiche  Winkel  mit  dieser  erzeugt,  wenn  sie  sich  längs 
der  Schmiegungsebene  bewegt.  Dio  Hauptnormale  entspricht  dieser 
Bedingung  nicht:  indem  sie  sofort  aus  der  Scbmieguugsebene  hcr- 
austritt,  bildet  sie  einen  andern  Contingenzwinkel,  nämlich  den,  wel- 
cher die  Totalkrümmung  bestimmt.  Für  cbeno  Curvon  sind  beide 
Winkel  gleich,  weil  dio  osculirendo  Ebene  fest  ist.  Ebenso  erzeugt 
die  Normale  der  Schmiegungsebene  gleiche  Winkel  mit  letzterer,  wei 
der  osculircnde  Raum  fest  ist. 

Wenden  wir  dies  auf  Curven  in  der  festen  linearen  n dehnuug 
an,  deren  osculircnde  lineare  Gebilde  £t,  ...  variabel  sind,  so 
haben  wir  zwei  Begriffe  zu  unterscheiden:  Krümmungen  schlechthin 
und  Totalkrümmungen,  welche  wir  nun  folgendennassen  definiren. 

Deviation  des  Strahles  f„  heisst  der  Winkel  zwischen  den  Nor- 
malen auf  der  osculirenden  linearen  (m — l)dehnung  Em~i  und  ihrer 
Consecutiven  innerhalb  Em.  Sie  sei  bezeichnet  durch  Srm_i.  Die  Grossen 

Sr»  Sr»  , 

Sr'  Sr  = Tm  ’ tm 

heissen  die  mte  Krümmung,  das  (m — l)te  Krümmungsverhältniss, 
der  mte  Krümmungswinkel. 

Der  Contingenzwinkel  des  Strahles  /»,  d.  h.  der  Winkel  zwischen 
dem  Strahle  und  seinem  Consecutiven,  sei  bezeichnet  durch  Sff»-i. 
Die  Grössen 
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8<sm  de*  , 

de’  0r  “ » 0m 

heissen  die  mte  Totalkrümmung,  das  (m—  l)te  Totalkrümmungs- 
verhältniss,  der  mte  Totalkrümmungswinkel. 

Es  ist  nun  zuerst  die  Deviation  von  /„  als  Winkel  zwischen 
den  zwei  Strahlen 

fm  und  fm-i-tpadr 

zn  berechnen.  Sofern  letzterer  in  E„  liegt,  muss  sein  Richtungs- 
cosinus die  Form  (5)  haben.  Man  kann  daher  setzen: 

(A/.-fn„0T)(A,-f  <pm0T)  (37) 

*=o 

Dann  gibt  die  Quadratsumme  der  Analogen: 

re,. ehr)*  - Mmt  + 2Mmnmdx  - 

£ (Ax,»,-l-0*0r)  2 

*=0  A=0 

“ 2 £ {Ax,m  Ax,m  “I-  2d*  AA.m  0r)p»,A 

*=0  A=0 

woraus,  da  der  Wert  von  Afm*  bekannt  ist: 

Afm  rem  = dm—i  J£i»  (38) 

Die  zweite  Bedingung  ist,  dass  der  Strahl  /•,-(- 9 m 0r  auf  den 
Consecntiven  der  m — 1 Strahlen 


fW  (p  = 0,  ...  m — 2) 

d.  i.  auf  den  Strahlen 

(p  — 0,  ...  m — 2) 


senkrecht  steht  Es  mnss  also  sein 

A=m— 1 

0=  £ (AA,„  + dA3r)(ci.u  + fA9.+l3r) 

A=0 

i=»-l 

— 01  £ (AA.h,  pA,u+l  -f-0AeA,Ai)  ((*  -=■  0,  . . 
A=0 

das  ist 


X=m—  1 

2 tl9X.p  = 
A=o 


0 

-Km 


(P-O, 

(p  = m 


m — 2) 


. m — 3) 
-2) 


Eine  mte  Gleichung  erhält  man  aus  (37)  nach  Subtraction  des  von 
0r  freien  Teils,  nämlich: 

Aich,  der  )Uth.  n.  Pbje.  2.  Seihe,  Teil  TI.  15 
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2 SxflD  = nmfm  -f  Mm  <p„ 

A=o 

und  nach  Auflösung  des  Systems,  dessen  Coefficientendeterminaute 
— Mm  fm  18t : 

pO.O  ...  pO,  m~3  po,  m -2  / 


ÜXMmfm  ' 


PA-1,0  ...  p;.-i,m-a  pA-i,».-2  Z'*-11 

0 ...  0 —K„ 

PA+1,0  ...  pA+l.M-S  pA+l.m-2  /'(i+1) 


Pm— 1,0  ...  Pm-l,m-3  Pm-l,M-2 
das  ist  für  l = m — 1 

d»-l  Mmftn  **»  KmMm—lfm~l 

Nach  Gl.  (30)  aber  ist 


folglich 
woraus : 


* ,,  Mm*  _ 

Om— 1 Mm  033  71  «i  xr  “ Km  A*,— 1 
Am 


Km-\  M,„  (Pm-\~K,U  Mm-\fm-\  = 0 


<Pm 


Km- 1 

Demnach  ist  die  Deviation  von  fm 


fm — 1 


er„_i  - vz^möT)*  - — ^r:“_20t 

und  das  (m—  l)te  Krümmungsverhaltniss 


t V Ä„,+l  Krn—l 


Km 


(39) 


(40) 


(41) 


Führt  man  diesen  Wert  in  die  Differeutialformel  (28)  ein,  bo 
lautet  sie: 

Bfm  -*  /»i+l  0Tm  — fm- 1 0T«»-1  (42) 

und  um  Anfang  und  Ende  der  Reihe  sichtbar  zu  machen : 

3/i  ■=  ft 

3/i  =ASis— /,0r, 


ß/h-l  = /»  0I»-1  —fn-2  Sxh-2 

Bfu  — — A-iör»-i 
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Hieraas  ergeben  sich  nach  der  Formel 

— V£dfm3 

die  Totalkrümraungsverhältnisse: 

o'M_a>  - (43) 

einzeln : 

0 o — ri  1 

ff|'»  =Tt'«+r,'* 

ö'n-a*  — 

und  in  inverser  Entwickelung: 

t'„*~  l“'  (— 1)— *-»  ff't»  (44) 

t=o 

woraus  zwischen  allen  Totalkrfimmnngen  die  Relation  hervorgeht: 

‘=i_1  (-1)*  fft'»  - 0 (45) 

1=0 

Die  Formel  (42)  stimmt  mit  der  in  der  Theorie  der  droifach 
gekrümmten  Curveu  (Grün.  Arch.  LXV.  p.  337  Gl.  (9})  auf  anderm 
Wege  hergeleitcten  überein.  Dass  sie  für  jede  Dimensionszahl  gilt, 
ist  erst  jetzt  bewiesen. 


§.  6.  Reduction  der  Invarianten. 

Die  n»  Invarianten  Qx.x  rednciren  sieb  zunächst  wegen  'qx.x^qx.x 
auf  $ii(n-j-l). 

Ferner  erhält  man  durch  Differentiation  der  Gl.  (7),  wenn  man 
der  Kürze  wegon 

p*,x  <=  Qx 

setzt: 

Qkm  = (2A)*pt+»-{-2  £ (2A)zp*fU+z*-Z  (46) 

Jl=o 

l=k 

pt(»*+i)  - 2 Z (2A  + l)ie»fZjt4-2*+i-Z  (47) 

A=o 

Diese  2 Relatioen  reichen  hin  das  in  das  Quadrat  geordnete  System 
(10)  auf  die  « Werte  der  positiven  Diagonale  und  deren  Differential- 
quotienten linear  zurückzuführen.  Die  erstore  Formel  enthält  nur  q 
von  gerader,  die  letztere  von  ungerader  Indexsumme.  Die  Auflösung 
des  erstem  Gleichungssystems  lautet: 

12* 


Digitized  by  Google 


180 


Hoppe:  Principien  der  n dimensionalen  CurventheorU. 


fM+SA  - V (-l)*+i^(A  + il)SAe*+*-A(2A)  (48) 

Zum  Beweise  setzeu  wir  für  deu  Differentialquotienten  den  Wert 
(46)  ein,  dann  kommt: 

«W  “ (~  1 )*+*  (A  + A)si(  (2A)*  e»f » 

-|-2  £ (2A)^i  fJ+A-i-fju,  »(*+;.-!.( 

/i=0 

= (-l)W,2  (-A)i(A)i 
1=0 

+ %*£  (— 1)*-M  jrT—gt+A-p-ttA+n  2 (— »— p)i-M(k+p)i+/, 
44—1  "Tr  a=/4 

Nun  ist 

A=a»x=Af  44 

X =.  (14-x)-',~a|(14-*)*+'1  ■=  ^ -2  (— A— f*)i(A4-f»)x*,<+* 

A=o  *=o 

X=to  x=*+4 i+A 

— 2;  Z ( — A — m)a(A  4- 

A=0  x=A 

— £ x*  £ l — A — (t)i(A4-(*)x-X 

x=0  X=0,x— A—  ft 

x=w  l=x+a 

— 2 x*  £ (— A — (A  4-f*)*-x+Ä 

x=0  l=fl,x— * 

also  der  Coefficient  von  xk~^ 

X —k  ( Q (ll ■ fl) 

.£  (-  A-  j»)i-P(A4-j»)i+^  j t g 2“  AJ  (49) 

insbesondere  für  /*  = 0 

;i*(-A)i(A)i=0  (A>0) 


Hiernach  wird  Gl.  (48)  identisch  erfüllt 

Aus  der  Lösung  von  Gl.  (46)  ergibt  sich  leicht  die  von  Gl.  (47).  Sei 

A=* 

PM+2M1  ” AAgt+*-X(iA+,) 


woraus  durch  Differentiation: 


*=* 


gt+l,»+2A+l  4"  PiJk+M+2  — £^  bl  eA+A_;.^+2) 
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Führt  man  zur  Linken  die  Werte  ans  Gl.  (48)  eiu,  bo  ergibt  sieh : 

(*+!)* 

Demnach  ist 

X=k  2A  4- 1 

— ) . * ( - 1)‘4J  (h + P*  I A-A<a;+l)  (50) 
Ferner  sind  die  folgenden  Anfangswerte  bekannt. 


Tabelle  für  q*,x 


X 

1 

0 1 2 3 

0 

10—10 

1 

0 1 0 

2 

o 

vH 

1 

3 

0 

woraus  : 


*i  = l;  *,  = 1 

(51) 

Sind  nun  t'„  t,,  ...  r'm-i  gegeben,  und  man  setzt 

Pm  = T,'  t‘s  ...  r'm—l 

so  wird  nach  Gl.  (41) 

Kn 

p- 

daher 

Km  = ( PlPl  •••  Pm)* 

oder  direct 

Km  - ...  r'm-i)> 

(52) 

Forncr  lässt  sich  Gl.  (10)  schreiben: 

Km  = Km—1  ßm— 1 "1"  Qm 

(53) 

wo  Qm  aus  Elementen  besteht,  deren  2 Indices  oine  Summe  <2»>— 2 
haben,  die  sich  sämtllich  nach  Gl.  (48)  (50)  auf 

Po,  Pl>  •••  Pm— 2 

und  deren  Differentialquotienten  reduciren  lassen, 
bis  Kk  und  alle  Elemente  der  Diagonale  bis  ßm-2 

Sind  also  alle  K 
bekannt,  so  er. 

gibt  sich  p„-i  durch  Gl.  (53).  Die  vorausgesetzten  ß aber  erhält 
man  successive  durch  die  Gleichungen 
K3  - X,ß, 

~ K3  ß5  + Q< 

Km  ■**  Äm— 1 ßm— 1 -f-  Qm 
Das  Resultat  lautet: 
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Durch  die  Rrflmmungsverhältmsse  bis  r'»,_i  sind  alle  Elemente 
der  Determinante,  welche  A'„  ansdrückt,  bestimmt  und  lassen  sich 
nach  den  Gl.  (52)  (53)  (48)  (50)  daraus  berechnen. 

§.  7.  Curven  constanter  Krümmungsverhältnisse  nnd 
constanter  Krümmungen. 

Sind  alle  » — 2 Krümmungsverhältnisse  r,',  ...  r'n-i  constant, 
so  sind  nach  §.  7.  auch  alle  p,  mithin  alle  Coefficienten  A constant 

Sei  nun  die  lineare  (»— l)dehnung  fi»-i  fest,  mithin  die  Curve 
nur  (» — 2)  fach  gekrümmt  Dann  kann  man  deren  Normale  zu  einer 
Coordiuatenaxe  nehmen,  während  die  »—1  übrigen  in  B»_i  fallen. 
Diese  Normale  hat  aber  die  Richtung  des  Strahles  /„;  folglich  sind 
alle  Analogen  von  f„  bezüglich  auf  Axen  innerhalb  £m-i  null,  und 
Gl.  (9)  ist  nach  Substitution  von  n für  m homogen  linear  in 

f,  ...  ßn~l) 

Hier  ist  indes  n die  beliebige  Diinensionszahl , die  der  ganzen 
Rechnung  zugrundo  liegt.  Man  kann  dafür  auch  n-|-l  schreiben. 
Dann  geht  die  Annahme , dass  B»_i  fest  sei , in  die  ursprüngliche 
Voraussetzung  einer  festen  linearen  iidohnung  B»  über,  und  die  Spe- 
cialisiruug  ist  keine  mehr.  Wir  haben  gemäss  Gl.  (9),  worin 
m — n-j-1  zu  setzen  ist: 

00,0  ...  00,«— 1 / 

: “ 0 (54) 

0«-l,O...  P«-1.I>-1 
0»,O  ...  0«,»-l  f(H> 

und  da  nach  Gl.  (48)  (50)  für  constante  p 

Pt.i+2*  — (—1)*  0i+A  i 0M+2A+1  — ■ Ü 

ist: 

Po  0 — Pi  0 ...  f 

0 p,  0 — p,  ...  /' 

-p,  o Pl  o ...r  =0 

o —Pt  0 pa  .../" 

/t«) 

An  dieser  Gleichung  bemerkt  man,  dass  der  Coefficieut  jedes 
fin-ik- 1)  nnu  |8t.  ln  jedem  Terme  der  Entwickelung  einer  belie- 
bigen Determinante  | p*,;.  | ist  nämlich  die  Summe  der  Indices 
£h-\-£1  eine  gerade  Zahl.  Tritt  nun  an  die  Stelle  von  p*,«  wie  in 


(55) 


(56) 
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(54)  /<*>,  ao  mnss  für  ungerades  n — x auch  mindestens  ein  Element 
jedes  Terms  der  Unterdeterminante  eine  ungerade  Indexsummc  haben, 
d.  i.  nach  Gl.  (55)  null  sein,  woraus  das  Gesagte  folgt. 

Hiernach  wird  Gl.  (56)  für  gerade  n 2v: 


fo 

0 

—fl 

0 / 

0 

fi 

0 

..  (-1)H-I?r  0 

—fl 

0 

fl 

0 f 

(-i)v  6 (- 

6 /t2») 

für  ungerade  » — 


fo 

0 

—fl 

. (-ly+'Q,  ü | 

0 

fl 

0 . 

0 f 

—fl 

0 

fl  • 

..  (— D'fx+i  o 

-0 

(58) 

ö 

(-1»H 

0 .. 

o /'<*»+«)  : 

Die  vollständigen  Integrale  beider  Gleichungen  sind  von  der  Form 
f — 

wo  die  C ganze  Functionen  von  x oder  constant,  die  A constant 
und  durch  bekannte  Gleichungen  bestimmt  sind. 

Da  nun  f die  Grenzen  + 1 nicht  überschreiten  kann,  so  können 
die  A nur  rein  imaginär  oder  null  und  ungleich,  die  C nur  constant 
sein.  Sei  A — ±*’“;  dann  sind  die  « für  gerado  n — 2v  die  Wur- 
zeln der  Gleichung: 


fo 

0 

—fl 

0 

I 

0 

fi 

0 

. (-l)*+»f. 

0 

—fi 

0 

f» 

0 

-o» 

= 0 (59) 

(-l)’f*  o' 

(— l),+1ff»+l  . 

..  0 (- 

für  ungcrado  n = 2v+l  die  Wurzeln  der  Gleichung: 


1 

fo 

0 

—fi 

(-DV 

0 (60) 

0 

fi 

0 

0 

1 

—fi 

0 

fl 

(— 1)’+Ifr+1 

0 

0 

—fl 

0 

0 

— o* 

O 

: 

: 

: 

: “ 0 

(-D> 

0 

(— D*W  ... 

0 (- 

! 

0 (- 

-l)’f»ti 

0 

flr 

0 
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Dio  Integrationsconstanten  C müssen  der  Gleichung 
Zf*  - 1 

entsprechen.  Doch  genügt  ca  ein  speciellca  System  von  »»  Werten 
der  C aufzustellen , da  die  allgemeine  Lösung  durch  Coordinaten- 
transformation  daraus  hervorgeht  In  einfachster  Form  können  wir 
setzen  für  n = 2v: 

/■=cicos(oit),  ci Bin(oiv)  (1=1,  ...  v)  (61) 

für  n — 2v-|-l : 

f— c0,  etcosfoiv),  ctsin(oit)  (1  = 1,  ...  v)  (62) 
und  die  Bedingung 

e,*+  ...  Cr*  — 1,  resp.  ej’-f-  •••  «**  = 1 

durch  beliebige  Anordnung  erfüllen. 

Sollen  nun  sämtliche  Krümmungen  constant  sein,  so  kommt  bei 
unveränderter  Bestimmung  des  begleitenden  Aiensystems  nur  noch 
die  Gleichung  hinzu: 

t'  — r — const 

und  man  erhält  die  Coordinatenwerte  bzhw.  für  gerade  und  ungc- 
rado  »: 


rex 

z “ — A Bin(«»  v), 

rex  / * 

— — COS(Bil) 

(63) 

rcl  . . , 

"0*,  — ««(«!»), 

r«l  , , 

— ^cosfait) 

(64) 

1-1  . . . 

V 

Eine  Curve,  deren  erste  m Krümmungen  constant  nicht  nnll, 
deren  übrige  Krümmungen  null  sind,  heisse  Spirale  mter  Ordnung. 

Eine  Spirale  mter  Ordnung  (für  m < n— 1)  ist  nur  ein  Special- 
fall einer  Spirale  (n  — 1)  ter  Ordnung , in  den  dieselbe  übergeht, 
wenn  man  £„4.1  fest  annimmt,  wobei  r'm+i,  ...  t',_j  verschwinden. 
Das  Coordinatenaxensystem  behält  beliebige  Stellung,  doch  lassen 
sich  m-j-1  Axen  in  £mfi  legen  und  so  die  übrigen  Coordinaten  ent- 
behrlich machen. 

Eine  Spirale  jeder  Ordnung  ist,  wie  die  Gleichung  zeigt,  sich 
selbst  in  allen  Teilen  congruent  und  lässt  sich  in  sich  selbst  ver- 
schieben. 

Eine  Spirale  mter  Ordnung,  welche  mit  einer  Curve  t einen 
Punkt  und  in  diesem  alle  begleitenden  Axen  und  alle  Krümmungen 
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big  zur  mten  gemein  hat,  heisse  mte  Krümmungsspiralo  von  t für 
jenen  Punkt  Sie  repräsentirt  demnach  die  m ersten  momentanen 
Krümmnngen  von  s durch  ihre  constanten  Krümmungen. 

Die  Aufgabe  der  Construction  aller  Krümmungsspiralen  einer 
gegebenen  Curve  für  jeden  ihrer  Punkte  ist  im  Vorstehenden  ge- 
löst: man  hat  erst  aus  den  Krümmnngen  der  gegebenen  Curve  nach 
§.  6.  die  </,  aus  diesen  die  o zu  berechnen  und  diesen  gemäss  die 
Spirale  zu  bestimmen,  endlich  die  Spiralo  in  die  erforderliche  Lage 
zu  bringen. 

Die  Bestimmung  der  a ergibt  für  die  kleinsten  Dimensionszahlen 
Folgendes. 

Für  n «=  2 wird  Ql.  (63) : 

1 — a»  -0 

woraus  als  Spirale  1.  Ordnung: 

x — r cos  r,  r sin  x 

das  ist  ein  Kreis. 

Für  n — 3 wird  Gl.  (64): 

(es  — 1)  «(<**  — p,)  ~ 0 
woraus  als  Spirale  2.  Ordnung: 

x — r tcos/5,  r sin/3  cos  (V #t  T)>  r sinj*sin(v'p|t) 
das  ist  eine  Schraubenlinie. 


Für  n — 4 wird  Gl.  (63): 

(es — es1)  I e»  - 1)«4 + (es  — es)“’ + es — es*  I“  o 
Sind  ± «i,  ±a,  die  Wurzeln,  so  wird  die  Spirale  3.  Ordnung: 

T f > 

x — - cos  ß sin(oj  t),  — — cos  ß cos(«,  t) 

-sin/5sin(<»tt),  — - sin  ß cos(o,  i) 

°s  “s 

Jede  dieser  Spiralen  lässt  sich  auch  als  Krümmungsspirale  einer  be- 
liebig mehrfach  gekrümmten  Curve  verwenden. 
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XI. 

Zur  Theorie  der  Schliessungsprobleme. 


Von 

Emil  Oekinghaus. 


Dio  aus  der  Verbindung  der  elliptischen  Integrale  und  Func- 
tionen hervorgehendea  Schliessungstheoreme  gewinnen  ein  um  so 
höheres  Interesse,  als  jeder  zur  Erforschung  dieser  eigenartigen  Ge- 
bilde eingeschlagene  Weg  neue  Gesichtspunkte  eröffnet. 

Der  hier  gewählte  Weg  nimmt  seinen  Ausgangspunkt  von  der 
auf  das  Additionstheorem  der  elliptischen  Integrale  erster  Art  sich 
beziehenden  Relation  von  Lagrange,  da  ihre  die  Amplituden , dieser 
Integrale  enthaltenden  Ausdrücke  Producte  von  Wurzelwerten  be- 
stimmter Gleichungen  darstellen,  welche  jene  Relation  in  eine  Kegel, 
schnitte-  oder  höhere  Gleichung  transformiren.  Die  Ausführung 
dieses  Grundgedankens  führt  auf  manche  bemerkenswerte  Beziehungen 
namentlich  confocaler  Ellipsen , sowie  auch  zu  einer  neuen  Methode 
der  geometrischen  Addition  der  elliptischen  Integrale,  welche  viel- 
leicht einige  Aufmerksamkeit  verdient.  Da  die  Integrale  der  Pcndel- 
bewegung  sich  zwanglos  in  der  Untersuchung  verwenden  liessen,  so 
haben  wir  sie  in  den  Kreis  der  Schliessungstheoreme  hier  anfge- 
noramen. 

I. 

Ein  Punkt  in  der  Ebcno  einer  Ellipse,  deren  Gleichung 
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ist,  sei  durch  die  Polarcoordinaten  R(a)  bestimmt.  Wir  ziehen  die 
beiden  Tangenten  an  die  Cnrve  and  bezeichnen  die  Coordinaten  der 
Berührungspunkte  xy  vermittelst  Einführung  der  excentrischen  Winkel 
<f  allgemein  durch 


Da  nun 


i =”  r Sin  cp,  y -=  4 COS  cp 


4* x y — -Rain  a 

a*y  x — JScosa 


ist,  so  erhält  man  durch  Einsetzen  obiger  Substitutionen  aus  letzter 
Formel  dio  Beziehung 

ab 

1)  asinercos?  -(-icosasin cp  «=*  ^ 
also  die  Gleichung 


2)  COS  a1  — a*)  tggp'-j-ai^^sin  2a  tgip-j-  ai(idisiu  a* — 4*)  = 0 


Da  Ausdrücke  wie  sinq^sing),,  cos'p,cos<pa  später  häufig  zu  berechnen 
sind,  so  bomerken  wir  hier,  dass  aus  der  Gleichung 

atgqp11  — 4tgqp-}-c  — 0 


die  genannten  Formen  aus  folgenden  Belationen 


sich  ergeben.  Aus  diesen  oder  auch  den  nachfolgenden  Gleichungen 

ab^  a*b* 

(a*sino*4-4Jcoso,)sinqj8 — 2 -yy  cos o . sin qo  -)-  — ossino!  ~ 0 


a*4  a *b* 

(as  sin  o*  -f-  4*  cos  o!)cos  <pi — 2 y{  sino.  cos<p-f-  — 4*  cos  «s 


finden  sich  demnach  leicht  die  Formeln 
a*4! 

sin  i p,  sin  <pa 


R* 


— a’  sin  a* 


a*sin  o*4-*iC0So11 
a«4* 


R* 


— 4*  cos  a* 


cos^Pj cos - a*sin«*+4*cos«* 
Das  genannte  Additionstheorem 


f‘‘<P i + a fA 

J cdcpt—J  td<Pi  J X. 

basirt  nun  auf  der  Formel  von  Lagrange  oder  Euler: 


'‘da 

jo 
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cosijp,  cosifj^FsmiptSinips^o)  — cosu 

and  der  Zweck  unserer  Untersuchungen  gründet  sich  auf  die  Sub- 
stitution der  obigeu  Formen  von  sin  q>  cos  <p  etc.  in  diese  Relation. 
Daraus  geht  eine  Polargleichung  für  R(a)  hervor,  deren  Curve  die 
Eigenschaft  besitzt,  dass  die  von  jedem  ihrer  Punkte  an  die  Ellipse 
gezogenen  Tangenten  in  ihren  den  Berührungspunkten  entsprechen- 
den exccntrischen  Winkeln  Jder  Fundamcntalrelation  genügen.  Wir 
betrachten  hierbei  den  Modulus  k und  die  Amplitude  a als  im  all- 
gemeinen constante  Grössen. 

Die  Endgleichung  ist  nun 

3)  o*4*— i’Ä’coso'-f-fa’i* — a,R*8ino,)^<J-=(n,/i,8ino,-{-isR,cosa,)co8<l 

und  stellt  in  der  hier  gewählten  Form  eine  Ellipse  dar,  auf  welche 
Curve  wir  uns  im  Folgen  beschränken  werden.  Für  die  Hyperbel 
wäre  einfach  das  Vorzeichen  von  da  umzukehren. 

Ueber  fc*  steht  die  Verfügung  frei,  demnach  können  wir 


setzen,  welcher  Wert  geometrisches  Interesse  hat. 


Die  Ellipsengleichung 


4) 


„i 

1 + cos  0 


+ 


4* 


Y\ 

1 4*  da 

zfo-t-C08(J 


= 1 


welche  wir  abgekürzt 


X * 
A* 


ebroiben,  hat  nun  die  Eigenschaft 

A'-B'-c* 

woraus  folgt,  dass  beide  Ellipsen  confocal  sind.  Da  sich  aus  dieser 
Eigenschaft  manches  Bemerkenswerte  entwickeln  lässt,  so  wollen  wir 
bei  diesem  Specialfall  von  confocalen  Ellipsen  etwas  verweilen. 


Wir  können  die  Amplitude  a auf  folgende  Weise  bestimmen: 

Man  setze  in  der  Gleichung  Y — 4,  das  entsprechende  X Endet 
man  leicht  durch  folgende  Formel  ausgedrückt: 


5) 


X — atgi« 
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Wegen 

B* 

l-M« 

4*  “ 

A<S  4-  C08  ff 

hat  man  auch 

.fl*  — 4* 

1 — COS  ff 

B * 

“ 1+Aa 

und  da 

A*  _ 

1 + Aa 

O*  1+C08ff 

so  folgt  durch  Multiplication  der  letzten  Formeln 


tg  W — 


A * Bs  — 4* 
a*  B% 


d.  i.  wegen  A* — B*  = c* 

tgiff* 


A*  A*—a* 
o*  A*  — c* 


2aiA*-a*c*-A* 
COS  O = --  j- ■= 

jl*  — o*  c* 


Ao  — 


— 2A*e*-f  A4+a‘c* 
A*  — a*c* 


Ans  den  Axen  zweier  confocalen  Ellipsen  bestimmt  sich  dem- 
nach in  vorstehender  Art  die  Amplitude  a,  welche  vermittelst  5) 
leicht  construirt  werden  kann.  Beschreibt  man  nämlich  nm  die  1. 
Ellipse  den  oinscbliessenden  Kreis  vom  Radios  a,  so  ergibt  sich  ans 
dem  Dreieck  Oax  sofort  die  halbe  Amplitude.  | 

Bemerkt  man  ferner,  dass  für  die  Lage  des  oben  gewählten 
Punktes  XY  d.  i.  Xh  eine  Amplitude  <p  verschwindet,  so  wird  die 
zweite  zu  ff,  welche  man  findet,  wenn  von  dem  genannten  Punkte  die 
zweite  Tangente  gezogen  wird. 

Da  jede  Tangente  an  die  1.  Ellipse  die  umschliessende  confocale 
2 mal  schneidet,  so  können  von  den  neuen  Dnrchschnittspunkten 
wiederholt  Tangenten  gezogen  werden.  Wir  wollen  annebmen,  dass 
das  entstehende  Polygon  sich  nach  ein-  oder  mehrfachen  Umläufen 
schliesst.  Die  analytischen  Bedingungen  für  den  ersten  Fall  sind 
nun  bekanntlich  an  folgende  Relationen  geknüpft:. 

Für  ein  » Eck  hat  man,  wenn  man  beachtet,  dass  der  (n-f-l)te 
Berührungspunkt  mit  dem  ersten  zusammenfällt 

F{t>  — Ad)  — F{0) 

F(S)  — Ffo  — Fw 

6) 
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6) 

*!<)  — F(J)  =*  /(„) 


und  da 
so  resultirt 
woraus 

also 


F\u)  —f[n-l)  = Fiay 
/}«+l)  — F»  —Fla) 

Fh+1  — /(l)  — n/Jo) 

•f(«+i)  —/'(,)  = 4A' 

n/(  o)  = AK 
4 K 


F(a) 


n 


4 K 2a*  A*  — a*  c*  — A* 
cn  "ji  * • 

« A*~  a*c* 


folgt 


Um  einige  Anwendungen  zu  geben,  wollen  wir  n =»  3 setzen, 
und  haben  demnach  die  Bediugungsgleicbung  zu  suchen,  unter  wel- 
cher das  Tangentendreieck  der  1.  Ellipse  zum  Sehuendreieck  der  2. 
confocalen  wird. 


Zunächst  ist 

/t„)  — |JT,  <j  = am$ir 
Setzt  man  nun  in  der  Definitionsgleichung 

enuent)  — snusnrdn(u-f-e)  = cn(t»-{-») 
« = v — 

AK—  iK 

so  erhält  man 


cnjÄ1  — su|Ä*dnJX  — cnfJC 
Man  kann  die  Werto  von  cn  o,  da  leicht  berechnen,  sie  siud 


enf  Ä 


2A*  a*  — A*  — n*  c* 
A 4 — a*  c* 


dn$K~ 


— 2 As  c*  -J-  A4  -f-a*  c1 
A 4 — o’c* 


so  dass  durch  diese  Formeln  die  obige  Gleichung  übergeht  in 
Aa  — 4o*  A8-j-6n*c*A4 — 4a*«4  A*-j-o4  <?*  ™ 0 
und  setzt  man 
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A 8 


so  ergibt  sich 

**-4*»-f  atV-Afc»«»»-}-*4  - 0 


Die  Lösung  der  Anfgabe,  zu  einer  gegebenen  Ellipse,  deren  Ex- 
c 

centricität  durch  i ■=>  - bestimmt  ist,  eine  zweite  confocale  zu  linden. 

a ’ 

von  der  Eigenschaft,  dass  das  dem  ersten  umbeschriebene  Tangenten- 
dreieck zum  Sehnendreieck  der  zweiten  wird,  hängt  von  der  Auf- 
lösung einer  biquadratischen  Gleichung  ab,  deren  eine  Wurzel 
A1 

2 =■  die  grosse  Achse  der  gesuchten  Ellipse  bestimmt.  Zur  Auf- 
lösung der  obigen  Gleichung  bemerken  wir,  dass  die  quadratische 
Invariante  gleich  0 ist.  Der  Wurzelwert  ist  demnach  leicht  zu  be- 
rechnen. Uebrigens  kann  noch  eine  andere  Gleichung  eingefahrt 
werden,  wenn  man  die  obige  als  die  Gleichung  der  Wurzelquadrate 

der  neuen  ansieht.  Für  x — — folgt  nämlich,  wie  leicht  nachzu- 


weisen ist. 
Setzt  man 
so  folgt 


x4  — 2xs-J-2i*x  — is  = 0 
x — y-H 

y*-3y*--(l-2i*)y-A  -0 


Nimmt  man  fc*  — i an,  so  wird  sehr  einfach 


j- i + vT+vi 

Wir  benutzen  für  den  vorliegenden  Fall  das  Additionstheorem 
der  elliptischen  Integrale  der  2.  Art,  um  eine  Relation  abzuleiten. 
Wir  haben  der  Reihe  nach  zunächst  allgemein 


£(2)  — JE(i)  — £(<,)  — fcs  sin  a sin  <jp,  sin  <pt, 

£(  s>  — £(2)  — £(o)  — iJsin  a sin  tpt  sin  q>3, 

£(4)— £(3)  “ £(a)  — £sain sein <p3 sin <j>4, 

8)  

£<») — £(h-i>  — £(„)— 4isinosini)p«_isin  <p„ 
£(»+ 1)  — £(»)  = £(u)  - t*  sinusin  <p»  sin 


und  da 


£<  h fij—  £(u  = n £(«)  — i*  sin  o£  sin  <p,  sin  < ps 

£(»+!) — £(i)  = 4£ 
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worin  E das  vollständige  Integral1  and  demnach  4 E der  Umfang  der 
Ellipse  für  a — 1 ist,  so  folgt 

9)  4 E = nE(ai  — i*  sin  ff  E sin  <p , sin  <p3 

Hieraus  geht  hervor,  dass  -Fsin  (jc,8in  <p,  eine  constante  Grösse  ist. 
Man  hat  also,  da 

sin  qp»+i  =•  sin  qp, 

10)  sin  <p,  sin  9, -f- sin  <p,  sin  <p9  -)-  sin  <p3  sin  g>t  ... 

...  sin iy„-  isin 9>,i -f-siu qPxSiu 9,  .=  c 

Diese  Relation  zwischen  den  Amplitnden  der  Integrals  besteht 
für  alle  Tangenten-  und  Sehnenvielecke  zweier  confocalen  Ellipsen. 

Für  das  Dreieck  ist  die  Constante  C leicht  zu  ermitteln,  nämlich 

sin  qp,  sin  qpa— f-  sin  qpt  Bin  91,  + sin  <p3  ein  qs,  ■=  — sin  a* 

demnach  ist 

4 E — SEW+F'sino» 

Man  hat  bei  diesen  Bestimmungen  besonders  auf  die  Vorzeichen 
der  Functionen  zu  achten.  Nimmt  man  sin  <pt  negativ,  so  wird  sinqog 
positiv,  sin  <jpa  negativ. 

X 

Da  sin  9 = - ist,  so  kann  die  obon  gefundene  Formel  auch  durch 
Exx  xt  — C 

dargestellt  werden. 

Wie  vorhin  für  das  Dreieck,  so  gelten  für  das  4,  6,  n Eck  die 
allgemeinen  Formeln 

4 K — A4+2i4*a*  — 

cn  _ =•  ..  . 


11) 


J 4K  Ai-2Aict  + aici 
dn7r  = Ai-a'c* 


F{„)  — 


4 K 


ff 


4 K 
am  — 

n 


Für  das  Viereck  werden  diese  Gleichungen  sehr  einfach. 


Die  Bedingungsgleichnng  ist 


woraus 


A*  — 2A*a8  -f-  os  c* 
A*  — a(a-\-b). 
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Construirt  man  demnach  zu  einer  Ellipse,  deren  Halbachsen  a 
und  b sind,  eine  zweite  confocale,  so  lässt  sich  für  den  Fall,  dass  die 
grosse  Halbachse  der  zweiten  durch  A ■=■  Va(n-|-J)  bestimmt  ist, 
der  äussern  Ellipse  ein  Parallelogramm  einzeichnen,  welches  der  in- 
nern  umgezeichnet  ist. 

Da  £(«)  — £ ist,  so  folgt 

£sinqp1sin9P1  — 0 

Die  Anwendung  der  Formeln  auf  das  8 Eck  fahrt  auf  die  Be- 

K — 

Stimmung  von  dn  ^ , welcher  Ausdruck  bekanntlich  gleich  yV  ist. 

Die  Bedingungsgleichung  fahrt  demnach  auf  die  Relation 

(jj)‘  (1  - VF)  - 2F  )+*»(l  + VF)  =0 

woraus 

(o)*  “ <»+V*>  Vl-f*'(Vl+F-  VF) 


Da  k — - ist,  so  folgt 


Die  Relation  9)  geht  nun  aber  in 

4 E — 8£(«)  — Fsinö£sin<p,  sin 
Aus  einer  speciellen  Lage  des  Achtecks  folgt  aber,  dass 
£ sin  g>,  sin  <p,  = 4 sin  a 
£>=  2£(0) — Fsino* 


weshalb 


Die  analytischen  Bedingungen  für  Tangenten-  und  Sehnensechsecke 
confocaler  Ellipsen  basiren  auf  den  Formeln 


cn|A'  = 


— A‘-f  2A*o*— o!c* 


12) 


dn?£  = 


A*  — a!e* 
A*-2A»c»-f-  a*e* 


Setzt  man  nun,  um  eine  Relation  zwischen  den  letzten  Grössen 
zu  finden,  in  der  Formel  7) 

«-e  = |£,  |£=2K-|X 

so  wird  man  erhalten 

Ans.  S.  Mftth.  b.  Pkja.  2.  S.ih.,  T.  VI.  13 


Digitized  by  Google 


194  Oekinykaue:  Zur  Theorie  der  Schlieesunyprobleme. 

cn|Ks — sn|Ä',dn|A'  = — cnfAT 
aus  welcher  nach  einigen  Entwickelungen 

cn|  A'—  (1  — cn  f K)  dn  J K = 0 

hervorgeht 

Nach  Substitution  der  Werte  aus  12)  erhält  man  also  aus  der 
letzten  eine  Bedingungsgleichung,  die  wir  wie  folgt  schreiben 

Setzen  wir 

er- 

so  ist 

**—  2*«*1' — - 0 

Wie  beim  Dreieck,  so  beruht  auch  beim  Sechseck  die  Bestim- 
mung der  Axenverhältnisse  auf  der  Auflösung  einer  biquadratischen 
Gleichung. 

För  die  Ellipsenbogen  besteht  nach  9)  die  Relation 

iE  — 6A'(<,) — k1  sin  ff  £ sin  <ft  sin  <pt 

Da  aber,  wie  auch  hier  an  einer  speciellen  Lage  des  Sechsecks 
deutlich  wird,  die  Constante 

C = 28^0* 

ist,  so  hat  man 

2 E — 3 E(0)  — t'sino3 


II. 

In  dem  bisher  Entwickelten  hatten  wir  die  Annahme  gemacht, 

C 

dass  der  Modulus  k — • - sei.  Im  Folgenden  lasseu  wir  diese  Con- 
stante unbestimmt,  so  dass  die  allgemeine  Ellipsengleichung 

X * y* 

. +7TT+jT  “ 1 

1-j-COSff  z/o+COSO 

für  alle  Fälle  gilt.  Beide  Curven  haben  gleiche  Acbsenrichtungen 
und  gemeinsamen  Mittelpnnkt 

Demnach  bestimmen  sich  die  Achsen  der  2.  Ellipse  aus 
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13) 


A * 


. 1-M« 

° l-f-coso’ 


ß*  = 4* 


1+dtf 

dO-fcOSO 


Aach  hier  Sachen  wir  die  Abscissea  X za  bestimmen,  deren  Ordi- 
nate — 4 ist.  Man  findet 


X — atgi® 


Sind  demnach  2 concentrische  Ellipsen  gleicher  Achsenrichtungen 
gegeben,  so  ist  damit  auch  die  Amplitude  a der  Relation 


r*V i _ PdVi  _ / 

J dy,  J d<]Ps 


de 

de 


bekannt  Eliminirt  man  in  13)  de,  so  kommt  schliesslich 


tg  i <»* 


A*  ß*— 4» 
o*  ß* 


woraus 

«*ß*-A*(ß*-4*) 
C0S6  ~ a»ß!  + A»(ß*-4*) 

Ferner  folgt  ans 

d*_  1 + de 
a*  1 -(-cos  e 

die  Beziehung 



2 y cos  ie*  — 1 — VI  — **sino* 

a* 


woraus 


t«  4ff*  = 


AHA*  — a*) 
a*(A*—k*a*) 


Aus  der  Verbindung  beider  Formeln  für  tgje*  resaltirt  eine  Relation 
für  £*,  nämlich 

a*B*  — b*A* 
k “as(ß»  — 4») 

Da  also  k und  cos  e durch  die  Achsen  beider  Ellipsen  bestimm- 
bar sind,  so  gewinnt  man  auch  für 

de  =■  Vl  — i*sin  o* 

die  Formel 

M*(ß‘-f4*)-a*ß* 

“ A*(B*— 4*)+a»ß* 

Die  Schliessnngsprobleme  für  2 Ellipsen,  welche  bei  gleichen 
Acbsenrichtungen  denselben  Mittelpunkt  haben,  sind  demnach  an 
folgende  Formelu  geknüpft: 

Für  ein  n Eck,  welches  der  fiussern  Ellipse  ein-,  der  inncrn  um- 
gezeichnet ist , gelten , von  welchem  Paukte  der  einen  oder  andern 
man  anch  beginnen  möge,  die  Relationen 

13* 
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/(„)—  “ für  1 Umlauf, 

*\o)  — 4 ~ fflr  « Umläufe. 

Im  ersten  Fall  hat  man  also 
4A' 

o — am  — 

n 

4 K o*B*-A‘(B*  -i«) 

cn  n “ a*BP+A*(W—  b*)’ 

,4  K AK&+b*)-a*Ifi 
14)  dn  n — At(& -.&)  + &&’ 

_ aß&-PA*  _ i»  A1  a3 

— a^B*— Ä»)  ’ a*  B* — 4* 

und  analog  für  den  2.  Fall. 

Bei  der  Anwendung  auf  3,  4,  n Ecke  hat  man  also  die  Be- 
ziehungen zu  suchen,  welche  für  verschiedene  Worte  von  — oder 

4 js 

— «in  Form  von  Gleichungen  bestehen.  Vermittelst  Substitution 
« 

obiger  Ausdrücke  in  diese  Beziehungen  gehen  neue  hervor,  welche 
das  Abhängigkcitsverhältniss  der  Achsen  beider  Ellipsen  definiren. 

Indem  man  dann  den  Modulus  k oder  a und  l beliebig  annimmt, 
gewinnt  man  manche  interessante  Ergebnisse,  deren  einige  wir  hier 
mitteilen. 

Ist  z.  B.  k = 0,  so  folgt  aus  der  letzten  Formel 

A a 

B~b 

Sobald  also  die  Ellipsen  ähnlich  sind,  gehen  die  elliptischen  Func- 
tionen in  Kroisfunctionen  und  damit 

4A  . 2ji« 
cn  — in  cos  — 

it  n 


über.  Daher  ist  hierfür 


oder 


tgi»2  = — — 
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, b a nu 

coslö  ■=  5 — -r  = COS  — 

1 B A n 

Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  scbliesst  sich  bei  ähnlichen  in 
ihren  Achsen  gleichgerichteten  conccntrischen  Ellipsen  das  Polygon 
wie  anch  der  Anfangspunkt  gewählt  werden  möge. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  die  obige  für  Kreispolygone  gültige 
Formel  sich  auch  auf  Ellipsen  der  oben  definirten  Art  ansdebnen 
lässt.  Die  excentrischen  Winkel  stehen  dann  in  folgender  Beziehung 
zu  einander. 

f j f i — f»  <Pi  "*  fi — <fs  — o 

woraus  für  die  Curven  einfache  constructive  Bestimmungen  bervor- 
gehcn. 

Für  das  Sechseck  gilt  nun  im  allgemeinen  Fall 
F(«r)  - 

weshalb  wir  jetzt  die  Formel 

L_=1 

cnfff  dnJA 

anzuwenden  haben.  Substituiren  wir  die  in  14)  berechneten  Ausdrücke 
in  die  letzte  Formel,  so  resultirt  die  elegante  Relation 


' — i 

a»  b*  ^ a*  4* 

+ B*  1 A*  B1 


1 


a*  b* 
A*  B* 


+1 


als  Bedingungsgleichung  für  die  Achsen  zweier  gleichliegcnden  eon- 
centrischen Ellipsen,  wenn  jedes  Sehnensechseck  der  äussern  zum 
Tangentensechseck  der  innern  wird. 

Ans  der  letzten  Relation  folgt  nun 


vermittest  welcher  für  bestimmte  Werte  der  kleinen  Halbachsen  b 
und  B,  die  entsprechenden  für  die  grossen  Halbachsen  berechnet 
A 

werden  können.  Falls  also  — constant  bleibt,  kann  a nach  Belieben 

a 

gewählt  werden.  Es  gibt  also  unendlich  viele  Ellipsen,  welche  den 
obigen  Bedingungen  genügen. 
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Sofern 

a A 
b ” B 

ist,  wird  man  für  beide  jetzt  ähnliche  Ellipsen  die  Formeln 
A « = |o*,  B*  - 

haben,  welche  für  a — 4 in  bekannte  Kreisrelationen  übergehen. 

Die  Formeln  für  das  Dreieck , also  für  n — 3 gehen  aus  der 
Substitution  der  Formeln  14)  in  7)  hervor.  Die  schliessliche  Re- 
duction  der  Gleichung  führt  auf 

A*(B » -J»)*  — 2oM‘B*(B‘  + 6*)+a4B*  =0 

worin  A,  B und  a,  b die  Halbachsen  der  beidon  entsprechenden 
Ellipsen  sind. 

Aus  dieser  folgt  die  einfache  Relation 


welche  eine  bemerkenswerte  geometrische  Construction  zulässt. 

Wie  man  sieht,  stellt  sio  die  Gleichung  einer  Geraden  in  recht- 
winkeligen Coordinaten  vor.  Demnach  hat  man  folgenden  Satz: 


Zieht  man  in  einer  festen  Ellipse,  deren  Halbachsen  A und  B 
sind,  eine  die  Scheitelpunkte  XY  verbindende  Gerade,  so  existiren 
für  alle  auf  dieser  Geraden 


liegenden  variabelu  Punkte  ab  entsprechende  Ellipsenschaaren,  welchen 
die  Eigenschaft  zukommt,  dass  der  festen  Ellipse 


X*  Y* 
A*+  B1 


Dreiecko  cinbescbricben  werden  könnon, 
aebsen  ab  variabelu  Ellipsen 


umbeschrieben  sind. 


welche  dun  mit  den  Halb- 


Die  Amplitude  des 


Integrals 


wird  jetzt  durch 


ausged rückt 
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Für  das  Vicrcek  wird,  um  wieder  zu  den  allgemeinen  Formeln 
znrückzukebren 


und 


woraus 


oder 


s = am  K = g 
B*  ' 


^ Vi+v 

Vermittelst  eines  die  änssere  Ellipse  einscliliessendcn  Kreises  ist 
“ durch  den  excentrischen  Winkel  rp,  also  durch 


bestimmt,  und  da 
ist,  so  folgt 


a . , 

- sinip 


1 K 

/l+F“8n2 


tp  - am  g 


Da  o — 90°  ist,  so  sind  die  Radien  nach  den  Berührungspunkten 
der  tangirendon  Sehnenvierecke  einander  conjngirt. 


Für  das  Achteck  ist  die  Bedingungsgleichnng 


so  ergibt  die  Entwickelung  für  y eine  Gleichung  5.  Grades. 

Um  dio  Verhältnisse  für  ein  Zehneck  darzustellen,  erinnern  wir 
an  die  bekannte  Relation  (Dortige  S.  185) 
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+ 8n|Ädo|Ä  ]/ i^dn 

Gemäss  der  Formeln  14)  ist  nun 

o*  DJ  — A,(Bt  — 4’) 
cülK—  a*  B* A*(B*  — b’) 

. lr  A>(B>+b*)-a’B* 
dn  J A = A,(B,  _ 4,j  _j_  a,B, 

Führt  man  diese  Ausdrücke  in  obige  Formel  ein,  so  rcsnltirt 


1- 

v>-i 

2“*| 
‘ A1' 

1 

1 

1! 

II 

3»  ä» 
1 

rH 

U.|  s.1 
+ 

Ä(a  **  , \ 
fl*  Vvä*  ä«+1) 

welche  Relation  ebenfalls  auf  eine  biqnadratische  Gleichung  führt. 
Wäro 

A a 
B“  b 

so  würde  folgen 

a*  a8 

ifi^-ao^+ö-o 

wie  es  sein  mass. 


Die  allgemeinen  Formeln  geben  noch  zu  einer  interessanten 
Betrachtung  Veranlassung.  Sie  enthalten  nämlich  eine  eigentümliche 
Methode  der  geometrischen  Constrnction  des  Additionstheorems  der 
elliptischen  Integrale  erster  Art,  und  zwar  wird  dieselbe  durch  Kreis 
und  Ellipse  vermittelt.  Denn  setzen  wir  in 


pj* t cda  _ r 

J Bo  J 


dfi 

Bfi 


die  Amplituden  o und  <pt  und  den  Modulus  b als  gegeben,  als 
gesucht  voraus,  so  hat  man  zunächst  in  den  aus  14)  hervorgehonden 
Formeln,  wenn  a = b gesetzt  wird : 


*'* 


A*-o» 
B'  — o” 


tgi«* 


Ai  B*  — o* 
Bl  a1 


i/*zuelimimrcn.  Für 


A% 


y kommt  dann 


Digitized  by  Google 


Oeking  haus : Zur  Theorie  der  Schliessung»  prob  lerne , 


201 


woraus  demnach  2 Werte  für  hervorgehen,  welche  beide  wir 

berücksichtigen  werden.  Für  das  obere  Zeichen  geht  nach  einigen 
Umformungen  des  Wnrzelausdrucks  die  Beziehung 

A _ Vl  + isino  -f-Vl  — isina 
a 2cosia 


und  für  das  untere  die  Excentricitüt 


hervor. 


£_  _ yi+tsina^ — Vl-lsina 
li  2 cos  ja 


Der  Radius  a des  Kreises  kann  willkürlich  gewühlt  werden,  die 
erste  Formel  lässt  demnach  A leicht  finden,  daher  ist  auch  B nach 
einer  der  obigen  Formeln  bekannt.  Wird  nun  die  Ellipse  mit  den 
Halbachsen  AB  construirt,  so  kann  für  jede  Amplitude  gc,  die  der 
obigen  Relation  entsprechende  Amplitude  <p,  bestimmt  werden.  Wir 
ziehen  nämlich  an  den  Kreispunkt  K,  welcher  der  Amplitude  <p, 
entspricht,  eine  Tangente  K , £ bis  zur  Ellipse,  nnd  von  E ans  eine 
zweite  EKt  an  den  Kreis,  der  Berührungspunkt  ergibt  im  zuge- 
hörigen Winkel  <ps  die  gesuchte  Amplitude. 


Die  Construction  ändert  sich  nicht  wesentlich,  wenn  man  die 
innere  Ellipse  unverändert,  dagegen  die  äussere  in  einen  Kreis 
übergehen  lässt.  Unter  diesen  Umständon  wird  also  A — fl,  nnd 
die  jetzt  gültigen  Relationen  für  das  Additionstheorem  sind 


it*  — 
tg*«1 


A% 


A1  b * 


Eliminirt  man  hierin  nnd  setzt 


A> 

o’ 


c1 


so  resnltirt  schliesslich 


jr’— #(1  + 1«  $«’)  + fc'tgio*  — 0 
woraus,  wie  vorhin 

£ __  Vl+jlsina — Vl  — isine_l 
° 2 cos  Ja 

^ _ yi-f-fcsin  a — Vl — isin  a 
a 2co8ia  — 

folgt. 
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Bei  bestimmten  o folgt  aus  der  ersten  Formel  die  Excentricität 
der  gesnchten  Ellipse,  und  aus  der  zweiten  ergibt  sich  der  Kreis- 
radius. Die  Amplituden  der  Integrale  werden  danu  wie  vorbin  ge- 
funden, wenn  die  excentrischen  Winkel  auf  bekannte  Art  eingetragen 
worden  sind. 

Die  beiden  Ellipsen  haben,  wie  man  sieht,  die  gleiche  Excen- 
trieität,  so  dass  die  entwickelten  Constructionen  in  einer  gewissen 
Dualität  zu  einander  stehen. 

Man  kann  endlich  auch  die  Formeln  in  ihrer  Allgemeinheit  bei- 
behalten, wodurch  beide  Curven  Ellipsen  bleiben.  Legt  man  der  er- 
sten bestimmte  Achsen  a und  b bei,  so  ergibt  sich  wie  früher  ans 
der  allgemeinen  Gleichung 


y'-rtl  + tgftW’tgK-O 


der  Wurzel  wert 

A 

Y 1 sin  o - f-  Vl  — k sin  o 

oder  auch 

a 

2 cos  Ja 

und  ferner  ist 

A* 
a * 

Vl  — £*cos  tf* 
” *+  2cosio* 

B1 

l”f"  Vl  — A:*  Bin  0* 

i» 

coso-j-Vl — 4*  sin a* 

wie  auch  aus  der  Ellipsengleichung  ohne  Rechnung  hervorgeht. 

Aus  diesen  Relationen  finden  sich  die  Achsen  der  umschliessen- 
den  Ellipse,  wodurch  die  Construction  der  Amplituden  in  vorhin  an- 
gegebenem Sinne  durcbgeführt  werden  kann. 

Die  zuerst  angegebene  Methode  ist  die  einfachere,  da  die  Am- 
plituden sofort  in  den  Kreis  eingetragen  werden  können.  Durch 
goniometrische  Zusaminenziehuug  der  Formeln  kann  die  Construction 
der  Achsen  A,  B ebenfalls  erleichtert  werden.  Die  bekannte  Jacobi’- 
sche  Construction  des  Additionstbeoremes  findet  in  dem  Vorstehenden 
ihr  Analogon  auf  Ellipsen  uud  Hyperbeln,  je  nachdem  man  das  eine 
oder  andere  Zeichen  von  + AKa)  berücksichtigt.  Sollen  die  Kegel- 
schnitte confocal  sein , so  ist  im  ersten  Falle  die  Excentricität  der 

C b 

Ellipse  durch  den  Modulus  k = k'  «=  - bedingt,  und  da  alsdann 

A* — B*  ■=  c!  sein  muss,  so  wird  die  Construction  van  B leicht, 
wenn  A gefunden  ist. 
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III. 


Die  folgenden  Untersuchungen  gehen  von  der  transforroirton 
Gleichung 

, , . ab 

a sin  « cos  <p -j-  b cos  asm?  — ß 

welche  wir  Anfangs  aufgestellt  haben,  aus,  um 


2tg 


<P 


»-•«T 


sin?  = 


-ä,  COB  <p=z 


i+t 4 


1+t«  2 

darin  zu  Bubstituiren. 

Das  Resultat  ist  die  Gleichung 
Rb 

tg  Jqp3(i-|-ßsino)  — 2 — tg  iv+i — Äsino  = 0 
Wir  beziehen  dieselbe  auch  jetzt  wieder  auf  die  Gleichung 


cos 


2Tsmf®in^y)  = cos  = 


fll±  fll  . ß 

I jTl-J  jt!  J ‘<1 


2 ~ "2 
indem  wir  die  Entwickelungen  aus  I.  benutzen. 
Zunächst  hat  man 


0 

Z\a 


— y)zfo  = - y,a,y,-4-  COS  jo 


woraus 


4J2  / . «\* 

!.  ai  cos Jo2-}-y2(4co8  $°3— (1  - Z\a)‘l)  — 24iJsin .y— 


Demnach  gilt  auch  im  gegenwärtigen  Falle,  worin  anstatt  9 die 
halbe  Amplitude  vorkommt,  die  Gleichung  eines  Kegelschnitts,  wel- 
cher indessen  mit  der  1.  Ellipse  nicht  mehr  concentrisch  ist.  Indem 
man  also  von  einem  beliebigen  Punkto  desselben  2 Tangenten  an 
die  umschlossene  Ellipse  zieht,  geben  die  hierdurch  bekannten  ex- 
centrischen Winkel  <p,  und  <p,  diejenigen  Amplituden  $?>,  und  i<pä 
an,  welcho  der  obigen  Additionsgleichung  genügen,  sofern  folgende 
Eedingungen  erfüllt  sind. 
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Die  Gleichung  des  genannten  Kegelschnitts  ist: 


q»(l  + Aja) 


4 cos  Jo*  — (1  — zf$«)* 


...  . o* 
4fc*  sin  ^ 


+ 


9~ 

0* 

\ 4C08 

2 

\l~‘d  2)  J 

44*^1 

< 

) 008  5 

/ 

0 * 

/ e\*\* 

I 4cos 

2 — 

oder  abgekürzt 

Wir  führen  ein 
demnach  bat  man 


Ä * 


+ 


(y — m)‘ 
ü*  ' 


C*  B*-A* 


C*-(  1 + J)* 


4 c*  cos  g — o*(l — 4)* 


(4coa  ^ — (1  — <*)»  ) 

4*  n*  4cosi<J* — (1  — 4)* 

JJ*  ~ 44*  cos  Ja»  ' 

(1— z#)‘  4(a*  B*  — 4*  4*) 


Da  nnu  aus 
folgt 


cosjo* 


3*j8» 


4»  = 


a*(l4-4)* 


4cosJe*  — (1  — 4)* 


(1  + 4)*  44*  44 

cosja*  ,ß*‘  o4 

so  resnltirt  ans  den  letzten  Formeln 

/l— 4\*  a*  (a*B*-4*4*) 
\l+j)  “ 4*  44 

_ 4*4  — - 4*4* 
“ 4‘4  + aVa‘B*  — 4*4* 


Daher  ergibt  sich  aus 


cos*«  ~ i j • j,(l+^ 


unter  Einführung  dos  Wertes  von  4 


cos  Ja  — 


a*B 


4*44-aya*fl*  - 4*4* 
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Wird  endlich  noch 


ibA*  . 

C08i«-1  = ä 


qnadrirt  und  cos  a der  obigen  Formel  darin  substituirt,  so  resultirt 
iabAi  Ya*&  — PA* 


oder  auch 


i». 


**  = 


(Alb + a VosB®  - b^f  — a*ff 


iab  Ya*#  — b*A* 


A*&  + 2abYai&  -tfA'—aW 
Bei  Benntznng  der  bisherigen  Formeln  folgt  für  m endlich  noch 


wodurch  alles  gegeben  ist 

Wir  wollen  die  sich  hier  darbietende  Gelegenheit  benutzen,  die 
obigen  Integrale  mit  den  ans  der  Pendelbewegung  in  Verbindung  zu 
bringen.  Demnach  sind  in  dem  Zeitintegral 

<*ip 


r die p 

< — m | — 7~ 

.1  V 


sin  Jqp* 


die  Constanten  nnd  Amplituden  den  obigen  gleich  zu  setzen. 

Wie  bekannt,  ist  a der  Kreisradins,  oder  die  Pendellänge  und  A 
die  vom  tiefsten  Punkte  an  genommene  Geschwindigkeitshöhe 

g 

H—  welche  grösser,  gleich  und  kleiner  als  2a  sein  kann.  Also 

folgt  durch  Gleichsetzen  der  beiden  Moduli  unter  der  Voraussetzung, 
dass  a -=  b: 

2a  4a  C 

fl* 


woraus 


Ferner  ist 


Die  Relation 


geht  nun  in 


A*+2aC- 
ß*—  (C—  a)* 


A = 


cos  g 


2 C 
aB 

A’-f-aC 


/Mp,  , /Mp*  _ r 
J ^Jp,  V Ä<p*  J 


•dja 

Ai® 


t.+t,  = t 
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über,  wonach  die  Tangenten  von  jedem  Punkte  der  den  Kreis  um- 
Schliessenden  oder  schneidenden  Ellipse  anf  dem  Kreise  Bogen 
gleicher  Zoitdaner  begrenzen. 

Wählt  man  die  Geschwindigkeitshöhe  vom  Kreismittelpaukt  an, 
setzt  demnach 

H — h — o, 

so  wird  die  obige  Bedindangsglcichung  einfacher 

H Ai~a* 

11  2 C 

welche  H auf’s  einfachste  constructiv  bestimmt. 

Wir  fassen  das  Entwickelte,  wie  folgt,  zusammen: 

Man  zeichne  eine  Ellipse 

=1 
+ B*  1 

und  zwar  so,  dass  ß grösser  als  A sei;  um  den  obern  Brennpunkt 
C,  welcher  also  in  der  ß- Achse  liegt,  construire  man  einen  kleinen 
Kreis  vom  Kadius  a. 

In  diesem  Kreise  lassen  wir  oinen  schweren  Punkt  oscilliren  und 
bestimmen  seine  Geschwindigkeitshöhe  nach  der  Formel 

„ A*-a* 


Auf  der  Ordinate  des  Brennpunktes  lässt  sich  eine  Strecke 
FG  — VÄ*  - o» 


ohne  weiteres  auftragen,  verbindet  man  nun  G mit  dem  zweiten 
Brennpunkt  F\  und  zieht  die  auf  GF'  senkrecht  stehende  GH  bis 
zum  Durchschnitt  mit  der  verticalcn  ß- Achse,  so  ist  FH  die  Ge- 
schwindigkeitshöhe des  schweren  Punktes  im  Kreis,  und  die  Ellipse 
hat  die  schon  genannte  Eigenschaft,  dass  die  von  jedem  ihrer  Punkte 
an  den  Kreis  gezogenen  beiden  Tangenten  Bogen  des  Kreises  eiu- 
schliessen,  welche  der  schwere  Punkt  stets  in  derselben  Zeit  durch- 
läuft. 


In  Bezug  anf  Oscillationen  können  wir  anstatt  der  Gescbwindig- 
keitshöhe  auch  den  Winkel  a einführen,  der  dem  Kreispunkt  ent- 
spricht, wo  die  Bewegung  von  der  Bube  aus  beginnt  Diesen  Winkel 
können  wir  mit  o durch  die  Gleichung  a a in  Beziehung  bringen. 
Man  bemerke,  dass,  wenn  eine  der  obigen  Tangenten  horizont&l- 
also  senkrecht  zur  ß-Achse  ist,  die  andere  den  Winkel  a bestimmt 
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Man  findet  leicht 


oder 

und  ferner  ist 


sin^a* 


ß!  — (C—  a)* 
4 aC 


A • , 2 C 

-i  + — COS  a =■ 
a*  1 a 


1 


B 

a a 

008  2 " A*  C 
o*  ' a 


Die  Elimination  von  a ergibt  aus  der  entsprechenden  Gleichung 
eine  Wurzel 

A * 

“=  C 

demnach  ist 

o B 

008  2 2 C 


Bei  diesem  Fall  der  Bewegung  schneidet  die  Ellipse  den  Kreis, 
und  das  Kriterium  der  Oscillationen  basirt  auf  der  Ungleichung 

o>  B—C 


während  bei  vollen  Umläufen 

a < B — C 

ist.  Der  Kreis  liegt  dann  ganz  im  Innern  der  Ellipse.  Wenn  aber 
a — B — C 


tst,  so  berühren  sie  sich  von  innen  nnd  die  entsprechende  Bewegung 
geht  in  die  asymtotische  über,  wonach  der  schwere  Punkt  den  oberen 
Kreispunkt  erst  nach  unendlicher  Zeit  erreicht. 

Um  nun  auch  für  die  Parabel  die  entsprechenden  Verhältnisse 
anfzustellen , erinnern  wir  daran,  dass  der  Parameter  p der  Ellipse 
durch 

A * 


ausgedrückt  wird,  daher  geht  die  Formel 


in  //  — q über. 


H = 


A*-a * 
2C 
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Will  man  die  directen  Formeln  benutzen,  so  ist  zu  setzen  (siehe 
oben) 


i 

a 


2 — f 

**  . 


Jfc» 


2a 

~k 


also  ist 


h — a-J-g  oder  H ■=  q 


woraus  folgt,  dass  bei  der  Parabel  die  Geschwindigkeitshöhe  stets 
den  Scheitelpunkt  der  Parabel  zur  obern  Grenze  bat. 


Wie  bei  der  Ellipse,  so  schlossen  auch  bei  der  Parabel  die  von 
ihr  an  den  Kreis  gezogenen  Tangenten  Bogen  gleicher  Zeitdauer  ein. 


Es  braucht  wol  kanm  der  Bemerkung,  dass  das  Vorstehende 
auch  auf  die  Hyperbel  Anwendung  findet.  Setzt  man  die  .Ö-Achse 
vertical  voraus,  und  zeichnet  um  den  untern  Brennpunkt  den  Kreis, 
so  geht  ans  der  Formel 

, (C-f-a)’ — Bs 

h=  2C 


die  Bemerkung  hervor,  dass  filr 

> 

a — C — B 

< 


wonach  der  Kreis  den  untsrn  Zweig  der  Hyperbel  entweder  schneidet 
oder  ihn  berührt,  oder  nicht  berührt,  die  Bewegungen  entsprechend 
oscillatorisch,  oder  asymptotisch,  oder  circulär  wird. 

Nehmen  wir  an,  dass  der  Kegelschnitt  den  Kreis  ohne  Berührung 
einschliesst,  und  ziehen  von  einem  Punkte  A des  erstem  eine  Tan- 
gente APB  an  den  letztem  bis  zum  Durchschnitt  B des  Kegel- 
schnitts, von  B wiederum  eine  Tangente  BP‘C  an  den  Kreis,  vom 
Schnittpnnkt  C von  neuem  eine  dritte  Tangente  und  so  fort  und 
bezeichnen  die  Berührungspunkte  t mit  PF,  P,  so  wird,  wenn 

bei  dieser  Tangentenziehung  die  Punkte  P ö,  Pt  in  bestimmten 
regelmässigen  Zeitintervallen  auf  einander  folgen,  der  hiermit  gleich- 
sinnig im  Kreise  sich  bewegende  schwere  Punkt  der  Reihe  nach  mit 
diesen  Berührungspunkten  zusammenfallen.  Letztere  schreiten  also 
mit  dem  schweren  Punkte  gleichförmig  fort. 

In  bestimmten  Füllen,  die  wir  gleich  noch  in  Kürze  darlegen 
wollen,  kann  PH  mit  P zusammenfallen , was  nach  einmaligem  oder 
mehrmaligem  Umlauf  geschehen  kann.  Die  Tangentenfolge  schliesst 
sich  demnach  zu  einem  Polygon,  dessen  Existenz  an  bestimmte  aus 
den  Constanten  der  Kegelschnittsgleichung  abzuleitende  Bedingungen 
geknüpft  ist. 
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Ans  dieser  Gleichung  ersieht  man,  dass  sie,  wie  schon  gezeigt, 
alle  Fälle,  also  Ellipse,  Parabel  und  Hyperbel  umfasst,  da  der  Coof- 
ficient  4 cos £<js  — (1  — entwedar  kleiner,  gleich  oder  grosser 

als  Nnll  sein  kann.  Eine  grössere  Einfachheit  erzielt  man  in  den 
Formeln,  wenn  a — b oder  A = B angenommen  wird.  Da 

, 2 „ 

ia  — am  - K 

1 n 


so  ist  fUr  das  Dreieck,  also  n — 3,  die  Bedingung 

A*  4*  — a*(a*  J3*  — b*  A*)  — 2o*4A*B 

zn  erfüllen. 

Soll  das  Polygon  ein  Viereck  sein,  so  hat  man  die  einfache 
Relation 

da  1^—  V*' 


zu  benutzen,  und  setzt  man  noch  a = i,  so  ist 


. K A* — aC 
d“  I ~ A*+aC  ~ 


VIC 


**  - 


4 aC 

A*+2aC—a* 


Die  Bedingung  wird  also 

/A*  — aC\*  iaC 

\A*+aC)  ' A*-\-2aC — o’ 


Die  übrigen  Fälle  werden  formell  etwas  complicirter. 

Für  die  Hyperbel  hat  man  — A * statt  Aa  zn  setzen  und  zu  be- 
achten, dass  je  nach  der  Lage  des  Vielcks  der  eine  oder  auch  beide 
Aeste  der  Cnrve  znr  Verwendung  kommen. 

Wie  man  sieht,  geht  die  Gleichung  für 

4 cos  io*  <=  (1  - zf$«)* 

in  die  einer  Parabel  über: 


^cosja*.*8  — 24fc*sin 


Ans  der  Bedingungsgleichung  folgt,  dass  die  Amplitude  a vom 
Modulus  k abhängt,  denn  es  ergibt  sich 

i»  812  — k*)  4— 3t* 

cosju=CT,,  sini«*-^^,  A 

Aich.  der  Meth.  u.  Fhja.  S.  Reihe,  Teil  VI.  14 
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Die  Parabelgleicbung  wird  also  zur  folgenden 
4a!  2 — i2  / . 2 — t2 


2-tV  , 2 — t2  \ 
* *»  v+  **  • b) 


Bezeichnen  wir  den  Parameter  mit  p = 2?,  so  ist,  wenn 
2 — fc2 

m ” fc»  4 


a»  2 — 
9 “ 4 jfc* 


die  Gleichung  auch 
wo 


x*  = (y-f-m) 

m 4a 
g o* 

Für  den  Kreis  ist  sehr  einfach 

X2  ->  4g(y  + g) 

demnach  fällt  das  Kroiscentrum  in  den  Brennpunkt  der  Parabel. 


Für  das  Dreieck  erhält  man  nach  der  Formel 


woraus 


enfif  dnf  IC  “ 1 

4_Tp+  fZTäfcS”  1 


12-4V2 

“ 7 


Die  Anwendung  der  allgemeinen  Formeln  auf  4,  5 und  « Ecke, 
welche  der  einen  Cnrve  ein-,  der  andern  nmgezeichnet  sind,  hat 
nach  dem  Vorstehenden  keine  Schwierigkeiten  mehr,  weshalb  wir 
auf  weitere  Erörterungen  dieser  Verhältnisse  nicht  weiter  hier  ein- 
gchen.  Dagegen  bemerken  wir  im  Anschluss  an  früheres  noch  fol- 
gendes : 


Führt  man  in 
die  Relation 


°tgq»,-f'6tgq»-|-e  — 0 

2tg«p 


tg2qo : 


1 — tggs2 


ein,  so  folgt 

((«-f-e)*  — 4*)tg2?>*-(-24(a— c)tg2y-|-4ac  = 0 
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Aebnlicb  wie  im  Vorigen  die  halbe  Amplitude  gewählt  werden 
konnte,  so  steht  jetzt  die  doppelte  zur  Verfügung , so  dass  die  Fun- 
damentalrelation nnn  in  die  folgende 

( (o-J-c)’  — A*)-f-4ac  da  = ((a  — c)*-)-A*)C08  oj 


traosformirt  wird.  Indem  wir  nun  die  Constanten  der  genannten 
Gleichung  hier  einfahren  und  die  Bedingungsglcichang  für  das  Ad- 
ditionstheorem gehörig  ordnen,  resultirt  eine  Curve  4.  Grades 


2(<4a-cosjos)  i*y* 
sinJos  a'A*  ‘_ 


y4 

A* 


2(1 +^g)  _ 2(1 -j -je)  y* 

sin  Ja*  sin  Ja*  A* 

20-Mo) 

sinjo*  “ 


0 


welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  von  jedem  ihrer  Punkto  an 
die  Ellipse  gezogenen  Tangeuteu  in  ihren  den  Berührungspunkten 
entsprechenden  concentrischen  Winkeln  9,1p,  der  Relation 


genügen. 


/ 


d2qj, 


d 2<Pj 
d(2<pt) 


IV. 

Um  noch  einige  analoge  Verhältnisse  zu  diseutiren,  verlegen  wir 
den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  einen  Brennpunkt  des  Kegel- 
schnitts, bezeichnen  die  Polarcoordinaten  des  Punktes,  von  welchem 
Tangenten  zur  Curve  gezogen  werden,  mit  R(a)  und  die  bezüglichen 
Polarwinkel  der  Berührungspunkte  mit  0 und  6',  dieselbeu  be- 
stimmen sich  aus  der  folgenden  Gleichung 

^ -f- « cos  — sin  a*  ^ tg  0*  — sin  2a . tg  0 

-f-  ^ + e cos  aj  — cos  o*  — 0 

darin  bedeuten  p und  c bezüglich  Parameter  und  numerische  Es- 
centricität 

Wie  früher  verbinden  wir  die  als  Amplituden  aufgefassten  Wur- 
zeln 0 mit  der  Relation 

dB p dB, p da 

yr^rin«’  ±J  Vl-^sin  0“ Vf-l^slnä* 

und  führen  in  der  damit  verknüpften  Fundamentalrelation 


Digitized  by  Google 


212 


0 eking haut : Zur  Theorie  der  Schlieeeungtprobleme. 

cos  & cos  £»'  sin  8 sin  S'J(a)  = cos  o 


diu  aus  der  ersten  Gleichung  sich  ergebenden  Worte  von  cosöcos0' 
etc.  ein,  man  findet 

^ + ecosn^  — sin  <**  — ^ + ecoscr^  — cosa2^  Ja  = cos a 

Wir  setzen 

ÄCOSO  — x,  Äsina  = y 

wodurch  man  erhält 

a?(e?(\-\-Jo)-{-Jo-\-CO&o) — y2(l-j-COSö)-|-2/>«(l-4-xfö)x-f-p2(l-|-^fl)  = 0 

Für  die  Hyperbel  besteht  die  Formel 

0 (Ja  cos  n , 01  + cos«  , „ , „ „ 

* rr^«  + ei  r-ja  +2r‘*+r2 = 0 

für  die  Ellipse 

. /ktfO+COS«  \ , 1 -1-COSo  „ - 

1 (t+ü — ^)  + ^T+^r-^“-p*  = ° 

Letzte  Gleichnng  schreiben  wir 


l+- 


\J , 

y2 

'zfo-f-cosn  ,\ 

/ l-j-cosa  \ 

L 1 + Ao  ~e  ) 

p2 

1 Jo 

(Ja- fcos«  \2 

do-\-  COS  o 

V 1-M«  * / 

die  definitive  Form  der  Gleichung 


/ et — V 

JO+COBO 

V \+J<S  *7 


+ - 


P^Ja- (-cos«) 


pt',Ja  -j-  cos«) 


Schreiben  wir  dieselbe 


(z  — m)2  j/t 


A» 


ß* 


= 1 


so  erhalten  wir  wie  früher  einen  Kegelschnitt  als  geometrischen  Ort 
der  Schnittpunkte  derjenigen  Tangenten,  deren  Polarwinkel  der  De- 
finitionsgleichung genügen. 
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Es  ist  nuu 

J2 pSfzfg-t-cos«) 

"<•+■»> 

2 pVc  + cosg)  

” „ . ,/^ö  + COSo  - \ 

(1  + C0B#)C  1+Jc-  -*) 
m pe 

Ao  + COSo  2 

1 + -«#»  -e^ 

Dio  Amplitude  lässt  sich  auf  folgendem  Wege  crmittelu.  Neh- 
men wir  * — a -f-  c,  so  verschwindet  für  diese  Abscisso  eine  Ampli- 
tude 6,  wodurch  die  andere  zu  o wird.  Entwickelt  man  y,  so  findet 
sich 

y — o(l-j-e)tgjo  -=  (a-j-cjtg^g 

Damit  ist  die  gesuchte  Amplitude  a leicht  geometrisch  bestimmbar. 

Wir  geben  noch  diejenigen  analytischen  Verhältnisse  au,  welche 
durch  Combinircu  der  letzten  Formeln  hervorgebeu.  Um  zunächst 
eine  Verbindung  zwischen  A und  m abzuleiten,  fuhren  wir 

-dgj-cosjs  , pe 
1-j-z/g  m 


in  A a ein,  und  erhalten  zunächst 


und  da 
so  wird 


= 


P*(z/g  -f-  COS  g)m2 

lH-zfg)i>M 


zfg-J-COSO 

1+z/g 


- «a  + 


pe 


die  gesnehte  einfache  Relation.  Vermittelst  dieser  kann  bei  ge- 
gebenen A die  Abscisso  m des  Mittelpunktes  der  zweiten  Ellipse 
leicht  bestimmt  werden. 


Führen  wir  in  der  Formel  für  — 

m 


Hl  ein,  so  folgt  zunächst 


jB2 


(*/g-f-cos  <s)m  B2c 

^ (1-f-  cos  0)pc  0 0f  prn 


<fg-J-COSg 

1-J-C08* 
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Ans 

folgt  aber 


A3 


(zfe-j-COSff)m3 
' (l+Joje3 


cosc- 


Die  Elimination  von  Ja  au9  den  letzten  Formeln  führt  nun  auf 

e3A3 


. COS  ff J- 

Ifle  m* 

— (1+COSff)  - COSff+  — 

m3’  — 1 


woraus 


B 3 


„«  _ AH3  18 


cos  0 


, „ Ifl  m3  — A3e3 

w-v-jzr 

A1pme  + A3B3e3  -m3B3 
A3pme  — 

Snbstituiren  wir  diesen  Wert  von  cos  ff  in 

e?A3  , (e3A3  , \ 

e°Sff-^-  = ^ff^  -lj 

— A3pm«  -f-  -(-  m3B 3 

° Ä3pme — A3B3e3-^-m-Bi 

und  ondlich  ergibt  sich  hieraus  der  Modulus  k,  wenn  wir  in 
Ja  =•  Vl — Psino2 

sin  ff  durch  cos  a nach  einer  der  obigeu  Formel  bestimmen , nämlich 


so  rcsultirt 


ta  = ” fflg  — pm 
p A3c  — m3 

Damit  ist  anch  der  Modulns  des  Integrals  durch  die  Achsen 
der  Kegelschnitte  und  m bekannt,  dasselbe  gilt  bezüglich  der  Func- 
tionen von  ff.  Ist  dagegen  a und  k als  gegeben  vorausgesetzt,  so 
werden  die  gesuchten  Achsen  A und  B durch  die  Formeln  für  Al 
und  B2  nnd  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  des  zweiten  vom 
Brennpunkt  des  ersten  durch  die  Formel  für  m ermittelt. 


Die  Anwendung  der  entwickelten  Formeln  auf  ein-  und  umbe- 
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schricbcno  Vielecke  ist  nun  keinen  Schwierigkeiten  unterworfen,  wenn 
man  die  Gleichungen  in  der  folgenden  Fassung  aufstellt: 

AK  A*pmc  +A2B?t?  - m2B2 
CD  n _ Ä^pmc  — A2B*<?+m2B2 

AK  -A2pme-\-A‘Bf‘^  + m‘Bi 
““  n “ +A*pme  — A?  BW +m3B* 

U2  ™ -P"» 

p iV-TO* 


A>  = m*+Z? 

1 e 

Für  das  Viereck  hat  man  demnach 

AK  „ ^ . 

cn  — =*  0,  d.  l 

A2pmc-\-  A2B2e2  •=  m2B2 

als  Bedingungsgleichung  zwischen  den  Achsenverhältnisson  der  beiden 
Ellipsen.  Bio  Relationen  werden  einfacher,  wenn  Bedingungen  ein- 
goführt  werden,  z.  B.  dass 

c C 
a A 

also  die  Excentricitäten  gleich  seien.  Für  1 wird  die  2.  Curve 
zur  Hyperbel,  da  B1  und  in  Folge  dessen  m negativ  wird. 

Die  einfachste  Gestalt  gewinnen  die  Relationen  für  * — 0. 

Es  wird  nämlich 

**  — c 


A2  =-  m2  -\-  —m 
' c 

also 

A\ 


woraus  sich  ergibt,  dass  m zur  linearen  Excentricität  der  zweiten  Ellipse 
wird,  zwei  Brennpunkte  fallen  demnach  aufeinander,  und  endlich  ist 

n 2 4*  m — c 

n e ’ mc-f-6* 

Liegt  demnach  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  a und  b vor, 
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so  constraire  man  eine  zweite  so,  dass  2 Brennpunkte  aufeinander 
fallen.  Bezeichnet  man  die  Entfernung  dieses  Brennpunktes  vom 
Mittelpunkte  der  2.  Ellipse  mit  m,  so  ergibt  sich  vermittelst  der  ersten 
der  obigen  Formeln  die  Halbachso  O.  Tangenten  von  einem  Punkte 
der  2.  Ellipse  an  die  erste  gezogeu,  bestimmen  auf  letzter  2 Polar- 
winkel 8,  deren  Summe  <*+8,  eine  constante  Grösse  a ist,  welche 
durch  die  Formel 


, . 6*  m — e 

***+  = ! me+T* 

gefunden  wird. 

Man  kann  übrigens  über  m willkürlich  verfügen  und  etwa  an- 
nehmen,  dass 


m = 2o 


sei.  Dadurch  erhält  man 

ß*  = 26*, 


cos« 


c* 


e» 


und  die  lineare  Exentricität  der  2.  Ellipso  ist  der  doppelten  der 
ersten  gleich. 


Man  kann  ferner 
setzen,  woraus 


folgen  würde. 


m — o-|-c 
cosi«*  — ^ 


Fährt  man  in  der  Tangentenziebung  fort  und  setzt  voraus,  dass 
das  Polygon  sich  schliesst,  so  erhält  mau  für  den  allgemeinem  Fall, 
wonach  also  beide  Curven  einen  Brennpunkt  gemeinsam  haben,  die 
Formel 

n*  6*  m — c 
c mc  -f-  6’ 


Für  das  Dreieck,  welches  der  1.  Ellipse  um-,  der  2.  einbe- 
schrieben ist,  folgt  aus  der  letzten  Relation  wegen  * — 3 


für  das  Viereck 
für  das  Sechseck 


6’  »i  — c 

c m«-|-  6* 

6*  m — c 
= c mc  -j-  6* 


Digitized  by  Google 


Oekingkaus:  Zur  Theorie  der  SchlieeiungsprobUme. 


217 


i*  i»  — c 
* c mc  -f-  4* 

U.  8.  W. 

Wir  schliesseu  mit  diesen  Entwickelungen  vorläufig  ab,  da  die 
Methode,  deren  wir  uns  in  den  vorliegenden  Untersuchungen  bedient 
haben,  hinlänglich  klar  erscheint,  um  auf  diesem  Wege  fortzufahren 
und  neue  Beziehungen  aufzufinden.  Auch  das  Gegebene  ist  noch 
einer  weitern  Durchbildung  fähig,  indem  wir  uns  im  Vorstehenden 
derauf  beschränken,  nur  die  allgemeinen  Züge  mit  dem  Hinweis  auf 
ihre  Erweiterung  anzudeuten,  deren  Durchführung  wir  hiermit  dem 
Leser  anheimstellen. 

Emmerich,  im  September  1884. 
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XII. 

Miscellen. 


1. 

Berichtigende  Notiz  zum  Aufsatz  1. 

Beirrt  durch  den  Titel  des  Werks  „van  Swindens  Elemente  der 
Geometrie,  ans  dem  Holländischen  übersetzt  und  vermehrt  von 
C.  F.  A.  Jacobi,  Professor  au  der  Landesschule  Pforta“  heraus- 
gegeben  1834,  war  ich  der  Meinung,  dass  der  im  genannten  Werke 
pag.  339  eingeführte  Winkel  .1'  , welches  der  Brocard’sche  Winkel 
ist,  von  van  Swinden  herrttbrt.  Herr  Professor  Üblich,  in  Grimma, 
welcher  den  Untersuchungen  Uber  diesen  Gegenstand  gefolgt  ist  und 
auch  historische  Studien  darüber  gemacht  hat,  die  er  z.  B.  in  seiner 
Programmarbeit  1886.  „Altes  und  Neues  von  den  merkwürdigen 
Punkten  des  Dreiecks“  dargelcgt  hat,  berichtet  diesen  Punkt. 

Hiernach  hat  Crelle  bereits  1816  diesen  Winkel  betrachtet,  so 
dass  demselben  wol  die  Priorität  gebührt.  C.  F.  A.  Jacobi  hat 
die  Untersuchungen  darüber  fortgefübrt.  Dass  dieselben  für  anregend 
gehalten  wurdon,  beweisen  3 Abhandlungen  von  Wiegand,  Emsman, 
Hellwig,  in  denen  manche  der  neuerdings  angegebenen  Sätze  über 
diesen  Gegenstand  bereits  enthalten  sind. 

Dass  die  Littcratur  über  diesen  Gegenstand  in  Frankreich  und 
England  viel  bedeutender  ist  als  in  Deutschland,  liegt  sicherlich  mehr 
in  äussern  Verhältnissen,  ist  aber  wol  nicht  zu  läugnen.  Es  sebeiut 
der  Grand  dafür  zu  sein,  dass  deu  Verfassern  solcher  Artikel  mehr 
Gelegenheit  zur  Verbreitung  derselben  geboten  wird. 

W.  Fuhrmann. 


V 
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2. 

Bemerkung  zum  Aufsatz  IT. 

Mit  Bezugnahme  auf  den  Aufsatz : „lieber  Triederschnitte  u.  s.  w.“ 
in  Heft  1.  Band  6.  dieser  Zeitschrift  sei  hier  noch  die  einfache  Be- 
ziehung erwähnt,  welche  zwischen  dem  Schwerpunkte  des  Trieder- 
schnittes  und  dem  Mittelpunkte  der  Umkugel  des  durch  den  Tri- 
ederschnitt  hervorgerufenen  Tetraeders  stattfindet  Da  dieser  Mittel- 
punkt (*0,  y0,  z0)  der  Scheitel  eines  Polartrieders  ist,  welcher  die  vom 
Triederscheitel  ausgehenden  Tetraederkanten  halbirt,  so  erhält  man 
nämlich 

t 3£ 

2 — 2 “ zo+yoC08)"f  *°cos/S 
“3  fi 

2"  y = *0C0Sy-j-y0-f-*(|CO8a 
v 3t 

2 “ 2 = Ioc08/J  + J'oc08,'  + *o*) 

und  insbesondere  für  die  rechtwinkligen  Trieder 

t-  2/3*o,  V ” 2/3  ffo,  2/3«o 

Die  Subsitutiou  dieser  Ausdrücke  in  die  Gleichungen  der  Scbwer- 
punktsörter  liefert  die  Oerter  für  den  Kugelmittelpuukt. 

Es  möge  hiei  noch  die  Berichtigung  zweier  Versehen  folgen. 
Auf  der  letzten  Seite  des  obengenannten  Aufsatzes  muss  im  2.  Bei- 
spiel 

^ Vof*  statt  i Yaf* 

u.  s.  w.  stehen,  woraus 

a b e 

und  durch  Substitution  in  die  Elächcngleichung : 


•)  Dio  Umkehrung  ergibt: 

3 

“ Mn«. rin»Tsm»y({ siB ß ~ ’>CQ8* Biu  V - Coo..si>.) 

V o " 2sin»« siWBin  y (~ 1 c06 b 8i“ ß + Bin 1 ~ gcoa ° 8i"o) 

3 

*0  ■=  • , — ■ .S-—  (—  icosesin/J—  »jcosisiny-f  fsino) 

0 2 sm’osin'fJsm  a 1 ' 

wo  o,  b,  t die  Flächenwinkel  des  Trleders  bedouten. 
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• -©V  ,-©**  i=(D’,,‘ 

, , , . ...  ...  «Acsinysin*  . . 

so  dass  für  v der  weit  eiufachcrc  Ausdruck  — — Bich  cr- 

« < 

gibt  Iu  der  vorletzten  Zeile  muss  es  ferner  v'4/*  8t  y*/s  u[)d  des- 

4 4 

halb  in  der  letzten  y 12  st  y*/*  heissen. 

0.  Hermann. 


a. 


Zur  Theorie  der  harmonischen  Reihe  (Fortsetzung). 

5.  Der  Gedanke,  die  Vorzeichen  der  Glieder  einer  Reihe  grup- 
penweise umzukehren  und  die  so  entstehende  Reihe  zu  summiren, 
ist  nicht  neu.  Herr  Unferdingerbat  die  wichtigsten  Poteuzreiben 
in  dieser  Weise  mit  Hülfe  von  Integrationen  einzeln  behandelt ') 
nach  ihm  hat  Herr  Mildner  die  Aufgabe  allgemein,  für  beliebige 
Potenzreihen  von  bekannter  Summe,  gelöst1 2)  Wo  daher  die  Spe- 
cialisirung  von  Potenzreiben  für  * — 1 harmonische  Reihen  erzeugt, 
müssen  die  .oben  gegebenen  Ergebnisse  mit  denjenigen  der  genannten 
Arbeiten  übereinstimmen.  Dieser  Fall  tritt  ein  für  die  Reihen 


— log  (1 — *)  — x+  ~2+  3 + 

nnd 

X*  X6 

arctgx  - x - J + 5 ... 

oder 

die  den  Anwendungen  in  3.  und  4.  entsprechen. 


1)  Die  Summe  der  Logarithmus-  nnd  Arctang-Rcihe  (sowie  der 
Reihen  für  sinz,  cosz  nnd  e r)  mit  alternirenden  Zeichengruppen. 
Sitzgsberichte  d.  Wiener  Akad.  1867.  Bd.  55.  II.  S.  75  und  Bd. 
56.  II.  S.  257. 

2)  Ueber  Ableitung  neuer  unendlicher  Reihen  aus  einer  gegebe- 
nen durch  Umstellung  (soll  wol  heissen  „Umkehrung“)  der  Vor- 
zeichen nach  einem  bestimmten  Gesetze.  Ebendaselbst.  1882. 
Bd.  86  S.  999. 


« 
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Die  Formeln  für  o(l)  und  e($)  finden  sich  übrigens  nnr  bei 
Mildner,  in  zwar  auch  elementarer,  aber  von  der  hier  gegebenen 
gänzlich  verschiedener  Herleitung,  und  zwar  hat  die  erstere  Formel, 
abweichend  von  unserer  Gleichung  (III.)  die  Gestalt: 

P~ 1 
2 

« p j 

•fl)—  -log2+-j  Z (p— 2A — l)tg  - -ssr  n für  gerade  p, 

V Po  *£P 

p— 1 
2 

= -log24-2>!  Z k.  tg-™  für  ungerade  p 

p 8 ^ p*  , p 

Durch  Vergleichung  dieser  Ausdrücke  mit  den  unsrigen  ergeben 
sieb,  nach  einigen  leichten  Umformungen,  die  merkwürdigen  Formeln: 


n 2k 1 »— 1 l 

(V)  a)  £ (2*-l)tg-ir-»-«  + 2n  £ — ^ 


sin 


2 n 


«-»  kn  2 n —1  »-1  1 

“n2^I 


Ein  directer  Beweis  derselben  scheint  schwierig  zu  sein. 


6.  Man  konnte  versucht  sein,  die  Aufgabe  allgemeiner  so  zu 
fassen,  dass  die  Anzahl  der  negativ  genommenen  Glieder  von  der 
positiven  verschieden,  etwa  gleich  q,  gewählt  wird.  Man  überzeugt 
sich  aber  leicht,  dass  in  diesem  Falle  stets  eine  divergente  Reihe 
entsteht.  In  der  Tat  wäre  daun  die  Snmme  der  ersten  (p+s)« 
Glieder 


a(t)  = (Ao  + Ai  + .. -“t-Ay-i)  — ••• 

ü>+«)« 

+ (A<«-1XP  »»)  + •■•  + 

+ .. .+  hMp+D-l 


p-i  r 

= Z {A* — 
1=0 


T 


i 


Jüber  dieselben  Glieder) 


also 


r-t  1 

- Z -j-S»- 

i=«P+9 


P+9 


Sn— 1 
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(p+5)  «M 
(ft?)« 


=t£C«-i  (, 

+ !f‘°g  (n~i+zP +1)  - !=!og  (n  - i+ 


+*\  _ '+ 
p +<i> 


hf*G 

*=p 


■(;-£) 


H-*+p\ 
P+9  / 


Die  beiden  ersten  Summen  bleiben  |filr  n — oc  endlich ; die  bei- 
den letzten  aber  haben  bzhw.  p nud  q Glieder,  deren  jedes  unend- 
lich wird  wie  log«;  die  Differenz  wird  daher  immer  unendlich,  so 
oft  p und  q verschieden  sind , verschwindet  dagegen , wenn  p — q 
in  welchem  Falle  die  letzte  Gleichung  in  Formel  I.  übergeht. 

Heinrich  Si non. 


In  vorstehendem  Aufsatze  bitten  wir  folgende  Druckfehler  zu 
berichtigen. 

S.  105  Z.  11  v.  unt.  statt  Abhandlung  setze  Behandlung 

„ 106  „ 3 „ „ elim  „ c — lim 

*— 00 

„ 15  „ Gl.  (6)  unter  2 statt  t— 1 setze  1—1 

zwischen  Gl.  (6)  und  (6*)  fehlt  die  Zeile: 

deren  zweite  sich  noch  anf  die  Form 
bringen  lässt: 


S.  107 

z. 

10 

v.  unt. 

statt 

A* 

setze 

A» 

n 

2 

11 

11 

02pn 

♦1 

O-lpn* 

„ 108 

n 

1 

v.  ob. 

11 

P— 2 

11 

p-1 

n 

8 

11 

H 

c 

11 

<t) 

n 

10 

11 

11 

2 

2 

11 

2 

l 

ii 

15 

11 

11 

Differentiation  „ 

Dissertation 

„ 109 

»7 

8 

11 

»1 

(*+¥ 

11 

(*+¥)■ 

h 

9 

11 

11 

2p-  2 
2p 

11 

2p  — 1 

P 

n 

8 

v.  unt. 

11 

2m-{-4 

11 

2*»-j-l 

ii 

5 

ii 

11 

2m 

11 

1 

„ 110 

ii 

2 

v.  ob. 

11 

2 

2 n 

H 

2n 

P 

11 

ii 

2 

v.  unt. 

n 

2p—  1 

4p 

11 

2p—  1 

4p  n 

» m 

n 

6 

v.  ob. 

i> 

0 

1» 

5 
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Zar  Rcctlficatian  der  Hyperbel. 
Dieselbe  führt  bekanntlich  auf  das  Integral 
i1  f*  d(f 

J cos  cp*  j/l  — sin  f* 


Wie  wir  schon  früher  bemerkt,  ist  2 <p  der  Winkel  zwischen 
dem  einen  Breunstrahl  und  der  Verlängerung  des  andern  nach  dem 
zweiten  Endpunkt  des  Hyperbelbogens. 

Aus  der  obigen  Gleichung  folgt  aber 


- = zftg  <p  — E(q>) 


Wir  benutzen  hier  eine  in  den  „Transformationen“  mitgeteilte 
Formel 

E(9)  - (^-*)tgf+Äw.-  F(i£?«»-S-r±?än-ir+^) 
um  damit  den  Ausdruck 

zftg  <p  — £(<p) 

darzustellen  und  in  die  betreffende  Gleichung  einzufahren.  Man  er- 
hält 

* «.•  E . . 4n  / g*  . ru  \ 

-=i*u-^«  + **tg„+-^r— 

oder  auch  bei  Benutzung  einer  bekannten  Reihe  für  jfc'tg  <p,  nämlich 

...  n nu  2n  ( q*  . nu  q*  . 2nu  , \ 

k ggP  ““  2A'tg  2 K ~ K \r+9,81D  K 1 + • ") 

das  folgende  Resultat 

« 2«  / nu  q%  . nu  q * . 2nu  , \ 

e = i_9»8M  jr  i-5‘8m"A:  + ••■/ 

wodurch  der  Hyperbelbogen  aus  dem  Argument 
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MuCtUt ft. 


durch  eine  Reihe  abgeleitet  und  berechnet  werden  kann. 

E.  Oekinghau  s. 
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XIII. 

Potential  einer  elliptischen  Walze. 


Von 

Ulrich  Bigler. 

Fortsetzung  ton  T.  III.  Nr.  XIX. 


Zweiter  Teil. 

IV.  Potential  einer  elUptisehen  Scheibe  von  der  Dichtigkeit  1, 
deren  Punkte  den  Gleichungen 

genllgen. 

§ 12.  Das  Potential. 

a)  Ableitung  desselben  ans  dem  Potential  der  Ellipse,  ausge- 
drückt durch  ein  Integral  mit  freiem  Integrationsweg. 

Wenn  die  Wurzeln  der  Gleichung 


W1 


1 — 


Ate  u Dro  -)-  u « 
mit  u>f,  wt' , ict"  bezeichnet  werden,  dann  ist  das  Potential  der  Ellipse 

£!  + Z!  = 1 

Aw  ' Bw 


deren  Dichtigkeit  gleich  dem  Abstande  des  Mittelpunktes  von  der 
Tangente  im  betreffenden  Punkte  angenommen  wird, 


Pot  = 2w 


du 

u — wt)  («  — wt ')  (u — wt") 


Arch.  der  Math.  u.  Phjra.  2.  Reihe,  Teil  TI. 


15 
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Setzt  man  hier 


so  ergeben  sich 


u = um',  W r=— 
yw 


00 

Pot  = 2 Vw  Yaü  / - - 

J Y(n'+t)(u‘-f)(u' -t") 

X*  ,S 

u'.s  = ?_ y 1 

A ur 

- t,  t\  t" 

sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 

Wi*~0 


nnd 


daher  ist  die  Gl. 


w 3 — „ <)(»'—  t") 

1 (zl  -f-  u‘)  (Zf  -J-  u’)u' 


dentisch  richtig.  Schreibt  man  u statt  «'  und  setzt  dann  . 

nt  _ (u-<)(u— t')(u— <"),  l/s  -=  (A  + u)  ( B + u)u 


so  dass  nnn 
wird,  so  ist 


H=  —j—  UW, 

V ID  1 


rot.  = 2 Vvi AB  j djt  - 2 wY AB  f -~ 


wo  f die  grössto  Wurzel  der  Gleichung 


bedeutet. 


2 — — = w 

A-\~u 


Um  die  Masse  des  Ringes,  welcher  von  den  Ellipsen  mit  den 
Ilalbaxcn  (Y Aw,  Y Bk)  und  <y  YB(k-\-<Iw))  gebildet 

wird,  zu  erhalten,  habe  ich  obige  Formel  für  das  Pot.  noch 

mit  ^ zu  multipliciren.  Denn 
2 w 

Y A(w~-  die ) = Y A w ^1  -j-  - — ^ 
und 

Y B(p-\-du>)  = Y Bxc  ^1-f  ^ 

also  ist  das  frühore  E gleich  r — und  somit 
° 2 w 
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Pot  =YäB  f -£yjrdw  - iVAßJ'-^rdw 

t 

(Weg  eine  Schlinge  ans  dem  Ostpunktc  um  t). 

Weil  auch  dieses  Ingetral  im  Horizonte  verschwindet,  so  kann 
man  die  Schlinge  in  eine  geschlossene  Curve  um  die  Pole  *'  und  t" 
verwandeln  und  diesen  Weg  wollen  wir  nun  benutzen,  um  das  Pot. 
der  Scheibe  zu  erhalten.  Es  ist  also 


wo 


du 

U .Wx 


dw 


(Weg  Fig.  17.) 


— t (t— «)(«  — <’)(«— «")  

“ U “ A-\-u 


ist,  und  in  der  Realitätslinie  zwischen  t‘  und  ( positiv  verstanden 
wird;  somit  das  Potential  der  Scheibe 

Pot.  =*2  VABf(f^)d„ 

» 

Die  Wurzeln  t,  t',  t"  der  Gleichung 
TF,*  — 0 

sind  Functionen  von  tc.  Für  ein  sehr  kleines  +ie  ist  t pos.  sehr 
gross,  und  während  w von  0 bis  1 steigt,  sinkt  * fortwährend  bis  zu 
dem  pos.  Werte  herab,  den  es  für  w -=  1 anuimmt.  V und  t"  sinken 
zwar  auch,  treten  aber  nicht  aus  den  Intervallen 

— jB<f<0,  — < t"  < — B 


heraus.  Wenn  daher  der  in  sich  zurückkchrende  Integrationsweg 
das  zwischen  — A nnd  0 liegende  Stück  der  Realitätslinic  rückläufig 
umschliesst,  aber  den  niedrigsten  Wert  von  t ausschüesst,  so  kann 
er  während  der  Integration  nach  w festliegen.  Weil  u von  w un- 

, die 

abhängig  ist , so  hat  man  nur  — von  w = 0 bis  w = 1 zu  inte- 

Wx 

griren.  Nun  ist 


also 


n-, 


«5® 


— 1 


folglich 


15* 
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3 wA  1_ 

3“  _ 2W, 

somit 


1 I 


and  demnach 

Pot.  - -ivib  y^(für“°^+,yzg  f m&jzr  °)rf“ 

(Weg  eine  rückläufige  Curve  um  — A and  0 mit  Ausschluss  der 
kleinsten  pos.  Wurzel  von  W,2  = ,0) 

Nun  liegt  aber  die  pos.  Wurzel  von  W*  (für  w = 0)  im  pos.  Un- 
endlichen, und  deshalb  kann  man  im  zweiten  Integral  den  Weg  so 
legen,  dass  nur  sehr  grosse  Werto  von  u in  Betracht  kommen.  Das 
zweite  Integral  ist  also  null.  Wir  erhalten  somit  als  Potential  der 
elliptischen  Scheibe  folgenden  Ausdruck: 


(Weg  eine  geschlossene  Curve  um  diel  Pole  l"  und  t’) 
Es  ist  nun 


Wt  (für  w = 1) 


2tt— 1 


also 


(t-u)  (<'—«.)(<"- u) 
(A  + u)(ß-}-u)u 


f — <w»g  »i.  ob..» 


$ 

= 2l /AB  f ^ du 


b)  Ableitung  des  Potentials  der  Scheibo  aus  dem  Potential  der 
Ellipse,  ausgedrückt  durch  ein  Integral  mit  geradem  Integratiousweg. 

Wenn  s,  »"  die  Wurzeln  der  Gleichung 


Wf  = w — 


A- f-u  B-\-u 


--  -0 
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sind,  dann  ist  das  Potential  des  von  den  Ellipsen  (YAic,  Yßw)  und 
(Y  A{w-\-dw),  Y IHic- J-dto))  gebildeten  Ringos  gleich 


Pot. 


und  somit  das  Potential  der  Scheibe 

p - Vlif{fwrüh 
0 «, 

und  weil  w — f(s)  ist,  so  erhält  man  auch 


•(-£)* 

I a 

Man  denke  sich  nnn  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  (Fig.  18). 
Auf  der  Abscissenaxe  werden  die  u und  aufj  der  Ordinatenaxe 
die  * abgetragen  und  in  dem  Punkte  (u,  »)  stelle  die  dritte  Coor- 
dinate  den  Wert  des  Intcgranden  dar.  du  da  ist  das  Flächenelement. 
Die  Integration  nach  u erstreckt  sich  Uber  einen  horizontalen  Strei- 
fen, der  in  einem  Paukte  P der  Halbirnngslinie  des  rechten  Winkels 
beginnt  nnd  sich  bis  in’s  Unendliche  ausdehnt.  Die  Integration  nach 
t summirt  nun  alle  diese  Streifen  vom  Funkte  A an , wo  » — t ist, 
bis  in’s  Unendliche.  Das  Doppelintegral  erstreckt  sich  demnach  über 
alle  Punkte  der  Ebene,  welche  zwischen  der  vonj  A ausgehenden 
horizontalen  Linie  nnd  der  Halbirungslinie  des  rechten  Winkels  lie- 
gen. Kehren  wir  nun  die  Integration  um  und  integriren  zuerst  nach 
*,  so  läuft  t von  t bis  u;  sie  umfasst  also  den  Streifen  (P'  — P") 
Fig.  18.  Diese  Streifen  sind  nnn  noch  zu  summiren  von  u =*  t bis 
u — oo.  Es  ist  demnach 


und  somit 
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r — Va  b 


n/m 


du 

U 


t t 


Nun  ist 

also 

„ SW.  Sw 

2W'  T*  “ 87 

folglich 

P dw  ds  /*dW'1 

J Ss  ' TV,  “ “ 2./  "ST* 


und  weil  Wt  für  t = u verschwindet  und  für  3 = t zu 


W = j/  1-. 


wird,  so  erhält  man 


’A+u 


P—  2 ^AB 


/OS 

JK 

ü 


.du 


c.  Darstellung  des  Potentials  dor  elliptischen  Scheibe  durch 
elliptische  Integrale. 

Es  ist 

p — Väb  f V~w'  du 

(Weg  eine  Schlinge  aus  dem  Ostpunkte  um  den  Pol  t) 
oder  auch 

— yzöp 


- 7+//+///+/K 
Integral  I ist  gleich  dom  Potential  der  Ellipse,  also 

4 VäB 


du 

R 


1 _ 
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Bei  Integral  II  verwandle  man  die  Schlinge  in  oino  geschlossene 
Cnrve  um  die  Pole  — A,  t"  und  ('  und  gebe  derselben  die  Gestalt 
von  Fig.  19. 

Ein  Teil  der  Cnrve  zwischen  den  Polen  — A und  t"  werde  auf 
die  Realitätslinie  verlegt,  und  weil  sich  nun  hier  die  beiden  Wege 
aufhebcn,  so  verwandelt  sich  die  anfänglich  geschlossene  Curve  in 
einen  rückläufigen  Kreis  um  den  Pol  — A und  in  eine  geschlossene 
Curve  um  die  beiden  Pole  t"  und  tf.  Also 


1 du 
A-\-u  R 


(Weg  eine  geschlossene  Curve  um  dio  Pole  —A,  t",  t‘) 


1 du 

A+U  u) 


(Weg  ein  rückläufiger  Kreis  um  don  Pol  — A,  Erkenn- 
nungsort  östlich  von  — A) 


1 du 

A+<‘  ‘ V(t 


(Weg  eine  rückläufige  Curve  um  dio  Polo  t"  und  t',  Er- 
kennnungsstandort  östlich  von  t’) 


- L+M 

Der  Wert  des  ersten  Integrals  ist  nach  einem  Lehrsatzo  von 
Cauchy  gleich 

2ji  

L ~ - 


Im  zweiten  Integral  Bind  die  beidon  Pole  t"  und  t'  zugänglich 
und  man  erhält 

r 


1 du 
Ar\-U  R 


t* 


Ich  setze  nun 
also 


u = V sin2<p  -f-  l"cos*9> 

du  2dq> 

R V(t  —7')  Vl  — k1  sin2 ip 


A + u =•  A-|-t" — 
und  wenn  noch 

also 


(t"—  f)sin2qp  = (A+t")  ^1 


^5*0  = 


t"  — t' 
A+t"’ 


t"—t' 

'A+t"1 
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und 


S1a  =■ 


t - t" 
A+t!' 


Sa  — i 


Yt  — t" 

VI+^ 


Ca 


Vu+o  VU  4- «) 
V(A+t")’  “ Y(Ä+t") 


gesetzt  wird,  wo  also  der  Parameter  a nördlich  latoral  ist,  so  erhält 
man 


1 du 
A+u'  R 


Nun  ist 
also 


1 


2 du 

(.4  + t")  V(t  — t")  ’ V(l  — 4*5*0 S*Z) 

1 — k,S,a  S*u+i*iS,a  S1u 


1 du  2 / Sa  k* S a.  Ca . Da  .S1  u\ 

Ä+i  ‘ Ä = (A+t")  ' V1  + Ca. Da  ' 1— fc*S*aS*u  J du 

und  weil 

Sa 1 i 

Ca.Da\A  + ,")  Y(t  -t")  “ V(Ä+t)(A  + f')(A+t") 

so  ist 


M 


4 K 


(A+t")  V(t- 


VU+l)(A+t')(4+t") 


n(a,  A') 


und  weil 
so  ist  auch 


H(a,  K)  — KZ(a) 


M 

folglich 


AK 

(A  + t")  Y(T=7) 


j -UKZ(a) 

f Vfi+OU  + f)  (A  + t") 


/-rv—  • v (Weg  cine  Schlinge)  = — , ^L_.  — 

A+u  R V{A+t)(A+t')\(A  + t") 

. 4 K 4 iKZa 

+ (A  + t")  Y( f^Tj  + +(A  + t)(A+?HZ+?7)’ 

und  demnach 


_ 27iYJllx- aYÄBx'K 

Vtl+tKA  + fKA+Ö  (A  + t")  V(t-t") 

_ 4i YÄBx’KZa 

Y(A  + t)(A  + f)(A  +t") 


Um  diese  Formel  zu  vereinfachen,  setze  ich  a = L — x,  wo  * 
nördlich  lateral  ist.  Dann  ist 
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Sx  = S(L  — a)  = 


i _ iVu+n, 

*Sa“  * 


Cx  = C(L  — x) 


Vm+q 

V(i  - <")’ 


ferner 


also 


D(x)  = D{L  — a) 


V(«-0 


Z(i  - x)  = — 


Cx.Dx  in 

~Si  Zx~YK 


iY(A+t)(A+?)  _«* 

V(t— ou+o  * 2* 


4iA.Za 4Jf 

V(a+i)(a  + OM+i")  “ _ {A  + t")  VtT^T7) 

4 i KZx  2ji 

~ V(^4-‘)M+Ou+o  + Vu+om+öP+O 

folglich,  wenn  für  d.  Arg.  x wieder  a gesetzt  wird, 


Weil  nun 


1 du 
A-\-u  R 


4iYABx,KZ  a 
V(A  + t)(A  + i-)(A.fÖ 


(Weg  eine  Schlinge  aus  dem  Ostp.  um  den  Pol  t) 


GO 

1 du 

Ä+v'R 


ist,  muss  der  letzte  Ausdruck  unter  II  auch  erhalten  werden,  wenn 
das  geradlinige  Integral  in  ellipt.  Integrale  übergeführt  wird.  Um 
dasselbe  zu  verwandeln,  6etze  man 


also 


u _ l-|-(l  — l')tgJ<p 

u—t  — (t— t')tg*<p,  u-t'  = (i— o -33^, • 

u—t"  = - — j-  (l  — k% sinV)) 

COS*?V  ' 


j4+“  = ^(1-5Ttsin,0’  rf“ 


Setzt  man  ferner 


2(<—0  ^rd<p 

v ' cos*<p  r 
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also 


A+t' 
A + < 


„ „ .Yu-nu+n 

V(*  — O (a  +t>  vV  - o (a  +0 

/)a  = -rr., 

y^+o 

dann  ist 


1 du 


1C*udu 


A+u  K (^+t)y(t—  (")(!  —ksStaStu) 

Ans  der  Gleichung 

“A-ft  .t  . 1" 

(A+t)(e-f) -(A+f)(t-t")+(A+0(‘-f)  = A+V  t'  . 1 

_A+t'.C.  Ij 
t j . 1~ 
t'  Jt.  1 
1 


folgt,  dass 
also 

Ferner  ist 


a «=  AT-f-a:,  wo  0 < x < L 


1 du  2(1 — S*u)du 

a+u' R ~ (A+t)  V(t  — 0(1— 

1(1  — V&a&u  -f  V&a&u—  S*u) 

=* . — du 

(A+OV(‘  - 0(1—  ki&ct&u) 

2du  2D2a  S*udu 

' (A  + t)  V(t-n  ~ (A+t)V(i^r)(l  — k*S*aS*u) 

und  weil 

Dal  * 

t'SaCa  ’ (^  + ,)V'(i^O  = VGr+t)(A+t')U  + 0 
so  folgt 
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r 1 du 
J A+u  ' R 


' (A+t)Y(t-n- 


‘‘k2  Sa  CaDaShi  du 


/k  * SaC 

l-tf&aSh* 

0 

4iäT 4 iKZa 

(A+t)  VÖ  -t")  ~ Y(A+t)(A+t‘)(A  + t') 

H AYaBx'K  1 liYÄBx*KZa 

(A+t)  VO-?')  + Y(A  + t)(A-\-t‘)(A+i') 

e=  K+^(0<*  <£) 


= jy\t-f)(A+t!')  V(x+i')  _ ,Y(^+t") 

V(i' - <’T(A+t)  Y(t—t')  ~ y (f—t") ' 

Cx  = C(K  — a)  = 

' A, -*(*-.) 

. v<«-o 

also 

_ *(Ä-|-*)  - - k-~~  +Zx 

.-yu+ou+o  . 

— - ■-  ■ — — «4 - Zx 

Y(t-n(A+t)  T 

somit 

HKZa  4 j£ 

_ y(^+t)(A+o(^+t'r) = ~ (Tfijy^) 

HKZx 

Y(A+T)(A  + t')(A+n 

folglich 

/I  du  4«  K Zx 

a+u  ‘ ie  _ y^+o^+O  Gi+O 

I 

nnd  schliosslich,  wenn  für  x wieder  a gesetzt  wird, 

rj \iYÄHxlKZa 

“ YU+~t)  (A  + t')(A+t") 

wie  auf  Seite  233. 
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Um  das  Integral 

(Weg  eino  Schlinge  aus  dem  Ostp.  um  don  Pol  t) 

— 2 * 

J B+u  ü 

I 

zu  verwandeln,  setze  man  wieder 

u - «+ (<  — t‘)tgV 


also 


Ferner  sei 


du 


2 dtp 


R “■/(<— t")V  1 —4*  sin*(p 


also 


„ _ y(<-*")(fl+o  _ _ V(- ■»-<")(<-<')  ( 

p ” y (<'  - «")  (zj  +- 1)'  p = y (ä + o (t-  - **) 


Df' 


y («—«■) 


y^+o 

S(S<1,  also  0<ß  < K 


2 du 


2 I>*ß.S*udu 


wo 

Demnach  ist 

l du 

b+u' r “ (B+oyr^?— (ß+«)y(t^'ö(i  — 
und  weil 

Dß  1 1 

kiSß  Cß  ' (B+t)  y(r — t")  — y(  — B — «*)Cß+  i')(-ö+t) 
so  ist 


r“  i du 

J B+«R' 


4 K 


(ü+:o  y(i=F)  y(Ä+o  (B+o  (-£-«") 


folglich 

ITT—  iV-ABy1*  t 4yJlfl 

7/7  _ ~ (ß+o  y (<-«") + v(B+o(ß+y)  (-b-o 

Bei  Integral  IV  verwandle  man  die  Schlinge  durch  Einschaltung 
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des  Horizontes  in  eine  geschlossene  Curve  um  die  Pole  0,  t‘,  t"  und 
gebe  derselben  die  Gestalt  von  Fig.  20. 

Zwischen  und  0 ziehe  man  einen  Teil  der  Curve  auf  die  Re- 
alitätslinie zusammen  und  weil  sich  hier  die  beiden  Wege  anfbeben, 
so  verwandelt  sich  die  anfängliche  Curve  in  einen  rückläufig  ge- 
schlossenen Kreis  um  den  Pol  0 nnd  in  eine  geschlossene  Curve 
um  die  Pole  t‘  und  t",  und  weil  diese  letztere  Pole  zugänglich  sind, 
so  erhält  man 


(Weg  eine  geschlossene  Curve  um  die  Pole  0,  t',  t") 

-'fl 


du 


(Weg  ein  kleiner  rückläufiger  Kreis  um  den  Pol  0) 


Nach  einem  Lehrsätze  von  Cauchy  ist  aber 

2sc 


und  wenn  im  Integrale  M' 

V&S 


ytt-t" 


f—r 


also 


folglich 


S ° “ — SS  ” y- —jr 

e*--  X L 

Y—t"  V— «" 


Sä 


Cä  Dä  t"Y{t — i")  ytt't" 

gesetzt  wird,  so  erhält  man 

4A'  UKZä 


M'  = 


und  somit  ist 


t"V(t— t")  Yt  t‘  t" 

J « ‘ JT  e*ne  Schlinge) 


2 n 


4 K 


4 iKZä 

YtFt"  t"  Y(t  — Ö YtVt" 
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folglich 

a)  IV  = — 2n^ABz*  __  4 VÄBz*K  4i VÄB  z*  KZi 
itii'  t"\t  — Y ' ViT?7 

Man  kann  nun  auch  die  Schlinge  des  Integrals  IV.  auf  die  Ueber- 
gangsliuie  (<-Ostpunkt)  zusammenziehon  und  erhält 

/ <Weg  eino  Scblinße)  — 2 j \ 

f 

Mittelst  der  Substitution 


findet  man  nun 


» = <+(<—<")  tgV 


2 


du 

1t 


-i*_+ 

«V«— «") 


4»  y 

VÜTT7) 


WO 


•/-<'  y«  -o 
y<y(i<  -«") _ 


und  somit  ist 


cy 


yz?V(t  — <") 

yiy(«'-  <") 


V«—  t") 

Vi 


bl  /L-  = _ 4 i AB  *K  UVaBz*  KZy 

' “ y/ft" 

Die  Formel  a)  soll  nun  mit  der  Formel  b)  in  Uebereinstimmung  ge- 
bracht werden.  Aus  den  Formeln  gebt  hervor,  dass 


S = K+x 
wo 

0 < x < L 

und  y nördlich  lateral  sind.  Man  setze  deshalb  in  Formel  (a) 

<5  — X-f  x 

und  in  Formel  (b) 

y = L—x 

wo  x nördlich  lateral  ist.  Weil  nun 
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Cd 


<V‘ 


Cx  — t'(d  - K) 


_ y« 


O®  -=  D(ö—K) 


also 


so  ist 


Y—t' 

Vt-7  Y~t" 

Yt~- -i'  V—7 


rrk  mir  i , &2S®  C®  , 

= Z(h  + x)  ~ ^ \-Zx 


4K(t'  — t")  HK  Zx 

’ *'/"V(7^?Ö  — VtT?7 


HKZS 
VttTp  ’ 

Wird  nun  dieser  letzte  Wert  in  Formel  a)  eingesetzt,  so  er- 
hält man 

, _ _ 4nV 4V'^ä s*A  4iVZö js AZ® 

y,  <,  <"  (V((  — «") 

Ferner  ist 

S«_S(1_,)=M  a-'öE2, 

V-ts  V-*'  V— «'  V(t-o 

also 


C®X)®  ijt 

Zy  = ^ — — Z® 


&C 


2A' 


«— py— r _ _ <* 
y(<— ö y«'  2A_ 


somit 


4('A'Z)>  _ 4A'(i  — <')  HKZx  2n 

YTtrt,r  ~ u'Y («—*">  "wr+ yr?«" 

und  setzt  man  diesen  Wert  in  Formel  b)  ein,  so  erhält  man 
b')  JK  «,  _ ?^yÄö*f  _ 4y,U( s2A  4.Vzgs2 KZx 

Ylft"  t'V(t—t")+  YtVJ' 

eine  Formel,  die  nun  mit  a')  übereinstimmt 

Das  Potential  der  ellipt.  Scheibe,  in  ellipt.  Integralen  aasgedrückt, 
ist  also 

p_  ^AB  K 4 VÄBK  / ®»  j,2  s*n 

Yit'-n  YJt^)  M-H+ß+«+  ‘) 


+ 


4 iY AB  xiKZa 


yu-Hx^+ou+t") 
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_L_  _ iVÄBfKZß 4t  YAB  isKZy 

+Y(B+t)(B+t')(  — B—<!')  Vit7?' 

oder,  da 

**  . >*  | ■*  , . (A-\-t)(A+f)u+t.) 

-4+«“1"  ” ’ A(A— B) 

, (B+t)(B+t')(.-B-t")  t JtV' 

y “ (A-B).B  ’ * “*  AB 

ist: 


P — 4 K 


Wegen  des  Factors  Ya— B)  im  Nenner  gestattet  diese  Formel 
nicht  unmittelbar  den  Ucbergang  zur  Kreisscbeibe.  Um  sie  aber 
dafür  cinzurichten,  setze  ich 

o = JST-(-a'  und  ß = K — ß' 


wo  o'  nördlich. lateral  und  ß’  reell  ist.  Nun  ist 


Za  ~ Z(A'-j-a')  = — 


k*Sa'Cu‘ 

JDa' 


-Za! 


und  weil 


Ä*±p  m-Ism. 

Yo'—t")  Y (f — t")  Y(t -t") 


so  folgt 


Ebenso  ist 


und  weil 


.y iw)  j . . 

z/J  - z(jr-  /*')  = — y>l?'  - zßi 


sß‘=y-*-'' 

Y(f  —cy 


cß‘  *= 


Dß‘ 


Y B+t 

Y (<—<") 


so  erhält  man 


Z/3- 


Vtg+t'X-g-t”) 

V(S  + 0(<-O 
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Ersetzt  man  in  diesen  Formeln  — t"  durch  A — Ccos20,  wo 
C'=  A — H 

ist,  so  erhält  man 

7 iVcViA+t)  cose  v 

VU+i)M+i-«co8*'«)'r  ' 
nnd 


VvVö  + t'sinö 

- 6’cos2®) 


Ist  nun 

C=A—B 


sehr  klein,  so  liegen  « und  ß naho  bei  K,  und  <*',  ß‘  sind  sehr  klein. 
In  diesem  Falle  ist  aber 


Za'=  ^ 

iV  A + t" 

cos  ® 

1 - A-)  “ ~ “ 

■*) 

Vif-f)  ’ 

= .yc(i 

“-K-'y^-i-c 

und 

f,  f:\  „•  A 

y_ /;+,") 

/ /•»  | i 

A’\  sin© 

Zß‘  = 1 

l‘-J?  -o 

-A'J 

■ V(f  - t") 

=•  V c V1 

*/  Vif? 

somit 

7m  = - 

— (fW 

cos  < 

cos® 

VÜ+O 

t'VCcos  0 
iVC’cos  0 

und  , . „ 

V Csm  0 

zf  = 

Ferner  ist 

(zl+OM+Ocos2®  , (zl  + QU  + Q ,» 
* - Ä~ > * ~ ~ A • sm  W 


A 


also 

An*.  <1.  Math.  n.  Phj».  2.  Reihe,  T.  Vt. 
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und 


folglich 


V Vc  yp+öj:((jl+0£  (<  ‘‘)K) 


\/A  xi  Za  \/  A yZß  1 

V c“  ^ y c “ yx+t  k 


(M+o« - 


und  somit  das  Potential  der  Kreisscheibe  mit  dem  Radius  r 
P ' - -4-=:  «r* + 0 E-  (l  - <')*)  + 4Jn/~<‘‘  (-  «•  Zr) 

V r*  -f-  * r 


d)  Besondere  Lagen  des  Bezugpn  nktes. 

o)  Der  Bezugspunkt  liege  im  Unendlichen. 

Weil  in  diesem  Falle  t sehr  gross  ist,  so  kann  man  den  Inte- 
grationsweg so  legen,  dass  nur  sehr  grosse  Werte  von  u in  Betracht 
kommen.  Man  darf  deshalb  neben  « die  Wurzeln  t ' und  t"  und 
neben  t die  Constanten  A und  B vernachlässigen.  Weil  nun  auch 

*1+»s+^  = ‘ - r* 

so  ist  das  Potential 


P 


(Weg  eine  Schlinge  aus  dem  Ostp.  um 
den  Pol  r‘). 


Durch  Einschaltung  des  Horizontes  in  die  Schlinge  kann  mau  den 
Weg  in  einen  kleinen  rückläufigen  Kreis  um  den  Pol  0 verwandeln 
also 


P — 


Weg  ein  kl.  rückläufiger  Kreis 
um  0) 


und  nach  Cauchy 

p = * VÄ« 

r 


Masse 

Entfernung 


b)  Der  Bezugspunkt  liege  auf  der  Focalhyperbel. 

(«'  - <"  — m 

Aus  der  Integralformel  für  das  Potential  findet  man 


Digitized  by  Google 


Big l er:  Potential  einer  elliptischen  Walze. 


243 


, , — C ■/(<— n)  (Weg  eine  geschlossene  Curre  nm 


■ — » i AB  J' 


du 


die  Pole  — A und  0). 


Dieser  Integrationsweg  zerfällt  nun  in  zwei  Kreise,  von  welchen 
der  eine  den  Pol  — A und  der  andere  den  Pol  0 rückläufig  umgibt. 


Es  ist  also 


(A  -f-  u)u  ' 


iVAB du 


(Weg  ein  rückläufiger  Kreis  um  den 
Pol  0) 


+ 


V(t+u)  (Weg  ein  rückläufiger  Kreis  um 
(4+»)(-u;  “ den  Pol  —X) 


und  nach  Cauchy  erhält  man 


P = 


2?r  VAB 


VÄ+e+vt 

Für  die  Brennpunkte  der  Ellipse  ist  folglich 
P — 2jt  VB 


c)  Der  Bezugspunkt  liege  auf  dem  Bande  der  ellipt.  Scheibe. 
(I  = i'  = 0) 


Es  ist 


P=2YAB  f — 

kJ  ( A-\-U ) 


du 


1 + u ) (•# +1*) 

2 YaB  , — B — 1"\  du 

~ Ä^BJ  V*  + « B+v  ) Y(u-n 


Setzt  man  nun  im  ersten  Terme 

« = <"+(  A + 1")  cotg  V 


so  wird 


» — t"  = (A-\- 1")  cotgV,  du  = — (A  -)-(") . 2 cotg  tp . -7-s- 

siurqp 


also 


du 


V(»-0 


2V(/I  + t") 


sm*ip 


dtp, 


folglich 


A + t" 
A+u 


sin*<p 


lö* 
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■ 7<ßm  = - 4 VAb/v^,)*, 


und  setzt  man 


so  ist  das  Integral 


tgö  = 


Yä+i" 

V-<" 


iY  AB  Y (A+C)  Ö 
Im  zweiten  Terme  setze  man 

u = !"+  ( — B - 1")  cotg*x 


und  zugleich 

lang  » = 

und  verstehe  v pos. ; daun  ist 


Y-B-t" 

Y^r 


B=iog 

ö y b 


du 

Y(Y—t") 


— iY—B— 

— li-l' 


*1 

h»*i 


folglich 


= (i»*X 


T- B,P1„ . -i*L=  - lY-  B^ 

J —B—t"  Yn-t" 


t V 


Also 


(vü+o.«<.(3^3) 


Für  das  Ende  der  grossen  Axc  ist 

t"  B 


also 


_ 4V^a  4 Y(a-b) 

P = —p= arc  tg  — — 

Ya-b  YB 


und  für  das  Ende  der  kleinen  Axe  ist 
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also 


t"=  -A 


P 


4 Yab  /y  a+Y a — u\ 

VA  - ) . 


Auch  diese  Formel  gestattet  nicht  unmittelbar  den  Uebergaug 
zum  Kreise.  Wird  aber  — i*  durch  /I — C'cos-#  ersetzt,  so  erhält 
man 


und  weil  man  nun  für  ein  kleines  C den  Rogen  durch  die  Tangente 
und  den  Logaiithmus  durch  den  Zusatz  zu  1 ersetzen  kann,  so  folgt 

P = 4 VA  ~ 4r 


VCcosO 


.cose.arctg(yr^_Ccos<e) 

^Y  A — Ccoss8  + VC  sin  8 


s) 


+ V 6‘sin  <91og  \ 


yn 


)) 


wenn  » der  Radius  des  Kreises  ist. 


§.13.  Die  Kraftcomponon  ton  der  oll  iptischcn  Scheibe. 


Die  1.  Abgeleiteten  sollen  aus  folgender  Form  des  Potentials 
abgeleitet  werden: 


P 


(Weg  eine  rückläufige  Schlinge  aus  dem  Ostp. 
um  den  Pol  t). 


Weil 

sw  _ 1 x 1 y 1 * 

fix  W'  A-\-u’  dy  W /?-}-«’  HY  W u 

so  erhält  man 


8P 

8x 


/—  / 1 du 

X VABxJ 

. /•“  1 dH 

= -*YAB=J 

t 


dP 
dy  ~ 


T 


. — - /*  1 du 

— YAB  y J 

/•  1 du 

- -*VAByJ  2+^.  W 

t 

(Weg  wie  oben— 
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dP 

dz 


-Z  = -VABn  fl  . 

— >VTB,fl.  £ 

t 

(Weg  wie  oben.) 


Aus  diesen  Formeln  folgt,  dass 

_ /V  x*  , y*  z*\  du 

xX+yY+zZ-*  ~‘2YaB J (j^+;gqpu+|t)  • 
t 

= -2 VÄB  f (1-W*)  . J 
t 

= -UÄBff  + 3VrBf%äu 

i I 

und  somit 

P =•  T'  -\-xX+yY-\-zZ 
weun  T'  das  Pot.  der  Ellipse  bedeutet. 

Die  Integrale  für  die  Abgeleiteten  zeigen  ferner,  dass  die  Kraft- 
componentcn  X und  y nur  für  solche  Lagen  des  Bezugpunktes 
nnendlich  werden  können,  für  welche  t = t'  = 0 ist,  also  für  Punkte 
der  Randcllipse,  weil  dann  der  Integrationsweg  nicht  mehr  zwischen 
t und  t'  hindurch  kann.  Die  Randellipse  ist  demnach  für  die  Comp. 
X und  V eine  Unstetigkeitscurve.  Wir  werden  später  sehen , dass 
Comp.  Z für  keine  Punkte  des  Raumes  unendlich  wird,  dass  sie 
sich  aber  bei  ihrem  Durchgänge  durch  die  Ebene  innerhalb  der 
Ellipse  sprungweise  ändert.  Aus  früheren  Formeln  erhält  man 


X—iK 
Y =■  4K 
Z — 4K 


iVüi  Za  _ VÄB  * \ 

74  — B U + t)  V(t  -«")/’ 


/ VÄZß Y AB  y \ 

V(Ä^ß)  (B  + t)  Y(t^t")J' 

(-  iZy  ■ 


VÄBz  \ 

tY(t-nf 


Auch  hier  macht  der  Factor  Y A—B  im  Nenner  den  unmittel- 
baren Uebergang  zur  Kreisscheibe  nnmöglich.  Wir  haben  aber  ge- 
funden, dass  für  ein  kleines  C = A—B 
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y Bi  Za 


V A C08  & 


Yc  (A+t)Yu+t) 


:UA+t)E-(t-t')K) 


and 


VAZß  YÄsine 


A(A+t)E~(t-t')  K) 


YC  (4  + t)  VU+«')A' 

ist;  folglich  erhält  man  im  Falle  einer  Kreisscheibe 

iYÄ  cos©  lAKx 

xi  ~ ..  . 


u+o  Vix+o 
iY  A sin  ® 


M+0  Y(A+t') 


(i-H)5/. 

AA  Ky 


Z,  -=  4A'  (-  iZy  - - 


-Al  \ 

Ya+J 


Die  Kraftcomponenten  für  besondere  Lagen  des  Bezugspunktes 


a)  Der  Bezngspnnkt  liege  im  Unendlichen. 


, Es  ist 


X 


Y AB x J*  _ ri 


(Weg  eine  Schlinge  ans  dem 
Ostp.  um  den  Pol  r*). 


Man  verwandle  nnn  die  Schlinge  durch  Einschaltung  des  Hori- 
zontes in  eine  geschlossene  Curve  um  die  Pole  —A  und  0,  und 
weil  sich  die  Wege  auf  der  Realitätslinie  zwischen  — A uud  0 auf- 
heben,  so  erhält  man  als  neuen  Wog  zwei  kleine  rückläufige  Kreise 
um  die  Pole  —A  und  0.  Man  erhält  also 


_____  S 1 . du 

—•  Y ab  x J u+ti)y(^i)  u 


(Weg  ein  rückläufiger  Kreis 
um  den  Pol  —A) 

(Weg  ein  rückläufiger  Kreis 
um  0) 


und  mithin  nach  Caucby 


X — 


nY AB . 

r* 


cos  (rx) 


Ebenso  findet  man 
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nY  AB  , . 

Y -=  — — — COS(ry), 

nY ab  , , 

Z — j — COS  (rz) 


b)  Der  Bezugspunkt  liege  auf  der  Focalhyperbel 
(*'-*"  --B,  y “ 0) 


Man  tindet 


A'  — — Y AB  x ( T*T-7~— (Weg  eine  Schlinge) 

./  U + «)(ü+u)V(«-0 

= C ^ (Weg  ein  rückläufiger 

XJ  (/t-f-  »)(D+»)  V(<  — u)  Kreis  nm  — B) 

_ , — /•  '/h  (Weg  ein  rückläufiger 

-f.  ABxf  Kreis  um  den  Pol  — A) 


2*V  AB  x ( l _ 1 \ 

” ~~A  — ß.  \YA+tYB-\-tJ 

2n  Y AB  X 

V (Ä  -f  <)  (D  + tj  (V  A -ft  + Y B+t ) 

Ebenso  ist 

z 2«  ^ AB  '* 

V“  ’ “ “ (v«+ Vjs+i) 

und  für  die  Brennpunkte  der  Ellipse 


X~~VÄ+VB'  y=°> 


c)  Der  Bezugspunkt  liege  in  unmittelbarer  Nähe  der  Randellipse. 


Um  den  log  unendlich  werdenden  Teil  abzutrennen,  ersetze  ich 
Jfü  durch  5 + t ~ (zl +()(/!  + «)•  Da 


r'  2V  ab  f p 


gesetzt  war,  so  hat  man 
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ms 

x 2V  AB  /*n  — t du 

X ~ ~ A+t  T‘  + A+t  * / -d-fu  - ft 

I + U 

x_  i^AB  K 

/ = ~ Ä+i  ' V (» — 1") 

und  weil 

a Vm  H~  0 ~H  *‘)  M-!-*") 

VaVCa-b) 

so  erhält  man 


4 vfi  VM+t^)  V'(x+*‘j  A- 

” V(A-Jt)  ' Vl.l-fO  ' V(A-t") 

Nun  ist 

K(k')  - — iL  (Z*) 

also 

Vm-ä)  V(^+o(t— o 

Um  Integral  II  zu  berechnen,  machen  wir  SubstÄution 


also 


»»  = t — (t  — «‘JS1» 

Vu— t - — » V(7-C j Sv,  Yu-t'  — V(i— (')  Ce, 
V(i=t")  = V(4-t")Ce, 

<J«  2t<fo 


n — / 


(*  — t') 


(^+t)(l  + ^(S*o) 


Setzt  man  nun 
also 


S*«  . 


t — t 
A+ 1 

t—t'  t—t"_t  — {' 

A+t  t — t ' A-\~t 

r.  d+i"  ±H\ 

C A + t’  D A + t’ 

YT-^r  Ya+1"  n Ya+s 

y^+t  y^+i1  y^+t 
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so  folgt 

w — t du 
i4-j-u  R 


Biyler:  Potential  einer  elliptischen  Hake. 

a = K~ß  (0  < 0 < K), 


(t—tr)  5*r 


2 idv 


2 i(t — t')  S*v  dv 

= (A+t)  V(7-0  (1  - ifc» S*oS* v) 

2«  (t  — f)  i 1 So  Co  Do  S*e  d» 

J Y(t—t")  k* Sa  Ca  Da  (1  — 4 * S*o  S1?) 


Nun  ist 


k * So  Ca  Da  = 


also 


t—t'  vu -Tö  y^j  y^i-H' 
< - •*"  7U+t) ' y(X+jT> ' YÄ+t 

i y ((-?')  (yi+oi 


k*  Sa  Ca  Da  (t—t')  V(^-fe')(^  + <")’ 

yx+T) 


t—t* 


U -ft)  y (t—t")  ’ fc  s So  Co  Do  V(^1  -f-  (')  X-f. t") 
und  somit  ist 

ao  L 

r rf“  _ 2»VM  + 0 pk*Sa  Ca  Da  Sh'  ,h 
.!  A+u  R ■yii  + i'lli+t')./  1- 


■ yu+ou+i 

2i  Vjl+Ö 

yX+TTXH") 


I1(L,  a) 


Weil 


2 x __  V(A  + t)  u+t'H^i +f") 

A-t  ~ A+t  ‘ y^ytiXs) 

_ 2yp  yxrox+T7) 


so  ist 


und  weil 


2y^ß  />«— t du  4y  BiIl(L,  a) 


Al  + 


fl  Pu  — t du 

~tX  J A+u'R  ~ 


Va-b 


in  , t na 


n(L,a)  - LZa—  g + 2A- 


so  ist  schliesslich 
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4 VB  / w na  CaDa\ 

x ~ y(T=H  K,LZa+  2 - »+*  -&r) 

(.  ( , CaDa\  n na\ 

\'L  {Za+ -Sa~ )+  2 “ 2k) 

Dieser  Ausdruck  soll  nach  t,  f mit  Vernachlässigung  der  mit 
log  — t')  multiplicirten  zweiter  Ordnung  entwickelt  werden.  Weil 

.X  = (l  + ii*)log^  + ü* 
mit  Vernachlässigung  von  fc‘logfc, 

t-t"  — t"  \1  + -t'7  --<"V  HÖ+'-j 
log  4 “ il«g  ~ ilo8  (—167')  (l  — (ZTiT'j  + • • ) 


n , 4 I 


also 


,x  - (l  + i'n/-  ^p^  + -)x  (i1°8~1^-'-ip7T)+  - ) 
. C£=*'X,  ’ 

< — i'  *(— 

” (1+i(H?J) ) x *logf— — '' 

“ * og  — ler^  l1  o)  *(—  i")'*'*" 


Ferner  ist 


2* 


X 

■/( 


1?**  — dx 


und  weil  in  unserem  Falle  x < JC  ist,  so  setze  man 

sinqp  — Sr 

also 

dtp 

dx  = 

Vi- 

folglich 


V 1 — k ! sinV 

* °/((l  - *’8W-|‘  VX  - y tin.y)^ 


Für  ein  kleines  i*  ist  auch 
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und 
folglich 
also 

Ferner  ist  auch 


Bieter:  Potential  einer  elliptischen  Walze. 

* = f(l  + i*,+äfc‘+  ~ ) 

E - ™ ) 


71 

Sk 


(ä*  w, 

1— 2 (1— c°s*2qp)  j 

= 1—  -f  ~cos2<p-  32  (1-  2cos2^-f cos*2tH-... 

i«  t*  it‘ / . cos-itp+n . 

= 1-V+TC0829  - 32 2c°stä()p-j- 2-  J4-- 

41  j.i  3 44  , fc4  „ 44cos4qp 

= 1-X+ X cos^-  fiT  + IG  C0S2^ 64 


und  ebenso  (1 — 4,sin8<p)  • 

4» 


■ 1+V  - ~ lli'4c082'P 

3 

+ ^j4'4cos49)+..., 

(1-4‘sinV)-'  • k “ 1 “ & ~ J4’cos2f  - ^ 44  - t4cos2V 


+ fc*cos4y  + 


und 


E 


(1  - 4*  sin*?)*  — (1  — 4*sin?)-i.  K = |4*cos2 <p 


also 


+ jg44(2cos2<jp  — cos4$i)  + ... 


Zr=y‘gfc*C08  2?  + 11644(2cos29-cos4y)dv 

o 

— ^ 4*  sin  2?-|-  ^4*  (sin  2?  — J sin  49.)+  ... 

= sin  rp  cos  <p  ^ 2 *f"  je  **(!•  “t“  2 sin'g))^  + ... 
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-&rCxgS+116i«(l+2S*x))  + ... 

L*  Je* 

— 2 &c  Cr  -f-  jg  (Sa;  Ca:  -|-  25  3x  Cx)  -{“••• 


die  Entwicklung  der  Z Function  hat  also  für  unsern  Fall  folgende 
Form: 


Za 


Sa  Ca  (5a  Ca  -j-  2 S*a  Ca)  -j-  ... 

i t—t'_  . VU+t")  t—t‘ 

2 ' a ' * A 


tg  h 


also 


daher  ist 


Es  sei 


* 9-ii*±n 

y-t" 


c°sfl=-^,  sind  - 1 Uy+i") 


iL  Z“  = i l~ZT  tgö  - ‘0*1^16«" 


« — K — ß 


mau  soll  öv,  berechnen. 


Sa 


c?  Va+1" 

w'YlTv 


Wenn 


^(.+D-V> 

= sine  (i— 


also 

so  folgt  hieraas 
Nun  ist 


ama  =■  <p 
sin<j>  — sin  f 


-O-ii) 


9>  = ö— itgöv- 


r dtp 
•J  V(  — sin*v) 

= / (1  + Ji-2sin!ip)d<p  *=■  <p+  ii!sinvcos(jn 


Digitized  by  Google 


254  Bigler:  Potential  einer  elliptischen  Walte. 

also 

7ta 

(1  — ***)(?-(- ***(<?>  — sinip cosgj))  — <p  — JfcJsin  ipcos  <p 
t’  t — V 

— ö — itgö.  i ^77-sinöcosö 

l'  l ff 

“■  ö — ~ * • _(»tgeco8*e 


= itgö 
und  eudlich 


(t+'s) 


na  <4-1 ' 


also 


Ferner  ist 


Weil 


Cbflg_  rV(A—t")  V(A+t‘)  _ V(A+tr 

Sa  J V— 7 -p’ y(.d-p^  — ^ 

-tgÖ1(l-j(‘=^+-|5)) 


so  ist 


iL 


Ca  Da 

~Sa~ 


folglich 


- itgö  .yj 


4y#  r — 16<"  / , t4-t'\ 

* “ yä^rilog  -i  -7-) 


- 1 4°  +*')  (>j  + ~ ?)+  « 


Für  den  Fall  einer  Kreisseheibe  ist 
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tg«  = 


Ya+c  Yc  cos  o 


VA 


also 


Y—t" 

-55*wG+s)] 


Um  auch  hier  den  unendlich  werdenden  Teil  abzntreunen,  ersetze 
man  ~ durch  ~~  Da 


so  ist 


T'  = iY Alt 


/*  du 
* 


r+^AB  y 
^ B+t  y 


03 

/‘u  — t du 

B+ü'  ~R 


Weil 


so  ist 


Y—  /-f-  II 

y _ Y-b—T  YW+Y) 

Ä+‘  Yb(a— B)  ' V(ö+o 


4 Yab  l'(P) 
Y(t~n ' *' 


l£ 


_4 Vii  y - B—r  y Tt+c 
Y(Ä^b)  V—1"—'  Yb+i  ' 

4y±  yt-g-t"  / , / < , \ 

y^-al  y_t"  v *W'+  b ) ) 


x 


-i6<7,  ,<+y\  ,«+«' 

ilog  (_7T  j * ^_7> 
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WA  V-B-f 
~ v'U  - b)  Y-t" 

Um  //.  zu  berechnen  machen  wir  folgende  Substitution 

u =■  t — 1(<  — 1‘)  S* t> 


also 


S*»  ■ 


U — t t fl 

’t—i'  ^ t—tf 

u—t‘  u—t" 

Cv=t-t'  l v “ l^t" 
wo  also  t>  von  0 bis  L wächst.  Es  ist  nun 


1 


S2t, 


n — t tlu  t — V 

B+u  ' B “ _ “ B+t  ' Yt—t"  ' . *—*' 

1 B+t 


dv 


SPv 


k*t?b  = 


t — 

B+t 


Man  setzo  daher 

uud  kann  dann 

Vr?  _ iY—B-t"  Yü+s 

® " Yf+Y  " Y*+*  ’ = Yb+1 

annehmen,  so  dass  h zwischen  K und  K+L  liegt  und  dass 

t—f  Y'—B—f  Y B+t' 
k*  Sb  Cb  Db  — - • j 

B+*  Y>—‘  Y B + t 


Weil 


■>Yab 

u+t 


2VA 

YYwb 


— ,,,  YB+t' 
y-B-t  : , \ 
v YB+t 


so  hat  man 


_ fV/t  r t —v_  . Y— B-f  .Yb+v 
11  ~ ~ Ya—B.J  ß+l  V (<—<")  YB+t 


S*t>  dn 

1— fc*S*68*t>  ‘ 7 


WA  rk'SbCbDbStv  , iYA  „ r 

“ “ Y\a-bJ  i-vMs*;-'h  = -YA-BmL ’ 4) 
0 

4VM  / t«  . i nb\ 

= ~YA-B\LZh  ' 2 + 2Ä') 
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Wenn 

b -=  K-\-b' 

so  ist  b'  nördlich  lateral  und  liegt  zwischen  0 uud  L.  Weil 
b'  — b — K 


so  sind 


S4'  = -S(tf-4)-_g,  Cb'  - C(K-b)  - ig 


Db'  = D(K — 4) 


Da  nun 


so  sind 


Db 


Yt'-Y 

Vt-t" 


cr4'  - V'-' ' ^ 

V-ß-f-r  Vb+<'  V(«-<")  Va-f/’ 


Aus 
folgt,  dass 


•Z(A'+4)  — 24'  -i» 


Sb' Cb’ 


Db' 


Zb  - Zb'  — i 


Daher  ist 


V(«— <“)(ß+0(ö+i') 


//. 


- ~Md=.  [ L I 

V(/t  - ö)  ' V(<  - <")(B  +0  (B4-V)  )+  2Ä  J 


Annähernde  Berechnung  von  II.  Wenn  am4'  = »^,  so  ist  4' 
gleich 


4'  «=  i C — .•  f (1  — fin= 


o ’ 0 

— *(% — %cof  x — x))- 

Ferner  ist 

S4'  = i [in  j[ 


also 


Pu  x= 


Y(—B  —t"  Y—B—i 


Yb+C 


Man  setze  daher 


tfn  (*  = 


VB 

Y—B—C 


folglich 

Irch.  «lor  Math.  o.  Fhje.  2.  Reihe,  Teil  VI. 


VB 


17 
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V— J"+V ’—B-t" 
f*  - log ^ 


Nun  folgt  aus  obiger  Formel 


2“  (*  — V 


ftn x — {in(n— v)  ■=  ijcoff* 
to {#*-»?=-  fin |i . $ ^ 


folglich 


V — Ifl#*  i y 


2 — (*  — i «‘8** 


y—ti—t" 

B-y^r 


1 - i i! 


2^=—  X+i^flnzwiz 


, 1 S t~t'\ 

— 1*  + * y— r l.  ü ' zt  / 


= -(*+ 


1 V— a— *"  <+*' 
* V-^F  ' B 


Zb'  = it‘55'  Cb'  = i »(«-«')  V-B-t" 

By-t" 

zb 1 - »x*-o y^B^i' _ _ .(«-<")  y-B-r 

«■//I  v/\  /p  i A / d 1 1 *y=F  T'” 


y(t-t")(B+t)(ii+«') 


r • , “16<"  _L 

L — »-tog  -jzr  + ••• 


TT  IVA  ( y-B-t"  tt-t’ , — 16<"  , 


Endlich 
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Y 


wa  r y—b—c 

Ya-b  * yzr t" 


log 


—16t" 

t-t' 


+ f*-i 


Y-B-t"  B—t" 
Y—i'  — Bi" 


Z--2YAB'f'-.f 

Wollte  man  dasselbe  Argument  v,  das  durch 

u = t — (t  — t‘)S  *c 

detinirt  war , behalten , so  bekäme  mau  wegen  des  Nenners  « bei  der 

t — /' 

n Function  fc'S3  (Parameter)  = — > 1 und  dor  Parameter  läge 

zwischen  L und  K-\-L.  Man  kann  aber  einen  reellen  Parameter 
bekommen,  wenn  man  L — (früheres  Argument)  als  Argument  wählt 
und  auch  mit  o bezeichnet.  Dann  ist 


u = t 


t—f 

S*v 


also 

Sc 


; ■/«-<  = 
Vu— I ’ 


y«  —r  = 7y(r — r") 


Sv 


Dv 

Sv 


Y(n-t")  - iY («-«")  sl)  R - - -o« Cv  !>v 


Sc’ 

„ Cv  Dv 

du  — ■ — 2(< — t ) — ss — tfr 


S3!- 


<iu 


S*u 
2 rfc 


also 


Ä Vw— *")  * 

L 

Zm~  ~ (t  —TjlJ  1 — lc,S,cSh> 


wenn  z pos.  und 


fc!S*d  = 


t— t" 


Für  ein  neg.  z hätte  man  den  entgegengesetzten  Ausdruck  erhalten. 
Man  kann 

V>  Y—t7  Y—t" 


& ” Y O-7)  Ce  ~ y,_7 


-=  De: 


Y (t-f) 


IT* 
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annehmen.  Dann  ist 


0 < c<  K 


k*  Sc  Cc  De 


Yt  iT 


also 


_ . . / n in  . inc\ 

Z~  -4 ,TI(L,c)  - -4 i{LZc  2,  - g ) 


Wenn  t und  t',  folglich  auch  V,  als  sehr  klein  erstor  Ordnung  gelten 

— 16t" 

und  man  die  zweite  Ordnung,  multipl.  mit  log  f ^ vernachläs- 
sigt), so  kann  man  c durch  einen  Winkel  ersetzen;  und  damit  dieser 
in  der  Ebene  der  Scheibe  ausserhalb  der  Ellipse  verschwinde,  muss 
er  zugleich  mit  t',  also  mit  Cc  verschwinden.  Man  setze  daher 


damit 


amc«=  ^ — 1 


. v‘ 
C08  A *= 

Yt-t‘ 


sin  X 


werde.  Dann  ist 

7tC 

2 K 


, _V-'L 

Yp-<") 


Da  nun 


nr‘  = - — 1 — J Psin  1 cos  i = ^ 1 — i ^ ‘‘ 

— U-*  sin  1 cos  1 = 

-t" 

LZc  = . V=5-,  — 16t" 

«•  * -r10«  “tUF 


ist,  so  ergibt  sich 


,,  , Y—ti'f.  —16t"  \ 

Z 41-f  ^-(log-^-lJ 


Das  durch  den  Bezugspunkt  gehende  zweischalige  Hyperboloid  (t") 
schneide  den  Rand  der  Scheibe  im  Punkto  (X,  Y,  0).  Den  Abstand 
» beider  Punkto  kann  man  wogen  seiner  Kilrzo  (insofern  das  kleine 
StUck  des  rechtwinklig  sehn  idonden  Hyperboloides  als  eben  gilt) 
als  kürzesten  Abstand  des  Bezugspunktes  vom  Scheibenrande  an- 
seheu.  Für  diesen  Abstand  * haben  wir  aber  frühor  den  Ausdruck 
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* — V—«" 

' ~ ~2~  • y2B 

erhalten. 

„—16 1"  8 .(-<")• 
*x  ~y7S~ 


ist  endlich.  Man  kann  daher  den  Unstetigkeitslogarithmus 


log 


-—1 6t" 
t — f 


durch  log-  ersetzen,  wenn  man  daneben  endliche  Werte  vernach- 
lässigt, wie  bald  in  den  Unendiichkeitstermen  von  X,  Y geschehen 
soll.  Setzt  man  nun  für  den  nächsten  Augenblick 


r*  =(*-*)*  + (»- P)s 
wo 

Vm+o^-HOmTq  , t+A  VI  t+t'VÄÜ+Ö 

x ” “ \1+  ™ 2A  y{A~B) 


Ybu-b) 


'(*+£) 


t-K  VB(-B-e') 
+ 2ä  • V(A-Ä) 


also 


x — A'=  — r=  -j; — ~ - • V 
2VABV'U— ü) 


und 

folglich 


y-Y  = 


t+f  _ 
2VAÖ  V(A  — B) 


Yä( — B—C) 


(*-  *)*+(*-*>* 


(<+«')»(-<") 

lALß 


V— «* 

2 ‘ Viß 


Man  kann  sich  r als  Projection  der  kleinen  Strecke  » auf  die 
Ebene  der  Ellipse  denken.  Weil  » im  Ranme  normal  znr  Ellipse 
ist,  so  ist  es  auch  r in  deren  Ebene.  Wenn  t‘  = 0,  so  liegt  der 
Punkt  (x,  y,  a)  in  der  Ebene  der  Ellipse  ausserhalb  der  Curve , und 
r ist  dann  pos.  Die  Proj.  des  Punktes  liegt  also  ausserhalb,  wenn 
pos.,  innerhalb,  wenn  folglich  auch  r,  neg.  ist.  r und  a 
sind  Katheten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  * dessen  Hypotenuse. 
Der  Cosinus  des  Winkels,  den  * mit  r bildet,  ist 
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Woil  aber 


so  ist 


r t-ft' 

t “ t — t'' 


. V* 
cosA  - V{r-Y)' 


sinA  ■ 


V—f 
' VW-t') 


*~H* 

t—  t'm 


cos!A  — sin*A  — cos  2A 


die  Strecke  s bildet  also  mit  der  nach  aussen  gerichteten  (in  deren 
Ebene  befindlichen)  Normale  der  Ellipse  den  Winkel  2A;  man  hat 

r •*»  *cos2A,  z ~ «sin  21 

In  tiefster  Näherung  ist 


Z = — 4A  (wenn  man  das  weglässt,  was  im  Rande  verschwindet. 


Wenn  nun  der  Winkel  2A  von  — n bis  zu  -(-  n wächst,  so  dass 
dio  Strecke  * um  den  Punkt  des  Randes,  von  dem  sie  ausgeht,  eine 
ganze  pos.  Drehung  ausfahrt,  so  nimmt  die  Kraftcomp.  Z ununter- 
brochen von  2n  bis  auf  — 2n  ab. 


Bedeutet  p.  den  Winkel,  den  die  Normale  der  Ellipse  mit  der 
x Axe  bildet,  so  ist 


x — X -»  rcosp,  y — Y — rsinft 

folglich 

YWÄ+7) 

COS  U = ~ --L 

V(A-B)i-f) 

Yä( — B — t") 

8mfl  “ Y(A-B)(-£r) 


Dio  unendlich  werdenden  Aafangsterme  der  Ausdrücke  für  die  zwei 
ersteu  Abgeleiteten  (Kraftcomp.)  waren  aber 


X 


2 YB(A+t')  , —16t" 

V(^— ßH— t")  08  t—v 


„ 2 VM—B—r).  —16t” 

Y(Ä  - 08  4 - *' 

und  für  diese  kann  man  also  auch 
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Af  =*  — 2 cos fi log  F=  - sinftlog  | 

setzen. 

Aus  der  allgemeinen  Theorie  des  Potentials  ist  bekannt,  dass 
die  Kraftcomponente  eine  Fläche,  welche  mit  Masse  von  variabler 
Dichtigkeit  belegt  ist,  in  der  Richtung  der  Normale  sich  beim  Durch- 
gänge durch  dieselbe  sprungweise  ändert  und  zwar  um  4np,  wenn 
p die  Dichtigkeit  im  Durchgangspunkte  bezeichnet,  und  die  Fläche 
in  neg.  Richtung  passirt  wird.  Dieser  Satz  wird  gewöhnlich  mittelst 
des  Gaussischen  Lehrsatzes  bewiesen;  allein  er  kann  auch  durch 
eine  einfache  Integration  gefunden  werden.  Zu  diesem  Zwecke  grenze 
ich  auf  der  Fläche  ein  kleines,  kreisförmiges  Element  ab  und  er- 
richte im  Mittelpunkte  derselben  eine  Normale,  deren  pos.  Seite 
nach  anssen  gerichtet  sein  soll.  Es  ist  nun  zu  untersuchen,  was  aus 
der  Kraftcomp.  in  der  Richtung  dieser  Normale  für  den  Durch- 
gangsp.  wird,  wenn  die  Fläche  in  pos.  oder  neg.  Sinne  von  dem  Be- 
zugspunkte passirt  wird.  Liegt  der  Bezugspunkt  auf  der  pos.  Seite 
der  Normale,  so  sei  die  Kraftcomp.  der  Fläche  in  der  Richtg.  der 

Normale  mit  N,  liegt  er  aber  auf  der  neg.  Seite,  so  soi  sie  mit 

N bezeichnet.  Wird  nun  die  Normale  von  dem  Bezugspunkte  in 
pos.  Sinno  durchlaufen,  so  erhält  man  für  den  Durcbgangsp. 

N- Ac+o 

wo  A<,  die  Kraftcomp.  des  ausserhalb  der  kleinen  Kreisscbeibe  lie- 
genden Teiles  der  Fläche  ist,  während  sich  a nur  auf  die  abgegrenzto 
Kreisscheibe  bezieht.  Wird  hingegen  die  Fläche  in  neg.  Sinne  pas- 
sirt, so  erhält  man  für  den  Durchgangsp. 

Af  = Ao-f-ai 

wo  sich  at  nur  auf  daB  kleine  abgegrenzte  Flächenstück  bezieht 
Der  Unterschied  ist  also 

+ — 

N — N — a — a, 

und  mau  hat  nun  noch  die  a zn  berechnen.  Der  Mittelpunkt  des 
abgegrenzten , kreisförmigen  Flächenelementes  werde  als  Ursprung 
eines  neuen  Coordinatensystems  gewählt,  dessen  pos.  * Axe  mit  der 
pos.  Normale  zusammeofällt.  Der  Bezngsp.  hat  dann  die  Coordi- 
nates (0,  0,  z).  a sei  der  Radius  der  Scheibe,  r die  Entfernung  des 
Bezugspunktes  von  einem  Punkte  derselben  und  h Radius  eines  auf 
dem  Flächenelemento  liegenden  Kreises,  wo  0 < h < o.  Das  Flä- 
chenelement  der  Kreisscheibe  ist  demnach  iithdh,  und  weil  für  die- 
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selbe  g als  constant  angesehen  werden  kann , 
derselben 


Pot. 


Nun  ist 
also 

folglich  ist  für  ein  pos.  a 


r*  = A«  + a* 
rdr  — hdh 


so  ist  das  Poteutial 


Pot  =■  2ng 


Va1  -f  - as 

dr  = 2jipV a’  -fä* — a) 


und  für  ein  neg.  a 


Pot  = 2rtg  (■/«*-[- l“  + z)  also  für  a — 0 
Pot.  — 2n  g a 

Das  Potential  einer  stetig  gekrümmten,  mit  Masse  von  variabler 
Dichtigkeit  belegten  Flächo  hat  also  keino  Unstetigkeitspunkte.  Aus 
obigen  Formeln  für  das  Potential  folgt 


8 Pot. 

da 


— 27t  g 


\Ya*+> 


-1), 


8 Pot 

da 


und  also  für  den  Ursprung 


8 Pot. 
da 


— 2»e, 


8 Pot. 

8a 


2 


ng 


Es  ist  demnach 


folglich 

also 


a = —2  ctg  und  a , = 2*g 


N = Aq—  2trg,  A' = A„-f-2  Jip 


+ — 

Ä — y = — 4 p 


Auf  diesen  Satz  nuu  soll  die  Kraftcomp.  Z der  elliptischen 
Scheibe  geprüft  werden.  Wir  hatten 


/ /’«  du  (Weg  eine  rückläufige  Schlinge  aus  dem 

Ja  R Ostp.  allein  um  den  Pol  t). 


Durch  Einscbalton  des  Horizontes  in  die  Schlinge  erhält  man  nnn 
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z =. 


du  (Wfcg  ein  kleiner  rückläufiger  Kreis 
R allein  nm  den  Pol  0) 


+ 'y"/<^  v 


(Weg  eine  Curve  nm  die  Pole 
t'  nnd  i") 


nnd  nach  Cauchy  erhält  man  demnach  für  ein  pos.  * 

Z = - 2jt  + «V'-dä  J ■ 'ft'  (Weg  wie  oben) 

und  für  ein  neg.  x 

Z 2n  — iVau  J “ . (Weg  wie  vorhin) 


Da  nun  die  Integrale  anch  für  * ■=  0 einen  endlichen  Wert  be- 
halten, so  verschwinden  für  diesen  Fall  die  zweiten  Terme,  und  man 
bekommt  für  einen  Punkt  der  Scheibe 


also 


+■ 

Z 


— 2n,  Z = -f-  2n 


t — 

Z—Z~*  — in 


was  der  Dichtigkeit  1 entspricht. 


§.  14.  Berechnung  des  Differentialparameters 
zweiter  Ordnung. 

Um  den  Differcntialparameter  zu  berechnen,  gohe  ich  von  den 
Integralausdrücken  der  ersten  Abgeleiteten  aus  und  benutze  als  Into- 
grationsweg  die  Schlinge,  welche  aus  dem  Ostpunkte  allein  um  den 
Pol  t geworfen  ist.  Weil  für  alle  Punkte  der  Randellipse  die  Comp. 
X und  Y unendlich  werden  und  die  ganze  elliptische  Scheibe  für  die 
Comp.  Z eine  Unstetigkoitsfläche  ist,  so  müssen  wir  alle  diese  Punkte 
von  der  nachfolgenden  Betrachtung  ausschliessen.  Weil 


O _ 

W 1_  dW  X x 

3x  ~ W*  ' 8x  “ W 3 ‘ A-\-u 


0«  W*  u 


8 W 1 

dy  “ W»  • D-f u 


so  ist 
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dX  _ 
dx 

0F 

Sy  “ 

dz 

dz 

folglich 

dx 

Nun  ist 


also 


dx 


-VAnf(i/+y.^-  Vah/ 5^.^ 

VAIi /(})'■  uUw»~Vajj./  I ■ 


uw 

du 

W 


du 

UW 


(Weg  wie  früher) 

m-^J  <tj„> 


du 

UW 


(*»)• 


i aiogf/* 


2 H . 


6jk 

du 


A-f-u 


du 

1 


2 dU 
U ' du 

1 


V Al 


V G ■ 

[ 2 Va"  ■ l'ivj 


3 w,  1 3 p\  , 

0«  + W du  )du 

Eudwert 


oder 


Aufangsw. 

J P 

0äC*  '1_  0y*~^~  0JSS 


02p  0*p  d*p 

a*»+  a„*+  ? » *“  0 


§.  15.  Das  Potential  einer  olliptischon  Scheibe  von 
der  D ichtigkeit  1 ist  cino  hoinogeno  Function  1.  Grades 
der  Grössen  VA,  VB,  x , y,  z. 


Wenn  in  der  Formel 

CO 

P*=  2^ AM  C y du 
t 


die  Elemente  VA,  y B,  x,  y,  s resp.  durch  uVA',  «y  B‘ , ax‘,  uy',  ««' 
ersetzt  werden,  dann  geht  dieselbe  in 
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über  und  somit  ist  P eine  homogene  Function  1.  Grades  V A,  VB, 
x,  y,  z.  Also  ist 

. dP  , dP  . SP 
dVB  T 1 & + y SjT  + * & 


p-va^  + vb  dI 


Diese  Formel  erhält  man  auch  auf  folgende  Weise: 

Das  Potential  einer  ellipt.  Scheibe,  begrenzt  von  der  Ellipse 


1*  + TL  _ ! 

Aa1  ^ Bo*  1 


ist  nach  Früherem 


a o 

P,  — 2o*  VÄB  j ^ du 


wenn 


W,*  — 1 — 


r 


Ba*-f-u  u 
t/j*  — (Aa*-j~u)  (Bo2-|~u)u 

Ersetzt  man  nun  u und  t durch  a*u  und  aH  und  setzt 


o *W,*  — TK*=  e*  — 
dann  erhält  man 


V * 


P,  - 2 V AB  f^du 


Ä-j-u  B-j-u  u 
co 


somit  ist 


8P, 

Sa" 

folglich 


2 YaB  f ’ 


o SP.  SP. 

du=  VA  + VB  0(VB,a) 


SP 
0a  ' 


CD 

/l  Ap 

Wuda  =VA8VA+VBd 


dp 
6 VB 


was  zu  erwarten  war.  Nun  ist 


demnach 


00  0 

rX+yY+zZ  — 2 YÄL  du  — 2^  AB  i 


du 

UW 


8P  dP 

P - xX+yY+zZ+VA^  + VB  ^ 
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V.  Potential  einer  elliptischen  Scheibe  Ton  der  Dichtigkeit  1, 
deren  Punkte  den  Gleichungen 

x*  V s < 

J+9B  0 

genügen,  abgeleitet  mittelst  des  discontlnulrlichcn  Factors  von 
Dirlchlet. 

Die  Coordinaten  des  Bezugspunktes  seieu  a,  4,  c;  diejenigen  eines 
Punktes  der  clliptischeu  Scheibe  x und  y.  Wird  die  Entfernung 
dieser  beiden  Punkte  mit  r bezeichnet,  so  ist  eine  erste  Form  des 
Potentials 

‘■‘ly 


Pot. 


•SSH 


wo  sich  die  Integration  Uber  alle  Punkte  der  Scheibe  ausdehnt.  Be- 
deutet nun  iV  eine  pos.  sehr  grosso  Zahl,  so  ist 


II 


\-\.f 


<h 


pcbt  _ gal 

Ich  betrachte  nun  das  Iutegral  / <U.  Der  Weg  derselben 

sei  eine  aus  dem  Westpunkte  um  den  Poi  0 geworfene,  rechtläufige 
Schlinge.  Siud  die  reellen  Comp,  von  a und  4 pos.  und  ist  c ein 
ächter  pos.  Bruch , so  lässt  sich  der  Weg  auf  die  Realitätslinic 
zwischen  — od  und  0 zusammenziehen  und  weil 

0 OD 

/tbt  — cot  Pe-bi  — e~at 

<U  - 6,’"1+C)  J 7l+c—  rU 


e-ia(Hc) 


— ef‘ 

01+e 


tll  • 


— e-i*(l+c) 


f 


t — e-at 

Pis * 


so  ist  (wenn  — od  ...  ü eine  aus  dem  Westpunkte  um  den  Pol  0 ge- 
worfene Schlinge  als  Weg  bezeichnet) 


x 

/M  gat  / 

—i+r  dt  = «*(,+e)  — «-*<1+«))  J 

. sin  nc  P 
= — 2m / 

71  J 


* p—bt r~at 


jl  + C 


dt 


-00—0 


Gc 


<« 


Digitized  by  Google 


Bi  gier:  Potential  einer  elliptischen  Waise. 


269 


III 

Weil 


rwr(  1 


2in  e-“' 

r(l-c)J  t'+‘ 


dt 


J' ebt  <u  = je  J e-*(bt)-»+‘)d(bt) 


—co  .-0 


oo  -0 


also  nach  einem  bekannten  Satze 


ebenso  ist 


/ 


c“  (-(!+<■)(/(  = 


— GO  —0 


/ 


— 00  ...0 


nnd  somit 
/»' 

also  nach  Formel  III 


/ 


— co  -O 


e*1  - tat 

<!+«•  * = 


2infc 

7Ü+e) 


2 tTOe 

r(i+c) 


2w(te  — nc) 

r(i+c) 


F 

folglich  anch 
K/ 


00 


F(l  + c)  . 


(ae—  y) 
e 


log 


a 

b 


Die  imaginäre  Comp,  dieses  Log.  werde  ausgedrückt  durch  die  Grösse 
der  Drehnng  des  Strahles  von  0 nach  b bis  zum  Punkte  a.  Ich  setze 
nnn  b ■=  — ig — o — — g sei  eine  pos.  reelle  Zahl.  Dann 
folgt  aus  VI  für  den  Fall,  dass  g > 1 ist 


also 


somit  anch 


dt  " log  l+i 

00 

/sin  t . , , . a— 1 

— «***-  log  j+1 


2) 


Aus  1)  nnd  2)  folgt 


log 


g— I 

»+1 
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VII 


Ist  hingegen  0 < g < 1,  so  folgt  aus  VI 
oo 


3)  2i  f ~^,U  = log  \ 


— 9 


1 + ? 


and  hieraas 


4)  — 2i  j' e-v*dt  — log  ^ — w 
0 

somit  nach  3)  and  4) 

00 

viu  -t  («*  +«-**)  «fl  — 1 


00 

Das  Integral  *-J'S-~(e'9l-\-c-is,)dt  nennt  man  den  discontinuir- 
o 

lieben  Factor  von  Dirichlet.  Ist  in  demselben  0 < j < 1 , so  ist 
der  Wert  1,  und  ist  1 so  ist  derselbe  0.  Wird  nun  in  dem 

Ausdrucke  I für  das  Potential  * durch  das  Integral  der  Formel  II 
ersetzt  und  ist 

9 = -J+9B’  ä — r*x  — ig<p,  & =rtx+V<P 

so  kann  man  dem  Potentiale  der  elliptischen  Scheibe  folgende  Form 
geben 

IX  Pot.  — ~j-  Jjyy'1^j^%-Ke-Sl+«-a')dz<lyd<pdi 

In  diesem  Ausdrucke  laufen  die  Variabein  <y  und  x von  0 bis  -J-® , 
und  die  Integration  nach  x und  y erstreckt  sich  über  die  ganze  Ebene 
i = 0.  Setzt  man 

or  \ Al— i<P  _ V-4 a l _ V B%—  iq>  VBbx 

va  Y a% — *<50’  Yb  ^ Yb% — i<p 

Q _ —iah  , —**1  , <?l 
~ Y(Ax  — i<rF  Bx  — iy-X  <f 
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_ VAl+up  Y^ax 

va  x Yai+v 


8» 


Yux+iv  _ VBb}_ 
VB~  y Yüi+i<f> 


ia?x  . ib*%  . c*x 
1 _ Al+i(P+  Bx  +'<P  <P 


und  versteht  VA,  V B und  ebenso  die  reellen  Comp,  von  Y Ax~ «<P, 
Yb~x  — i<f  pos.,  so  ist,  weil 


r*  — (*  — a)*+  (y  — *)»-f-cs,  g - + g ist, 

si  - «»+»*+«?>,  & 

In  Formel  IX  integrire  ich  zuerst  nach  x und  dann  nach  y und  setze 


Y Ax—  i<P 

VA  ‘ 


. VAa X 

YAx  —i<p' 


Y A%  — i<p  , 
du  — yA 


Durchläuft  nun  x die  Realitätslinie  vom  Westpunkte  bis  zum  Ost- 
punkte, so  durchläuft  u eine  neue  Gerade,  welche  die  R.  L.  unter 

einem  Winkel  schneidet,  der  kleiner  als  ^ ist.  Der  Anfang  dieses 

Weges  werde  mit  dem  Westpunkte  und  das  Ende  mit  dem  Ostpunkte 


verbunden  und  weil  nun  die  Elemente  des  Integrals  J e~u  du  in 

diesen  Punkten  des  Horizontes  sehr  klein  sind,  und  innerhalb  der 
R.  L.  und  des  Weges  von  u keine  kritischen  Punkte  vorhanden 
sind,  so  lässt  sich  der  Weg  von  u wieder  in  die  R.  L.  verlegen  und 
man  hat 

+oo  _ +oo  oo 

f ' du  = 2VJL.  f e-«\ 

J V Ai — »<p</  VAz — itpJ 


■ *<pc 
=00 


du 


VA 

Yax 


00 

AP 

— ItfJ 


l~\dt 


Ebenso  ist 
+oo 


VA 

YAx~i<p 


m 


/-* 


+ oo 


^ e-®’  dy  • 


VB 


Ybx- 


f 


-*■•*= vife™ 


somit 
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+00  +00 


-^CO  -00 

= i ÄBn  ( t-—  e~SV  — + 7 ■ ----  — 

\V(AX—i<P)(,Bx  — iq> ) V(Al  + iip)(Bx  + i<p) 


e~s‘9 


und  demnach 

yz« -°°  -cc 


x Pot  - r™*r-\( 

ynJJ  9 1 \V(Ai—i<p)  (. 


-/(Ax—itf)  (Bx  — irp) 


+ 


e-s‘f 


==)  d<P  JX 

>q>)/ 


+ + *9)> 

Um  eine  fernere  Integration  ausführen  zu  können,  setae  man 

cp  <p 

8 = dy  =» s-äs 

X •*  ** 


somit 


i'a*  — tj8  c* 

X — it'B — it  ' t 


_ Vab  p /'sinj»  ( 

FOt  vn  J J q>i  \y(A  — ü)(B- 
0 o 

+ 

Ich  integrire  nun  nach  cp.  Es  ist 

/“sin  cp  _ . 1 f JrV-tm -«-<*+•» \ , 

J - 2 ij  ( — r* 


-**) 

e—st<p  \ tlsdcp 

ViZ+ü)(B+ü))  v/ 


und  weil  die  reellen  Comp,  von  S— i und  S+i  pos.  sind,  so  er- 
hält  man  die  Formel  V 

m.qBE=3S3) 

0 

und 

f^e-Wclcp  = rtt)VgH-V^ 

0 

folglich 
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XI  Pot. 


oder  anch 


VÄ*  / (Ys+i-Va-j 

J V iV(A  — is)  (B  — t») 


, Vst  +i-Ys^l  \ de 
iV(A  -f  ü)  (B  +Ü)J  Vs 


Pot. 


- VÄB  f V^+^Vg-i.  ä. 

J iV(A  — is)(B  — is)  V« 


: VÄB  f] 


Vs,  — y.s, — i <u 

V(vi+,>)(ü+«j' V« 


weil  beido  Iutegralo  für  sich  convergiren.  Die  reellen  Comp,  der 
Quadratwurzeln  Vs — i werden  auf  diesem  Wege  von  * pos. 

verstanden,  und  im  übrigen  Überlasso  ich  es  dem  Leser,  aus  der 
Coutinuitiit  die  Bedeutung  derselben  für  andere  Lagen  von  s zu  be- 
urteilen. 


Das 


Integral  d> 

J i V (A — ü)(B  — i»)  V< 


' V(A-is)(B-is)  Vs 


verschwindet  im  Hori- 


1 

Vs 


zonte  wie  77;.  Mau  setze  deshalb  den  geradlinigen  Integrationsweg 


im  Ostpunkte  des  Horizontes  bis  zum  Nordpunktc  fort,  um  die 
Nordhälfte  der  lateralen  Axe  zum  neuen  Integrationswege  zu  machen. 
Hier  setze  ich  nun 


2 

s = e u 


durcblämt  nun  « von  0 ans  die  Nordhhälfte  der  lateralen  Axe,  so 
u von  0 aus  der  Osthälftc  der  Realitätslinio.  Ist  nun  t die  Wurzel 
der  Gleichung: 


4» 


A-\-u  ' 


•^  = 1 

« 


die  dem  EUipsoid  entspricht,  das  durch  den  Punkt  (o,  4,  c)  geht,  so 
ist  für  das  Intervall  0 < « < t die  Grösse  T stets  grösser  als  1 
und  für  t < u ist  T kleiner  als  1,  wenn 

4*  r* 

T- 


a*  , 4*  c‘ 

A -j-t*'  B -)-u  u 
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gesetzt  wird.  Für  das  Intervall  0 < « < t hat  man  demnach : 


log(S+0  = log(T_l)-p 

iog(s— «•)  *=  iog(r  +i)  — ’* 

und  für  t < u ist 

log  (S+  i)  = log  (1  — r)  -j- 
log(S— »)  — log(i  + r) 

wo  die  Logarithmen  von  T—  1,  1 — T,  etc.  reell  verstanden  werden. 
Man  findet  somit 


00  

y-1  Vs+»— Vs  -»  tu 

i V(A  - i*)(B  — «)  ' V *" 


Vt-T — Vr-f-i 


P VT— 1 ■ 

J "}/  (Ä  — U 


V(:-i+u)(ü+«)« 


_ du 


f 


00 

Vl—  T — « 


Vi+r 


VU+»)(B-f-u)T* 


du 


Um  das  zweite  Integral  der  Formel  XI)  auf  ähulicho  Art  umzn- 
formen,  setze  man  den  Integrationsweg  im  Horizonte  vom  Ostpunktc 
bis  zum  Südpunkte  fort  und  verlege  den  neuen  Weg  auf  die  Süd- 
hälftc  der  lateralen  Axo.  Hier  setze  man 


t = e u 


für  0 < m < t ist 

log(S1+0-log(r+l)+^ 

log  (S,  -»•)=*  log  (T— 1)  + “ 
und  für  / < u hat  man 


Digitized  by  Google 


Digler:  Potential  einer  elliptischen  Watte. 


275 


log  (S,  +»)  — log  (5f  + 1)  4-  7p 

iog(S,-0-log(i— T)-'-g 

wo  die  Logarithmen  von  1 — 71,  etc.  reell  verstanden  werden. 

Es  ist  somit 


/ 


00  

y,s,+.'— y,s,  -i  a» 

»VCd+»^)(7t-j-7sj  ’ v* 


Vf+i— Yi— t 

• . — ;== — du 

V(-d+  “)(®+“)« 


folglich  nach  Formel  XI) 


71 

2 


+ * 


ao 


*2 


/ 


Vl+r+e  V 1 — T , 

r — ~~  -du 

V(A  + «)(/*  + .,)« 


X//.  Pot  = 2Vaij 


/VEME 

/ VU+«)(£ 


■)(ß + »)“ 


Fortsetzung  folgt  spater. 


18* 
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XIV. 

Determinanten  bei  wiederholter  Halbirnng  des 
ganzen  Winkels. 

Von 

J.  Hermes. 


Auf  die  hier  betrachteten  Determinanten  wird  man  bei  Unter- 
suchungen über  construirbare  Ecke  geführt  und  können  dieselben 
auch  als  Verallgemeinerung  der  Formel 

sin*a  -f-  cos*o  = 1 

für  gewisse  speciolle  Winkel  aufgefasst  werden. 

Die  zu  Grunde  liegende  Figur  ist  eine  sehr  einfache,  nämlich  ein 
regelmässiges  Strahlenbüschcl  (Stern)  mit  wiederholt-gerader  Strahlcu- 
anzahl. 

„Bezeichnet  a einen  Winkel,  der  durch  wiederholte  Halbirung 

2t 

des  ganzen  Winkels  2*  entstanden  ist,  also  a = ferner  ««  ein 

ungerades  Vielfache  dieses  Winkels,  wo  « die  Werto  1,  3,  5 ... 
(2»-2  — 1)  annimmt,  und  wird  nun  eine  Determinante  gebildet,  deren 
erste  Colonne  der  Reihe  nach  die  cos  (««),  deren  zweite  cos(3ua) 
etc.,  deren  letzte  cos(iuo)  für  A = 2'-* — 1 enthält,  so  stellt  der 

numerische  Wert  dieser  Determinante,  falls  v ^ 3,  eine  Potenz 

von  zwei  dar,  vorschwindet ')  aber  für  einen  doppelt  so  grossen 
Wert  des  Winkels.“ 


t)  Vgl.  Bnlzer,  Determinanten  g 17,  3 
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Da 


Die  wievielte  Potenz  von  2 wird  wol  hiebei  erhalten? 

Beginnen  wir  mit  v -=  4. 

Die  Determinante  Dt  wird  dann; 

I cosa  cos  (3a)  n 

i cos(3a)  cos(9a)  , r a ~ 2*  ™ 8 


COS (9a) 


— cosa 


ist,  und  sin  a statt  cos  (3a)  gesetzt  werden  kann,  so  wird 
7Jt  = — cos’a  — sin*a  — — l 

also 

- D4  = l = s» 

Wir  können  aber  auch  diese  Determinante  dadurch  ausrcchucn,  dass 
wir  die  erste  Colonne  zur  letzten  legen  und 

cos  a- 4*  cos  y = 2 cos  (~~2  cos  {*  ^ 

anwenden.  Indem 

C08(l)  ” "“(f)  = *V2 

und  zur  Abkürzung 

cos  (ma)  =»  Cm 

gesetzt  wird,  ergiebt  sich 

— Di  =•  — y 2 | ^ _**  j — 2v'2e,ej  ==  V2sin  j-  = 1=2° 
wie  vorhin. 


Dass  Dt  für  einen  doppelt  so  grossen  Winkel  a — ^ verschwin- 
det, folgt  für  Dt  (wie  auch  allgemein  für  D,)  daraus,  dass  dann 
an  Stelle  von 

4V2  ” cos 

der  Factor  cos  >=  0 tritt. 

Für  v — 5,  also 

2 n n 

“ “ iF  “ 16 

wird  De,  indem  Zeilen  und  Colonnen  zunächst  umgestellt  werden 
mögen, 
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«1 

«2 

«s 

cb 

+ 

+ 

+ 

H 

+ 

+ 

+ 

*S 

+ 

+ 

+ 

wobei  dio  mit  -f-  ansgefüllten  Stellen  stets  ein  -4*c»  enthalten  sollen, 
dessen  Numer  n das  Product  der  Nnmern  ist,  welche  die  in  der  be- 
treffenden Zeile  und  Colonne  am  Anfänge  befindlichen  c haben. 


Wird  nun  die  erste  Zeile  zur  zweiten,  die  dritte  zur  vierten  ge- 
legt und  der  Factor  y2*  vorgezogen,  so  erhält  man: 


ßs~  V2'. 


<?1  C-J  $5 

<?3  + — * ~ * 

cs  + + + 

C1  + — — 


Hier  deutet  das  minus  an,  dass  das  an  der  Stelle  befindliche  e» 
negativ  zu  nehmen  ist. 

Es  wird  sich  also  die  Determinante,  wenn  die  vierte  Zeile  zur 
ersten,  die  dritte  znr  zweiten  gelegt  und  sodann  der  Factor  2 aus 
beiden  Zeilen  herausgezogen  wird,  als  das  Product  zweier  Partial- 
determinanten  darstellen: 


As 


2V2* 


Cj  c? 

e,  <?6 

cs  + 

+ + 

2V2».  V2.  V2 


*i  ci 
ei  — 


t 


falls  man  mit  den  Colonnen,  wie  vorhin  mit  den  Zeilen  verfährt. 
Nun  ist 


I e,  e.  i , , 

- — c,c,  — ese3“  tf  — «io  — <*  — <V 

I cs  — c»  I 

— — i(es+eo)  “ — ct'  — — i 
folglich  das  Quadrat  -=■  +1  und  somit 

23.1  ^22(1+21) 


-e8| 


J>s- 


2* 


- 2* 


Verfahren  wir  analog  bei  v — 6 ; 

2* n 

" ” 2«  — 32 


so  zerfällt  Dt  nach  Absonderung  des  Factors  V2*.24  in  das  Pro- 
duct der  beiden  Teildeterminanten: 
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«« 

«16 

«7 

«9 

«3 

«18 

«6 

«11  | 

«7 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ ; 

c3 

+ 

+ 

+ 1 

+ 

+ 

+ 

+ 

cb 

+ 

+ 

+ 1 

+ 

+ 

+ 

+ 

diese,  nach  Absonderung  des  Factors  v'2a.  2*  für  jode  iu  das  Pro- 
duct der  vier  Determinanten: 


welches 


«i  c, 
«7  + 

«8  + 
«6  + 


«3  Cj  I 

+ +1 

+ + I 

+ + 1 


+aini(r)  (8in(r)sin  ( W BiDir) 
2*  811,4  G ) =2* 


ist.  Im  ganzen  wird  also: 


n,.  - 21-H“-Vf(1^2  ‘>  _ 2«  — 4‘ 


Bei  v — 7,  für 


a — 


2ji  ji 
2*~  “ 64 


tritt  nach  der  analog  ausgeführten  Zeilen-  and  Colonncnaddition,  in- 
dem der  Factor: 

V2».28.|V2‘.24|* 

gewonnen  wird,  das  Product  der  vier  Teildeterminanten 


Ol 

«16 

«I 

«* 

«8 

CJ3 

«6 

«11 

«16 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

Ol 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

h 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

«18 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

* 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

«11 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

anf,  welches  nach  einer  zweiten  in  analoger  Weise  ansznftthrenden 
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Zeilen-  und 
miuautcn 


Colonncnaddition  *)  in  das  Product 


c,  c, 

«s  es 

«7  — 

+ - 

e3  + 

+ + i 

ci  ~ 

+ — I 

liborgeht,  indem  der  Factor: 


der  8 Deter- 


(MS) )'  *1  '■  K-Gf))'-)  ’■  WOTHW 


gewonnen  wird.  Da  das  Product  der  8 Determinanten  zu  je  vier 
Eiomenton 

{+ cos*  (¥)  (cob(¥)  cos(s)  )’co8!(I)  ) * 

- 6*8i“,G)(8in(f))V 

- {ä*  * 8in‘  * = (äiV*) 

betragt,  so  erhält  man  schliesslich: 

01.8+2.4+-4.*,  v'22(1-4+s2+s-,+*|i,) 

T)  - — ki  n n" 

nt  — jji+i 


Bei 


v =■  8,  a = 


2 n 
& 


wird  man  nach  zwei  vollen  Zeilen-  und  Colonnenadditionen  den 
Factor : 

y2t«.2l*le28.2Bl,.|(2c0sQ^)  .2*J  .|^2co»^2‘J 

und  als  Kern  das  Product  der  16  Determinanten  zu  je  vier  Ele- 
menten, nämlich: 


«i 

«IS 

1 *7 

1 

«• 

«13  i 

«* 

«H I 

«16 

+ 1 

1 + 

+ 1 • 

+ 

+ : • 

+ 

+ 

; c, 

+ 1 

1 + 

+ | 

+ 

+ | 

+ 

+ 1 

Cs 

+ ! 

1 + 

+ 1 ' 

+ 

+ 1 • 

+ 

+ 1 

I)  Die  Untere  ist  bei  ungerader  Ordnungszahl  v nur  *ur  Hälfte  auszu- 
führen. 
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«3 

+ 1 

+ 

+ ' 

+ 

+ | 

+ 

+ 

+ 1 • 

+ 

+ 

+ 

+ 1 * 

+ 

4*1 

«5 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

*It 

+ 1 ' 

+ 

+ ' 

+ 

+ 1 • 

+ 

+ 

erhalten,  welches,  wie  sogleich  allgemein  gezeigt  werden  kann, 


1 

” 21#+8 


ist,  so  dass 

2MH3S 1 4*+8J . y 2»'  »+*■«  l aaf4.D 
^8  ” “2*8+8 


2«  = (16)J»  igt. 


Diese  Determinante,  die  also  erst  dem  regulären  256-Eck  ent- 
sprechen {und  beim  257-Eck  in  Bezug  auf  die  Bedingungsgleichnngen 
daselbst  in  Anwendung  kommen)  würde,  hat  schon  bei  directer  Aus- 
rechnung : 

263  130  836  933  693  530  167  218  012  160  000  000 

nicht  verschwindende  Glieder  und  zwar  ist  jedes  Glied  ein  Product 
von  32  Diagonalen  des  Ecks  [Durchmesser  = 1.].  Die  Summe  aller 

v—4 

Glieder  hat  aber  die  einfache  Formel:  (21* — für  v — 8,  das  ist 


(16)*»  — 18  446  744  073  709  551  616 

Die  dem  regulären  65536-Eck  entsprechende  Determinante  würde 
eine  Gliederzahl  haben,  welche  mit  28504  Stellen  zu  schreiben  wäre. 
Ihr  Wert  ist 

(«!•-*)*  ~4-(2>*)»  = (4096)4096 

Wird  für  immer  grössere  und  grössere  v (bis  oo)  die  Glie- 
derzahl durch  das  Product  aus  der  vierten  Wurzel  der  Elementen- 
anzabl  und  dem  Quadrat  des  Determinantenwertes  dividirt,  so  ergiobt 
sich  die  Constante  V2ji.O  = 0;  für  abnehmende  v wird  die  Formel 

r— 4 

(2»-4)s  , welche  für  v = 3 den  Wert 

(2-*)*  — (J)l  — Vi  = cos  — | cos  o | 

hat  und  soweit  noch  stimmt,  natürlich  illusorisch;  für  » — 2 
z.  B.  wird 

D,  - (2_i)1_2  - (i)»  - Vi 

wie  vorhin,  dazwischen  liegt  bekanntlich  für  * = - ein  Minimum  der 
Function  **. 
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Aus  den  vorstehenden  Ausrechnungen  der  einfachsten  Fälle 
v ■=■  4 ...  bis  v = 8 unsrer  Determinante  ist  nun  schon  der  Gang 
des  Beweises  der  Hauptsache  nach  ersichtlich,  so  wio  anch,  dass  die 
Fälle  eines  geraden  v,  wo  eine  volle  Anzahl  Zeilen-  und  Colonuen- 
additioneu  stattlinden  muss,  bis  man  auf  den  Kern  kommt,  und  eines 
ungeraden  r,  wo  die  letzte  Colonncnaddition  nur  zur  Hälfte  aus- 
führbar, zu  unterscheiden  sind. 

Die  erste  Zeilen-  und  Colonnenaddition  giebt  als  Exponenten 
von  2 und  V2,  da  die  Detorminante  (2r_3)*  Elemente  und  als  erste 
Zeile  (oder  auch  Colonuc)  die  2’’-*  Cosinus  mit  den  Nnmern 

1,  (2'-»— 1),  2»'-*  — 1,  2r-*+l,  2*—*  — 1,  ...  etc. 
enthält,  wie  aus  der  Analogie  mit  dem  Vorgehenden  folgt: 

1.2'-«  + 2.2'-*  nnd  2 [.1.2'-» +2. 2»-«] 
die  zweite  Zeilen-  und  Colonnenaddition: 

4.2*-»+8.2*-7  nnd  2 ^ .2— T-f  |.2»-«j 

die  dritto  Zeilen-  und  Colonncnaddition : 

[t  6 qo  1 

4 ,2'-*-f  -j  .2»-'*  , ...  etc. 

Für  gerade  v wird  nun  die  (jj — 2^to,  d.  i.  die  letzte  volle 
Zeilen-  und  Colonnenaddition: 

[2’-®  2,_s  i 

"» Zt 

Eine  Determinante  des  Kerns,  die  ja  vier  Elemente  hat,  wird, 
wenn  p und  q zwei  ungerade  Zahlen  bedeuten: 

i *' 

I -f-  cp1  + ««.22  — qp 

v v 

H*  Cpt  2 — pq  + c,»_j2(p  + g)+pg 

{v  v v 

«i’- j2  ( P + q)  + 2pg  + c,»_2  2(  p + g)  — «i  2 ( p + g)  — 2pg 

— c,2  (p  -g)} 
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der  Kern  selbst  also  das  Proiluet: 


Da  nun  im  Producte  auch: 


„ _ . /2jip\  . /2nt«\ 

n.nasinl  \sm# — 
r * I v I I v I 

\2  2 / \2  2 / 

:te  ancb: 


vorkommt,  wobei 


fl'  = 2 ' — (/  uud 


ist,  so  zieht  sich  das  Product  in 


/ r1  -,nritiu{  l~p  Xgin/'-^M 

2(2 J-2)  \2*-'/  V2J-V 

zusammen.  Es  wird  also  der  Exponent  von  2 um  — 2"— 4 zu  ver- 

V 

ändern  sein.  Dieser  Proeoss  lässt  sich  offenbar  noch  ^ — 3 mal  hin- 
tereinander anwenden,  so  dass  schliesslich 

/7,in(")  - 1 

bleibt,  sonach  ist  der  Exponent  nm 


— ^-*-{-2’-i-\-2v-t  ...  2 


-*-(H 


zn  verändern.  Dies  hebt  sich  nun  gorade  mit  dem  von  V21  hor- 
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rührenden  Teile  fort ').  Schliesslich  bleibt  dann  für  den  Exponenten 

v— 4 

(v  — 4) . 2*— 4,  also  ist  der  Wert  der  Determinante  = (2'-4)1 


Für  ungerade  v sind  die  Teildetcrminanten  dos  Kerns  im 

V v — 1 

übrigen  genau  dieselben,  nur  dass  statt  ^ hier  — g — , die  Zeichen 
+ + + 4- 

von  den  c nicht  sondern  und  die  Winkel  halb  so  gross 

zu  nehmen  sind.  Dies  letztere  bat  zur  Folge,  dass  sich  jetzt  eben- 
falls zwei  der  vier  Cosinus  fortheben  [obgleich  sie  dasselbo  Zeichen 
haben,  so  betragen  ihre  Winkel  nunmehr  zusammen  er  nicht  2*  wie 
vorhin]. 


Ueberdics  ist  das  ganze  Product  noch  in’s  Quadrat  zu  erheben. 

um  das  Product  auf  die  Hälfte 


Aus  dem  Nenner 


Factorcn  zusammenziehen  zn  können , folgt  für  den  Exponenten  von 
2 eine  Veränderung  um  — 2’-4  wie  oben,  doch  wiederholt  sich  jetzt 
der  Proccss  dieses  Zusammenziehens  einmal  mehr,  also  noch 


v— 1 
~ 2 


2 mal,  mithin  ist  der  Exponent  im  ganzen  um 


[2'-4  + 2''-6+ ...  2»-*  ( 2 2)] 


zu  vermindern.  DieB  hebt  sich  aber  auch  jetzt  mit  dem  von  V 2* 

herrührenden  Teile  auf,  weil  daselbst  von  der  ( — 2-1  — 1 jten , d.  i. 

letzten  „unvollständigen“  Zeilen-  und  Colonnenaddition  noch 
2»-« 

— — — (i)  hinzukommt,  so  dass  wie  oben  (v — 4)2'-4  bleibt 


v— 4 

also  auch  hier  Dr  — (2T-4)*  ist,  w.  z.  b w. 


Anmerkung  1.  Unsre  Determinanten  behalten  denselben  Wert 
wenn  überall,  wo  cos  steht,  sin  gesetzt  wird,  denn 

cos  (ua)  = sin  (u'a) 

wenn 


1)  So  dass  man  einen  einfacheren  Beweis  erwarten  möchte,  etwa  durch 
Schluss  von  n auf  indem  man  anf  Cosinus  von  doppelt  eo  grossem 

Winkel  zu  kommen  sucht;  2«  = «';  vgl.  Anm.  2. 
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«*+«*'  = 2— *,  « — ^ 

ist,  und  ebenso 

cos (Au  n)  — ±sin(Au'o) 
weil 

A(u-f-u>  - (4A'  + l)(u-fu>  = 2A'*±|« 
Dies  gilt  auch  für  D3  und  D«,  weil  bei  ersterer 
v»cos  (f)  — sin(j) 


und  weil  bei  letzterer  noch  eine  Umstellung  der  Zeilen  erfordert 
wird,  so  dass  D4  = (— l)s,  also  auch  wieder  = — 1,  wie  vorhin 
ist.  Daraus  folgt  dann  auch,  dass  für  e — 2,718  = V— i 


-f- e~<a , «**•-)- e-3‘“  ...  1 

e(«  - «*«  — «-**•  ... 

«3,“-(-e-sto,  ...  — + 

«Mi  . . . 

sein  muss,  woraus  wieder  Schlüsse  über  die  Determinanten: 


e>“  , . i 

g3iet  j 

| 

gezogen  werden  können,  worauf  wir  hier  nicht  näher  eingehen 
wollen. 


Anmerkung  2.  Durch  das  Vorstehende  können  auch  Deter- 
minanten / U von  folgender  Construction  berechnet  werdeu,  bei  wel- 
cher viererlei  in  Betracht  kommt. 


1)  Abgesehen  vom  Vorzeichon  sei  das  in  der  2A-)-lten 
Zeile  und  2fe-f-lten  Colonne  befindliche  Element  von  dr±\  nämlich: 


»fl  V 

02*4-1,  at f i — dem  Product:  0*4.1,  *4-1  .cos 


{ Die  vorhergehende  Determinante  sei  nämlich: 


an  “11 


an 


Sie  ist  für  v = 5 und  v =-  6 
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-1  +1 
+1  +1 

= - 2 

-c°s(*) 

+ sing), 

+C0SÖ 

-8in(fl) 

4;  0 

.2 

’S 

+ 

+cos(”), 

+ sin("), 

+cos(”) 

+~(?) 

+sin  (|), 

+ ®in  (f). 

-cos(f) 

-sing) 

+cos(8), 

-cosQ), 

-8inS) 

ferner : 


und 


”+  o.r+'  /mw\ 

02*  42.  2*42  — ±02*4.1,2*4.1  = ± 0*41.  *1  1.008  I ) 

•’+l  , »•*  r . / »ur  \ 

02*  (2.  2*  fl  “ ± 02*41,  2*42  “ 0*41,  * 1 1.  Sill  1 S^J  ) 


[oder  auch  cos  mit  sin  zu  vertauschen.] 


2)  ist 


P-f  1 V 

au,  1 1,  4*41  — 02*41,  2*41 . C08  { 


2*— v 


falls  cos 


(£0  resP-  sin  dcr  le,J!,c  in  "**»»•  “H 


befindliche  Factor  ist;  auch  möge 

»+1 


04*43.  4*43=-  ± 02*42,  2*42. cos  oder  sin 


(mit  \ 
2'"*) 


und 


v+i  1 r . r j*  t 

04*43.4*41  I — ± 02*  1 2,  2* 41  .cos  oder  siu  (2'-®—  m) 


’V 

0*41, 4*  43 


sein. 


3)  Ob  hierin  cos  oder  sin  zu  setzen  ist,  wird  entschieden,  wenn 
man  bei  <4*  durchweg  den  letzten  Factor  von  dem  Element 

»2*41,  2*41 , der  cos  oder  sin  ist,  heraus  nimmt',  diese  Gesamtheit 
durch  die  beiden  geraden  Verbindungslinien  der  Seiten  mitten  eines 
um  die  Determinante  beschriebenen  Quadrats  in  vier  Groppen 
G H 

KI  teilt  und  dann  die  Anordnung 
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OH  HO 
KL  LK 
KL  OH 
OH  KL  trifft. 

4)  Die  Zeichen  endlich  werden  in  ähnlicher  Weine  für  A,±\ 
aus  bestimmt,  indem  man  die  Gesamtheit  der  Vorzeichen  von 

m 

A,  analog  in  vier  Gruppen  teilt  und 


ra 

H 

r 

KA 

A 

K 

Ka- 

-r—H 

m— 

K—A 

bildet,  wobei  — r die|  entgegengesetzten  Zeichen  von  r bedenten 
soll,  so  dass  auch  A — — r sein  muss. 


Hienach  würde  nun  aus  \ folgcndermasseu  A-,  zu  construiren 
■ein: 

Nach  4)  werden  die  Vorzeichen: 


— 

+ 

+ 

— 

1 + - 

— 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ + + 

+ 

+ 

+ 

+ 

— 

+ - 

" + 

+ 

— 

+ 

— 

— 

— 

— 

+ 

+ 

+ 

+ 

— 

+ “ 

— 

+ 

— 

+ 

— 

— 

_ 

— 

— 

— 

+ 

+ 

— 

— 

— 

+ 

+ 

+ 

+ 

4- 

+ - 

- + 

+ 

Nach  3)  werden  die  vier  Gruppen  > wenn  statt 

sin  nur  e'  und  *'  (mit  Index  m)  gesetzt  sind  *),  — j*,  *,J , 
Verteilung  der  sin  und  cos  bei  A7 : 


1)  cos  = « 


(Wä\ 

pr- 1 


.16/ 


C m,  C08 


Gr) 


cos  und 
also  die 


etc.  . . . 
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wobei  die  Indices  nach  2)  folgen,  endlich  ±_d-,  salbst  nach  1) 


— W'+® 

‘V'-W'-K 

t • " 1 - »» 

*1  C3  1 *3 

+ci,,r+ci 

V"+«. 

V'+W'-K 

V+V*i 

’+VV'+VV' 

+VV'+*i 

V+*. 

W'+*i 

v-vv 

'+VV'+VV' 

— »iV+*i 

W. 

e,  c,  »,  - *, 

e3  *,‘*3 

'-W'+V‘." 

+w+cl 

V VV  V*i 

V W 

-W'-KV 

— W'+ci 

V'-V 

V'— V«*"— *1 

*s"— *i'«a" 

-W'~W 

-VV'+», 

%*+* 

<?i  cl*c1  cl 

VV 

-'.V+W' 

+W'+*. 

V4-*. 

V'+W-K 

V'-W 

’+W'+VV' 

- W - 2*  - 16 

i beginnt  mit: 

I -VW  +VW-  I 
± ! +VW  -K'W  | - W*  - 2« 

etc.,  allgemein  wird: 

± ^»+i  “ M»)’ 

[Das  Vorzeichen  ergiebt  sich  nicht  aus  dem  Beweis].  Erhebt  man 
z.  B.  d-  nach  dem  bekannten  Determiuanteusatze  iu’s  Quadrat,  so 
erhält  man,  indem 

c = . = iV2, 

c'  -=  cos  «'  *=>  sin  ; 2c*  — 1;  t'-\ -c'  =•  2ce'; 

-.'+c'  - 2«',  (.’+*')*  - <•+  1,  (2*'+  c')2*‘  «=  2(*’)*-f- 1, 

(»'+  c‘)s+  2*'(2*'-f  c‘)  = 3 ; 2(«')s  + e -=  1 ; otc.  ist : 


0 

0 

c 

— c 

0 

0 

c 

c 

— e 

— c 

0 

0 

+e 

— e 

0 

0 

e» 

& -\-csf 

cc * 

«'+<*' 

cs ' 

s'-\-ccf 

— cc* 

— et 

<?'+«' 

— (#'+cc‘) 

— cc* 

c'+ci' 

cs 1 

cc* 

— (*'+cc) 

Digitized  by  Google 


Halbirung  des  ganzen  Winkels. 


289 


— C8*  cs'  (cf-\-C8r) 

— (c'-f-c«')  — c*'  — (e'-|-c*‘)  — c»‘ 

— cc'  {s! -\-ec ) a’-j-fc'  — er' 

— (*'-f-ec')  cc'  er'  s‘-\-cc' 

0 0 1 0 

0 0 0 1 

—10  0 0 
0—100 

Indem  man  die  erste  Colonnc  mit  minus  zur  zweiten,  die  dritte 
zur  vierten  fügt  und  analog  bei  den  Zeilen  verfährt,  erhält  man: 

0 0 c 0 

0 0 0 2c 

— c 0 0 0 

0 -2c  0 0 

c*‘  c'  cc'  *'-j-2ec' 

— (c'-j-c*')  e'-|-2e»'  *'-j-ec'  «' 

0 2c'+2c*‘  — *'  0 

0 2 cs'  *'-j-2cc‘  0 

— cs'  c'-j-c*'  0 0 

— c'  — (c'-\J2cs‘)  — (2c'-j-2c*')  — 2c*' > 

— cc'  — (*'-(-«')  *'  — (*'-)-2cc'j 

— *‘-f-2cc'  — *'  0 0 

0 0 10 

0 0 0 1 

—10  0 0 

0—1  0 0 

Hierin  mögen,  um  die  c wegzuschaffen,  die  ersten  beiden  Colonnen, 
nachher  die  ersten  beiden  Zeilen  mit  2c  uud  c,  also  mit  1 multipli- 
cirt  werden,  so  ergiebt  sich: 


0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

i 

-1 

0 

0 

0 

0 

—1 

0 

0 

2*'+c' 

0 

0 

*'+c‘ 

—(*'+«') 

0 

0 

2*' 

0 

*'+c' 

—2*' 

0 

0 

2»'-j-c' 

*'+c' 

0 

ti.  der  Math.  a. 

Fhjrs.  2. 

Reihe,  Teil 

TL 
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—(2 *'+<?')  *+c'  0 0 

0 0 -(*•+*')  -(2«'+c') 

0 0 2«'  -(*'-K) 

— (*‘+c')  —2m'  0 0 

0 0 1 0 

0 0 0 1 

-10  0 0 
0—10  0 

Werden  nun  die  70  Producte  je  zweier  Partialdeterminanten  von  je 
4*  Elementen  gebildet,  so  ist  das  erste  1*,  das  letzte  9*  ■=■  81,  34 
dieser  Producte  sind  =0,  vier  werden  c+1,  vier  (e+1)*,  acht 
e*+c+l;  vier  2(*')»rf-l , vier  18(«')s+9;  vier  e*+8(«‘)*;  vier 
9c +9,  zwei  9,  so  dass  im  ganzen: 

192+16cs  + 56c+112(»')*  - 200+  56  - 256  - 2* 

erhalten  wird,  + also  — +2*  ist.  Diese  directe  Ausrechnung  ist 
nun  durchaus  nicht  nötig,  wenn  wir  auf  den  Zusammenhang  mit 
den  D , hinweisen. 

Dp  war  = £ ±_  f7cos(luo),  wo  u und  1 ungerade  Zahlen  1, 
3,  ...  (2'-a  — 1)  und  a = D-p—D,*=  £ ±_  /7cos (xu’cr).  Dann 

wird  ein  Element  von 

(Z>,)*  = £«(—  iy,co8(lua)cos(xu'e) 


worin  h in  der  ersten  Hälfte  gerade,  in  der  zweiten  ungerade; 
u+«’  = 2--* 

Nun  gilt 

cos(laa)cos(xu'o)  = i [cos  (xu  +!«')«  + cos  (xu  — lu'jct] 


cos  (2nn  — x)  = cos« 
und 

(xu-f-  Au')a-f-  (xur-f*Äu)a  *■  (x-j~A)  (u-f-u')a  = n2n 

wenn 

x + A = 0 mod4 

und  auch 

(xu- Au')a  + (xu  — Au)a  = (x  — A)(u+tt')«  « 2 n‘n 

wenn 

x — A = 0,  mod.  4 

so  hebt  sich  entweder 
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(—1)*  (— 11* 

■£«  — 5— cos(xu + 1«')“  oder  ■£.  -.5 — cos(x«  — Au')« 


fort,  zaweilen  auch  beide,  falls 


denn 


x + A = 0,  mod.  8 
cosfxu-j-Au')«  •»  — cos(xu"-(-Aum)  « 


wenn  für 

u-f-u"  ■=  2”~s  und  u'-f-u"«**  2’-,-f-2,— 2 
das  Argument 

«(x(u+u")  + A(u*+u"))  = o((x  — A) (u-fu")-f  A^*-1)  - 


ungeradem  Vielfachen  von  n wird,  und  das  ist  der  Fall,  sobald 
x — X 

schon  — gerade,  indem  ja  A eine  ungerade  Zahl  bedeutete. 

Somit  werden  zwei  Viertel  der  quadratischen  Fläche,  die  die  Deter- 
minante (Ar)2  einnimmt,  das  erste  und  vierte,  mit  Nullen  erfüllt 
sein;  der  zweite  und  dritte  Flächeuteil  sind  einander  gleich,  wie  es 
sein  muss  [indem  die  durchweg  entgegengesetzten  Zeichen  bei  einem 
in  Bezug  auf  den  andern  bei  gerader  Zeileuanzahl  ohne  Einfluss 
sind],  und  wir  erhalten  somit  ±1?»  in  einer  Determinante  mit  halb 
soviel  Zeilen  und  Colonnen.  ln  dieser  haben  alle  Elemente  den- 
selben Factor,  nämlich  2*’-5.y2.  Wird  derselbe  herausgezogen,  als 
(2»-* y 2)2'-4,  da  2r— 4 Colonnen  sind,  so  bleibt,  wie  sich  unschwer 
ergibt,  d,  übrig,  also  muss  auch 

(2»“5)2»-4z/v  — ± (2»-*)2‘’-<  — ±D, 

sein,  mithin 

+ Jr  = 2S’~6,  w.  z.  b.  w. 

2n 

Anmerkung  3.  Indem  a,  wie  vorhin  — ist,  folgen  ans 
dem  System  von  2'-3  linearen  Gleichungen 
(2*— 2 — 1) 

C,al  m — 0 

e 

wo 

u=  1,  3,  5 ...  (2*_I  — 1) 

für  sämtliche  x die  Werte  0,  denn  die  Determinante  des  Systems 
9 > verschwindet  nicht  Es  wird  nämlich: 

“ 1, 

!»• 


I 
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das  ist: 
für 


für 


\ ist  die  Determinante 

«> 
«0 
«b 


cosa 
— COS« 


H 

0=3  4 


ct  <ri 

— e»  's 

— Cj  — r3 
c,  — c, 

n 


-V2 


« » 
-«» 


Wird  die  erste  Zeile  zur  letzten,  die  zweite  zur  vorletzten  gelegt 
und  der  Factor  2*  hervorgezogen,  so  ergiebt  sich 


<?0 

| C1  cs 

1 Cq  c%  i " 

! c3  C9 

»t  - 2S 

In  diesem  Producte  ist  aber  die  erste  Determinante  — 
für  den  doppelt  so  grossen  Winkel,  also  für  j-,  mithin 

— — ^8  = + V 2 

die  zweite  ist 
also 


Analog  wird: 
etc.,  endlich: 


#4  = 2*(-#9)i>4 


— 2Jy'  2 ■=  —DtV 2 
24.ö4D5 2»V2  = — AV2 

ily — 1 . Dr . ( zfr-l-l)* 


2*r 


= — (2— *)* 

Hiebei  ist  die  Formel: 

i(v-2)2--8 

a 

benutzt  Die  Gleichungen 
für 


,V2  — — ö»+it/2 
— (v— 3j2*-»-f  1 


Im  “ 0 

0,12,...  (2"—*  — 1) 

können  aber  hierin  als  die  bekannten  Bedingungsgleichungeu 
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für 


(aa-i— i)  22r_1 

r0  — £x(et)3  — p =0  und  xi,  -=  ±\ekCx  | >.  — Ö 
o o 

h=  1,  2,  ...  2»-ä  — 1 


wo  ;>  eiuo  Primzahl  von  der  Form  2^  + 1 ist.  aufgofasst  werden, 
welche  Gleichungen  sich  stets  durch  ganze  Zahlen  c identisch  erfüllen 
lassen. 

Die  Ermittlung  dieser  Zahlen  ist  Arch.  der  Math.  u.  Phys.  2. 
ßeihe,  IV.  pag.  217.  gezeigt 
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XV. 

Mittelwerte,  die  Krümmung  ebener  Curven  und 
krummer  Flächen  betreffend. 

Von 

Emanuel  Czuber. 


I.  Ebene  Curren.  Mittlerer  Krümmungsradius  nnd 
mittlere  Krümmung  eines  Bogens.  Die  Länge  des  einförmig 
gekrümmten  Bogens  AMB  werde  mit  «0  bezeichnet;  der  Krümmungs- 
halbmesser im  Punkte  M heisse  p,  die  Krümmnng  daselbst  x,  ferner 
sei  Bogen  AM  = #,  das  anstossende  Bogenelement  da  nnd  der  ent- 
sprechende Contingenzwinkel  dt. 

Für  den  mittleren  Krümmungsradius  pm  des  betrachteten 
Bogens  ergibt  sich  der  Ausdruck 

p"  = r0/^-/td* (1) 

wobei  die  Integration  über  AMB  auszndehnen  ist.  Das  hier  auf- 
tretende Integral  hat  eine  einfache  geometrische  Bedeutung;  denn  das 
Product  gdt  drückt  den  doppelten  Inhalt  des  Dreiecks  ans,  welches 
von  dem  Bogenelement  da  und  den  Normalen  in  seinen  Endpunkten 
begrenzt  wird,  das  Integral  somit  den  doppelten  Inhalt  jener  Fläche, 
welche  von  dem  Bogen  AMB,  den  Normalen  seiner  Endpunkte  A,  B 
und  dem  zugehörigen  Bogen  der  Evolute  umschlossen  wird.  Be- 
zeichnet man  den  einfachen  Inhalt  mit  «o,  so  ist 


fm 


2uq 


«o 


(2) 
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Die  Bestimmung  der  Punkte  in  AMB,  in  welchen  der  Krüm- 
mungshalbmesser dem  mittleren  .gleichkommt,  erfolgt  durch  Verbin- 
dung der  Gleichung  p = mit  jener  der  Curvo. 


Die  mittlere  Krümmung  des  Bogens  AMB  ist  dargestellt 
durch 


*"=U'*8,=hJiSt 


(3) 


die  Integration  über  AMB  ausgedehnt.  Ihr  Resultat  ist  aber  der- 
jenige Winkel  t„,  welchen  die  Tangente  der  Curve  beschreibt,  wäh- 
rend ihr  Berührungspunkt  den  betrachteten  Bogen  durchläuft;  mit- 
hin ist 


Es  fällt  also  die  mittlere  Krümmung  eines  Bogens  überein  mit  der- 
jenigen Grösse,  welche  als  dessen  relative  Krümmung  bezeichnet 
zu  werden  pflegt. 


Für  eine  geschlossene  conveie  Curvo  ohne  Ecken  wird 


und  somit 


(5) 


d.  b.  die  mittlere  Krümmung  oincr  solchen  Curvo  kommt 
gleich  der  eines  Kreises,  welcher  mit  ihr  gleichen  Um- 
fang hat. 

Zur  Erläuterung  der  Formeln  wählen  wir  die  gemeine  Cykloide 
und  die  Ellipse. 

Bedeutet  AMB  einen  Ast  der  Cykloide,  so  ist  uo  der  Fläche 
eines  Rechtecks  gleich,  das  den  Durchmesser  2a  des  rollenden  Kreises 
zur  Höhe  und  seinen  Umfang  zur  Basis  hat,  also 


ferner 


ug  — ■ Ana1 

8q  — 8a  und  Tq  — n 


Daraus  berechnet  sich 


— na 


gleich  dem  halben  Umfang  des  rollenden  Kreises;  und  den  beiden 
Punkten,  in  welchen 
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Cp 

p =■=■  4a  sin  „ *=  p« 
ist,  kommen  die  Eollwinkel 

n 

qp,=»  2 arcsin  — und  <jd2  =»  2n  — cpt 

zu;  weiter  ist 

X“  - Ha 


und  die  beiden  Punkte,  in  welchen 


x 


Xm 


ist,  sind  durch  dio  Rollwinkcl 

. . 2 
2arcsm  - 


und 

charakterisirt. 


<Ps  = 2n  — <p, 


Ist  ABM  der  Quadrant  einer  Ellipse  mit  den  Halbaxen  a,  b,  so 

3 n (a*  — S1)2 

hat  der  Quadrant  der  Evolute  don  Inhalt  j , mithin  ist 


“o 

da  ferner 
so  hat  man 


- 3ji  (a*  — As)!  Ti  7t  'Aa'  + iaH'  + Bb* 

“ 32  ab  + 4 ” 32  a4 


«0  — aß  und  t0  = 2 

7t  3a4  + 2a*Ä2+34‘  n 

Qm  = iß  2»  iE  > *m  ” 2ÖE 


selbstverständlich  gelten  diese  Werte  auch  für  die  ganze  Ellipse. 


II.  Krumme  Fliehen.  1.  Schnitte  durch  eine  Tan- 
gente der  Fläche.  Es  sei  t eine  Tangente,  » die  Normale  einer 
gegebenen  Fläche  im  Punkte  A derselben ; ist  R der  Krümmungs- 
radius, 2V/0  der  Krümmungsmittelpunkt  des  durch  t und  » gelegten 
Schnittes  oder  des  Normalschnittes  durch  t in  A , so  liegen 
die  Krümmungsmittelpnnkte  M aller  weiteren  durch  t geführten 
Schnitte  dem  Satze  von  Meusnier  zufolge  auf  einem  Kreise  Sf, 
welcher  AM0  zum  Durchmesser  hat  und  derjenigen  Ebene  angehört, 
welche  durch  n senkrecht  zu>  gelegt  wird.  Trägt  man  auf  den  Linien 
AM0 , AM  die  zugehörigen  Krümmungen  K,  k nach  irgend  einem  Maass- 
stabe von  A aus  ab,  so  liegen  die  Endpunkte  2V0,  N auf  einer  dem 
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vorgedachten  Kreiso  inversen  Figur,  d.  i.  auf  der  Geraden  g,  wolcho 
in  N0  senkrecht  zur  Ebene  (<,  n)  errichtet  ist. 

Bezeichnet  8 den  Winkel,  welchen  die  Ebone  (t,  M)  mit  n 
bildet,  so  ist  der  Krümmungsradius  des  zugeordneteu  Schnittes 

r =»  R cos  fl 

und  der  mittero  Krümmnugshalbmessor  aller  durch  t 
gelegten  Schnitte 

7t 

- ifrd6 

0 

Er  gibt  zugleich  die  mittlere  Länge  der  aus  A gezogenen  Sehnen 
des  Kreises  Si  an. 


2 R r „ 2Ä 

/ COSÖrfö  ” — 
n J n 

0 


(1) 


Die  Lago  derjenigen  unter  den  Schnitten  durch  deron  Krüm- 
mungshalbmesser dem  Mittelwerte  gleich  kommt,  ergibt  sich  durch 
Auflösung  der  Gleichung 

r = Tm 


in  Bezug  anf  6;  man  findet 
2 

fl,  = arccos  — , fl2  = — ö, 


(2) 


Die  mittlere  Krümmung  der  in  Redo  stehenden  Schnitto 
wäre  geometrich  dargestellt  durch  den  Mittelwert  der  aus  A nach 
der  Geraden  g gezogenen  Radieuvcctoren;  sie  ist  daher  unendlich 
gross. 


2.  Schnitte  durch  eine  Normalo  dor  Fläche.  Wie 
vorhin  sei  A der  betrachtete  Punkt  der  Fläche,  n die  zugehörige 
Normale  und  t die  Tangenteuebene,  ferner  seien  <„  u die  auf  c be- 
zogenen Spuren  der  beiden  Ilauptschnitte,  Ru  R,  ihre  Krümmungs- 
radien, Aft,  A's  die  Krümmungen.  Auf  der  Spur  t eines  beliebigen 
durch  n gelegten  Schnittes,  dessen  Krümmungshalbmesser  und  Krüm- 
mung in  A mit  R,  bzhw.  mit  A'  bezeichnet  werden  möge,  werde  von 
A aus  beiderseits  eine  der  Quadratwurzel  aus  | R | und  ebenso 
eine  der  Quadratwurzel  aus  | K 1 proportionale  Strecke  abgetragen. 
Die  crBten  so  erhaltenen  Punktepaare  M,  M'  ordnen  sich,  dem 
Euler’sclien  Satze  zufolge,  nach  Kegelschnitten,  wolcho 
zu  llauptaxen  und  die  Puukte  A/„  .V,',  A/,,  Afs'  zu  Scheiteln  haben; 
demzufolge  ordnen  sich  dio  zweitgenannten  Punktepaare  N,  N'  nach 
Linien,  welche  diesen  Kegelschnitten  invers  sind  in  Bezug  auf  A 
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als  Pol,  d.  i.  auf  bicircularen  Curven  4.  Ordnung,  welche 
t,  zu  Symmetrieaxen,  A zum  Doppelpunkt  und  N„  A,';  A, , A’,' 
zu  cyklischen  Punkten  Laben. 

Im  übrigen  unterscheiden  wir  folgende  Fälle. 

a)  In  einem  Punkte  mit  gleichgerichteten  endlichen  Haupt- 
krümmungsradien ist  dio  den  Verlauf  von  yß  darstellende  Curve 
(Af)  eine  Ellipse  mit  den  Halbaxen  y ß,,  yß„  die  den  Verlauf  von 
y K darstellende  Linie  (N)  eine  Curve  mit  isolirtem  Doppelpunkt 
in  A\  die  imagiuären  Tangenten  in  diesem,  zusammenfallcnd  mit  den 
Asymptoten  der  ersterwähnten  Ellipse , bilden  die  Inflexionstangenten 
der  Fläche  in  dem  betrachteten  Punkte,  welcher  als  elliptischer 
Punkt  bezeichnet  wird. 

Heisst  a der  Winkel,  welchen  t mit  (,  bildet,  so  ist 

1 _ cos*o  sin!« 
ß“  ß,  + ß, 

und  der  mittlere  Krümmungsradius  der  Normalschnitte 
in  A kommt  gleich 

n n 

2 2* 

2 r 2Ä1i?«  r da  , 

Hm  “ nj  Rda  “ n J ***  cosV+ß,  sin'a  ” ^RtRt  O) 

Man  kann  ihn  zufolge  des  zwischen  ß und  der  Ellipse  (M)  be- 
stehenden Zusammenhanges  als  mittleres  Halbmesserquadrat  der 
letzteren  ableiten;  als  solches  stellt  er  sich  in  Form  eines  Bruches 
dar,  dessen  Zähler  die  Fläche  jener  Ellipse,  d.  i «yßjß,, und  dessen 
Nenner  n ist,  mau  findet  also  wie  oben  das  geometrische 
Mittel  der  Hauptkrümmungsradien. 

Durch  Auflösung  der  Gleichung 

ß *=  ß« 

in  Bezug  auf  <*  ergibt  sich  die  Lage  jener  beiden  Normalschnitte, 
deren  Krümmungshalbmesser  dem  Mittelwerte  gleichkommt  ; man  findet 


Die  mittlere  Krümmung  der  betrachteten  Schnitte  kann  auf 
Grund  einer  ähnlichen  Bemerkung,  wie  sie  oben  zur  Darstellung 
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von  Hm  angewendet  worden,  als  Quotient  des  Flächeninhaltes  der 
Cnrvc  (ä)  durch  die  Zahl  * gefunden  werden.  Sie  ist 

» 

2 

Km  = ^ f (Ä1cosllo+Ä,sin,«)do(  — . . . (5) 

oder  dem  arithmetischen  Mittel  der  heiden  II  auptkrüm- 
mungen  gleich.  Es  ist  dies  eine  natürliche  Folge  des  be- 
kannten Satzes,  dass  die  mittlere  Krümmnng  jo  zweier  zu  einander 
rechtwinkligen  Schnitte  durch  » dem  obigen  Werte  gleichkommt  *). 

Aus  der  Gleichung 

K — ■ Km 

ergebon  sich  dio  Azimute  der  beiden  Schnitte,  welche  die  mittlere 
Krümmung  haben,  u.  zw. 

<h  — 1 . «t  - “1 (*) 

die  genannten  Normalschnitte  halbiren  also  die  Winkel  der  beiden 
Haoptschnitte. 

b)  In  einem  Punkte  mit  ungleich  gerichteten  endlichen  Haupt- 
krümmnngsradien  setzt  sich  die  Curve  (M),  welche  den  Verlauf  von 
V | Ä 1 versinnlicht,  ans  zwei  Hyperbeln  zusammen,  deren  Axen  mit 
einander  vertauscht  sind,  und  die  den  Verlauf  von  V(A')darstellende 
Cnrve  (jV)  aus  zwei  lemniskateu-ähnlichen  Linien,  deren  jede  in  A 
einen  Doppelpunkt  hat;  ihre  gemeinsamen  Tangenten  in  diesem 
Punkte,  gleichzeitig  gemeinschaftliche  Asymptoten  jener  Hyperbeln, 
bilden  die  Wendetangenten  der  Fläche  im  Punkte  A,  welcher  nun 
als  hyperbolischer  Punkt  bezeichnet  wird. 

Setzt  man  die  dem  Zeiger  1 entsprechende  Ilauptkrümmung  als 
dio  positive  fest,  so  ist  mit  Beibehaltung  der  frühoren  Bezeich- 
nungen 

1 cos*«  sin*« 

R “ Rt  «T 


1)  Bezüglich  der  in  den  Gleichungen  3)  und  5)  niedergelegten 
Sätze  vgl.  die  Abhandlungen  Grunert’s  in  dessen  Archiv,  Bd.  40. 
pag.  249  11g.,  Bd.  41,  pag.  241  flg.,  und  die  Bemerkung  Beltra- 
mi’s,  ibid.,  Bd.  42,  pag.  116. 
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Das  aritbmotische  Mittel  der  algebraischen  Werte  von  li  ist 
null,  das  der  absoluten  Werte  ist  anendlich  gross;  denn  das  erstcrc 

wird  durch  die  mit  ^ multiplicirte  Differenz,  das  letztere  durch  die 

mit  dem  nämlichen  Factor  multiplicirte  Summe  jener  Flächen  aus- 
gedrückt,  welche  die  oben  genannten  Hyperbeln  mit  ihren  gemein- 
schaftlichen Asymptoteu  begrenzen. 

Der  Mittelwert  der  mit  ihrem  Vorzeichen  versehenon 
Krümmungen  ist 


rr 

2 

Km==\f  (*i  cos*«  - K,  sin*«)  Ha  = ....  (7) 

o 

in  Dfcbereinstimmung  mit  (5) ; er  stellt  zugleich  die  durch  n geteilte, 
entsprechend  gebildete  Differeuz  der  Flächen  vor,  welche  von  den 
beiden  lemuiskatenartigeu  Curveu  ( A')  eingcschlosscn  werden. 

Für  die  Schnitte  von  mittlerer  Krümmung  findet  man  aus  der 
Gleichung 

K=n  Km 

die  Azimute 


so  dass  sie  wio  bei  dem  elliptischen  Punkte  die  Winkel  der  Haupt- 
Bchnitte  balbiren. 


Der  Mittelwert  der  absoluten  Krümmungen  hingegen 
ist,  wenn 


«o  = arctg 


gleich 


VI 


n 

2 


K I " “ £ j (ÄjCOS*o—  A jSin*o)r/o -f-  j (AjSiu*« — £jcos*«)da 


2„  (Kj — A's) (arctg  |/^  — -f 


(9) 


cs  ist  dies  zugleich  die  mit  multiplicirte  Summe  der  Flächen, 

7T 

welche  durch  (A’)  begrenzt  werden. 
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ln  einem  Punkte  mit  gleichen  und  entgegengesetzt  bezeichneten 
Hauptkrümmungen  4:üT,  wird 

o r 

Km  = 0,  j K I m - — ! 1 (10) 


und  die  Curve  (N)  besteht  hier  aus  zwei  cougrueutcn  Lcmuiskaten. 

c)  In  einem  Punkte,  wo  einer  der  beiden  Hauptkrümmungs- 
radien — — unendlich  gross  ist,  wird  der  Verlauf  von  y R durch 

zwei  zu  parallele  Gerade  (M)  dargestellt,  welche  zu  beiden  Seiten 
von  A in  der  Entfernung  y/i,  liegen,  und  der  Verlauf  von  V K 
durch  zwei  gleiche  Kreise,  welche  in  A die  gemeinschaftliche  Tan- 
gente zugleich  die  Vereinigung  der  boideu  Infiexionstaugentcn 
der  Fläche  in  A , und  den  Durchmesser  V Ä,  haben ; A heisst  in 
diesem  Falle  ein  parabolischer  Punkt  der  Fläche. 

Mit  Beibehaltung  der  früheren  Bezeichnungen  ist 

1 cos2« 
lt  “ Äj 

Der  mittlere  Krümmungshalbmesser  II, n ist  unendlich 
gross;  denn  er  ist  der  von  dem  Geradenpaar  (Af)  eingeschlossenen 
Fläche  proportional. 

Die  mittlere  Krümmung  ist 

x 

2 

Am  = -J  A.COSW«  — ^ (11) 

0 

nud  ergibt  sich  auch  als  Quotient  der  Flächensumme  der  Kreise  (IV) 
durch  die  Zahl  n;  sie  ist  in  den  Formeln  (&)  und  (7)  als  Special- 
wert für  A,  = 0 enthalten. 

Für  die  Schnitte  von  mittlerer  Krümmung  ergeben  sich  aus  der 
Gleichung 

K~Km 

dieselben  Azimute  wie  in  a)  und  b),  nämlich 

«i  = 4 1 «*  ” — «i (12) 

3.  Schnitte  durch  einen  Punkt  der  Fläche.  Nach  dem 
Vorausgeschickten  kommt  nur  bei  einem  elliptischen  Punkte  der 
mittlere  Krümmungsradius  aller  durch  ihn  gelegten  Schnitte 
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in  Betracht;  bezeichnet  man  ihn  mit  pm,  so  findet  sich  durch  Ver- 
bindung der  Resultate  (1)  und  (3)  für  ihn  der  Ausdruck 

2 2Vj^ 

Pm  “ ~ü JT~ <13> 

4.  Mittlere  Krümmung  nnd  mittlerer  Krümmungs- 
radius einer  Fläche.  Auf  der  gegebenen  Fläche  sei  durch  eine 
ihr  aufgeschriebene  Curve  ein  Teil  begrenzt,  dessen  Grösse  wir  mit 
S0  bezeichnen.  In  einem  beliebigen  Punkte  A dieses  Teils  seien 
/f„  H,  die  Hauptkrüinmungsradien , dS  das  anstossende  Flächen- 
element, d£  die  Grösse  seiner  Abbildung  auf  einer  Kugel  vom  Halb- 
messer Eins.  Bezeichnet  man  das  Krümmungsmaass  oder  kurz  die 
Krümmung  der  Fläche  in  dem  genannten  Punkte  mit  .ff,  so  ist 

Ä = 1 

* dS  l^R, 

Wir  beschränken  uns  von  hier  ab  auf  Flächen  mit  elliptischen 
Punkten.  Dio  Krümmung  einer  solchen  kann  mit  derjenigen  einer 
Kugel  verglichen  werden.  Entsprechend  dem  Begriffe  des  Krüm- 
niuugskreises  einer  Curve  belegen  wir  eine  Kugel,  welche  mit  der 
Fläche  im  Punkte  A gleiche  Krümmung  hat,  mit  dem  Kamen 
Krümmungs  kugcl,  ihren  Halbmesser  mit  dem  Kamen  Krüm- 
mungshalbmesser, beides  auf  den  Punkt  A bezogen.  Für  die 
letztgenannte  Grösse  ergibt  sich,  da  die  Krümmung  einer  Kugel 
durch  das  reciproko  Halbmesserquadrat  gemessen  wird,  der  Wert 

SK  — Vä,!«, (14) 

welcher  mit  dem  Werte  des  mittleren  Krümmungshalbmessers  ltm 
der  durch  A gelegten  Kormalschnitto  Ubercinstimmt. 

Die  mittlere  Krümmung  von  S^  ist  gegeben  durch 


die  Integration  ist  über  .S0  auszndehnen;  ihr  Resultat  ist  £0  oder 
die  Grösse  der  sphärischen  Abbildung  von  Sa,  so  dass 

*--? <l5> 

Hiernach  fällt  dio  mittlere  Krümmung  von  So  mit  derjenigen  Grösse 
überein,  welche  als  relative  Krümmung  dieses  Flächenteils  be- 
zeichnet zu  werden  pflegt. 
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Diejenige  Kugel,  deren  Krümmung  dem  eben  berechneten  Mittel- 
werte gleich  ist,  wollen  wir  Kugel  mitterer  Krümmung  von 
S0  nennen;  für  ihren  Radius  ergibt  sich  der  Ausdruck 


Zu  einem  bemerkenswerten  Satze  führt  die  Anwendung  dieser  For- 
meln auf  eine  geschlossene  convexe  Flüche  ohne  Binguläre  Punkte; 
da  hier,  wenn  man  die  ganze  Flüche  in  Betracht  nimmt, 

2^  = 4* 

ist,  so  wird 


Dies  sagt  aus:  Die  mittlere  Krümmung  einer  geschlosse- 
nen convexen  Flüche  stimmt  mit  der  Krümmung  einer 
Kngel  von  gleicher  Oberflüche  überein. 

Dem  Radius  der  Kugel  mittlerer  Krümmung  stellt  sich  der 
mittlere  Krümmungsradius  oder  der  mittlere  Halbmesser  der 
Krümmungskugeln  gegenüber.  Man  erhült  für  ihn  auf  Grund  von 
(14)  deu  allgemeinen  Ausdruck 

dS <18) 

die  Integration  über  S0  ausgedehnt. 

Als  Beispiele  hierzu  wählen  wir  dio  durch  Umdrehung  einer 
Cykloide  um  ihre  Grundlinie  entstandene  Fläche  und  das  Sphäroid. 

Wird  bei  der  ersten  Fläche  der  Halbmesser  des  rollenden  Kreises 
mit  a,  der  zn  einem  Punkte  A des  Meridians  gehörige  Rollwinkel 
mit  <p  bezeichnet,  so  findet  man 

R,  — 4a  sin  ^ , ß,  — 2a  sin  3i  — 2a  V2sin 

dS  — 8«a*  sin3  ^ dtp,  Sq  — ~ «a* 

Daraus  berechnen  sich  auf  Grund  von  (17)  und  (18)  die  Werte 

= lea*  = yy  “ ayV* 
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Im  zweiten  Beispiel1)  sei  a die  grosse  Halbaxe,  t die  relative 
Excentricität  des  Meridians,  ß die  Breite  eines  beliebigen  Panktes, 
d.  ist  die  Neigung  der  zugehörigen  Normale  gegen  die  Aequator- 
ebene;  dann  ist  für  den  gedachten  Punkt 

„ q(l  — **)  „ ° a,  n(l  — t*)l 

n'  “ (1— ts  Sin*/J)p  * = (i  - £»sins/5)P  1 — t8  sin*ß  ’ 


_ . cos  8 dß 

,IS  — 2,-rn  (1  — r*)(fITJi7in*(})S  > S°  ’ 


2 na*  1 + 


fl  + — KT 


2t 


log 


daraus  berechnet  sich  mittelst  der  nämlichen  Formeln 


104tc 

945 


+ • 


17t4  67s° 

360  3024 


»« 


-Hl-**)* 


10  — Gt8  . 3, 

(Tr?j»+  t'Iog 


HK? 

1 — t 


1 — * 


= a 


«8  31t4  1697t0 

6 + 360  + 15120  + •” 


1)  S.  Dr.  F.  R.  Helmert,  Die  mathom.  u.  physik.  Theorien 
der  höheren  Geodäsie,  Bd.  I,  pag.  63  flg. 
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XVL 

Ueber  die  Entwickelung  von  in  eine 

Potenzenreihe  nebst  einigen  Anwendungen 
derselben. 

Von 

Louis  Saalsch  ütz. 


Die  erste  Anregung  zur  nachfolgenden  Reihenentwicklung  lag 

1 

für  mich  in  dem  Bestreben  e wobei  y einen  positiven  echten 

Bruch  oder  X bedeutet,  in  einer  nach  ganzen  Functionen  von  y fort- 
laufenden Reihe  darzustellen,  welche  um  so  willkommener  wäre,  wenn 
sie  auch  noch  für  y ■=»  0 gültig  wäre  und  don  richtigen  Wert  null 
in  zweifelloser  Art  lieferte.  Dies  lässt  sich  in  der  Tat  erreichen, 
wenn  man  y durch  1 — x ersetzt  und  dann  nach  Potenzen  von  x 
entwickelt  Dabei  stellt  sich  heraus,  dass  die  Coefficienten  dieser 
und  einer  mit  ihr  eng  zusammenhängenden  Reihe  in  so  eigentüm- 
licher Art  fortschreiten , dass  die  nachfolgenden  Mitteilungen , wie 
ich  hoffe,  nicht  ganz  interesselos  sein  dürften.  Schliesslich  wird 
noch  gezeigt , dass  und  in  welcher  Art  die  gewonnene  Reihe  sich 
zur  Berechnung  mancher  Integrale,  deren  obere  Grenze  unendlich 
ist,  verwenden  lässt. 

§ 1. 

Unabhängige  Darstellungsweise  der  Coefficienten. 

Es  sei: 

1 

1 — x 

1)  « = e(*o  + i|*  + »>*,+*j*s+  ■••) 

Arch.  der  Metli.  u.  Phjs.  2.  Heike,  Teil  VI.  A) 
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üm  die  Coeflicientcn  60  i,  ij  ...  in  unabhängiger  Art  darzustellen, 
kann  man  den  Taylor’schen  Lehreatz  benutzen  '),  zuvor  die  von  ver- 
schiedenen Differentialquotienten  von  f(x)  für  * = 0 aufstellen. 
Setze  ich 

1 


1— x " * 


so  ist 


/(*)  = ( 


*(») 


und  dann  weiter: 

tj>'z  _ — e-«,  ip'a  — ...  •*>!">*  = ( - 1)"*— *; 


Daher  wird: 


de_  1 

dx  ” (1— x)  * 


dz 


f'x  f'm  = «-'(** -2*1) 

ebenso : 


fmx  • «-»(*«  — 6^  + 6*‘) 

fWx  = r'  (z8  — 12z'  + 36*8  — 24a5) 

/( *)x  = — — 20z»+  120z8  — 240z7  + 120zs) 

Diesen  letzten  Ausdruck  kann  inan  auf  die  Form  bringen: 

fd)x  = -*-*(.«■— 1.(4), (5),*»  + 1 2(4)J(5),z8 — 1 . 2 . 3(4), (5)s«! 

+ 1.2.3. 4(4)4(5)4  s6) 

und  dass  hierin  das  allgemeine  Gesetz  ausgesprochen  ist,  wollen  wir 
durch  den  Schluss  von  » auf  n+1  beweisen.  Es  sei  also: 

2)  (— 1)V<">  *=«-^B-l(«—l)i(»), 

+{-l)*-»(*— l)l(«-l)s-i(n)t_i^- *+»+(— *+... 
+( — l)“-1(n  -1)  !(n— l)H-l(n)n-ia"+1) 

dann  wird; 

d /lH)x 

(_1)*T'  “ «-*(-»s"+(»-l),(»)I»^-,+...)+e-*(2»^-«T.„) 


und  der  Cocfficient  von  zSm~t  ergiebt  sich: 


1)  Eine  andere  Methode,  die  gleichfalls  zum  Ziele  führt,  benutzt  die  Keihe 
für  t — in  welche  dann  für  z der  Wert  (I — x)— I einzuführen  itt. 
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Ca.-*-  -(— 1)»{*! (n-l)*(»;H-(*-l)! (n-l)*-1(«)»-,(2»-H-l)} 

( — l)*(fc— l)!(n  -l)*-i(«)*-i 

- — ( — l)*(fc — 1) ! (« — l)t-i(n)i_i 
= -(-l)*i!(»)*(«+l)i 
daher  erhalten  wir: 

( — 1)*+1/'(»+1)®  = e~ '(j2"!* — 1 . (n)j  (n-j-1), z2*!-1  ^ 

+ (-l)‘fc!(«)i(«+l)»*2“+3-‘+  ...) 

womit  der  Beweis  geführt  ist.  Bezeichnen  wir  nun  den  Wert  von 
/<")  * für  x *=  0 oder  3=1  mit  o*,  so  ist  der  Coefficient  von  z*  in 

dp$ 

der  Entwickelung  von  f(x)  r-j — — folglich  giebt  derVergleich  mit  1) : 

1 . J...n 


Ä«  — e • 


1.2...« 


und  daher  wie  2)  zeigt: 


3)  ( — l)"i* 


1 

”1.2.3...« 


(n  — 1),  («^  («—!),(«), 

2.3...«  ■*""  3...n  +‘" 


Ans  f( 0),  f'O  folgt  b0  — 1,  J,  = -1  und  dann  aus  Gl.  3): 

. , 1.2  . 2.3  . 1.3  . . 1 . 

*j  “ i 2 “ — ii  — *s  — i e h “g~  “ i i ” 24  etc‘ 


Eine  andere  unabhängige  Darstellungsweise  ergiebt  sich  bei  Entwicke- 
lung von  f(x)  in  der  Form: 

f(x)  = «-(!+*+**+-) 
mittelst  der  combinatorischen  Ausdrücke  ') : 


) Ll.2...p.l.2...g...l.2...(| 


»u„  = — 1 


wobei  pqr...t  so'  als  positive  ganze  Zahlen  einschliesslich  der  Kuli 
zu  wählen  sind,  dass  die  Gleichung: 


5)  1 .p-{-  2<jf-{-3r-|-  . ..  nt  = » 


I)  Stern,  Algebraische  Analysis.  Note  VII.  F.  1).  (8.  S88). 

20* 
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erfüllt  wird,  wonach  der  Ansdruck  ii  4)  za  bilden  *),  and  für  alle 
die  Gl.  5)  befriedigenden  Systeme  von  pq...t  die  Summation  auszu- 
führen ist. 

Der  Vergleich  der  (nicht  identischen)  Ausdrücke  3)  und  4) 
liefert  eine  Beziehung  zwischen  Binomialcoeffienten.  Z.B. 
ist  für  « — ■ 5: 

_1 , (4),  (5),  _ (4),  (5),  (4),  (5)3  _ (4)4(5), 

~ 1.2. 3.4. ö"1- 2.3.4. 5 3.4.5  4.5  5 

«i*  ■ ni3"i  ■ »i*«»  1 "»«»*,  ■ «|g»  . 

“ 1.2.8.4.6"*"  1.2.8.1“  1.2.1  •"  1.1.2 1.1  1.1  ' 

4 ■ * * 1 I 1 I 1 1 19 

1. 2.3. 4. ö"*  1.2.3  1.2  1.2  *”  1 ' 1 120 


§ 2. 


Abh&ngige  Darstellnngsweise  der  Coefficienten. 


Im  vorigen  Paragraphen  war  die  Gleichung  gefunden  worden: 


d.  L: 


oder: 


f‘x  -=  — e~‘.z* 


f'x 


((*) 

(!-*)* 


(1 -*)«/'*  + f(x)  = 0- 


Differentiirt  man  diese  Gleichung  weiter,  so  erli&lt  man  eine  Be- 
ziehung zwischen  drei  aufeinander  folgenden  DifferentiaJquotienten^ 
nämlich: 


6)  (1  — x)V<"41)*+(2*«  _(2n  — 1 ))/■(">* + n(n  - l)/!»-1)*  ~ 0 

und  somit  auch,  indem  man  w — 0 setzt,  zwischen  drei  aufeinander 
folgenden  Coefficienten  der  Reihe  1).  Leichter  gelangt  man  folgen- 
dermassen  zu  derselben  Formel.  Differontiiren  wir  Gi.  1)  nach  *, 
so  kommt: 


e-l  :(!—*>  1 

- - -(i,+2AJx  + 3isx«+  ...) 

folglich : 

1 

1 — x 

e =■  — ^ 26, x-j-3Aä4-x*  -f-.. .) 


I)  Das  Symbol  01  ist  dnreb  I zu  ersetzen. 
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Fähren  wir  die  Multiplication  aas  und  vergleichen  die  Coefficienten 
der  rechten  Seite  mit  denjenigen  in  1>,  *80  erhärten  wir  die  Glei- 
chnngen: 

-24,+241  = 4J 
-Sig  + toj-i,  - 4, 

— 44,-|-64, — 24,  — 4, 

— 5*s + 8*4  — 34,  = 4, 

— (n-t-l)4»+i-f-2n4H  — (n  — l)4»_i  = 4» 

oder: 

7)  (»  + l)4«+i—  (2#-l)4»+(»~l)4»_i  =0 
Ich  führe  jetzt  die  uone  Bezcicbnnng 

8)  n4»  = ßH,  bM  = -ßu 

n 

ein,  dann  nimmt  die  Gl.  7)  die  Form  an: 

^2  - ßH+ßn-\  — U 

woraus  folgt: 

9)  ßn+l  — ^2  - --  ßn-l 

und 

10)  (fc+1  - ß„)  - (ßn-ßn-l)+  \ß»  = 0 

Aus  der  Gl.  9)  sind  nach  einander  die  ß’a  Und  mittelst  8)  gleich- 
zeitig die  4’s  berechnet  worden,  sowie  sie  in  den  Tafeln  am  Schlüsse 
dieser  Arbeit  aufgefhbrt  sind.  Die  GL  10)  bildet  die  Grundlage  der 
weiteren  Untersuchung. 

Noch  eine  andere  Formel  zwischen  den  Grossen  4 und  ß,  die 
für  uns  von  Wichtigkeit  werden  wird,  erhalten  wir,  wenn  wir  in  die 
Recursionsformel  der  allgemeinen  Entwickelung 

11)  e“.M «,*•+«,**+...  _ l + A,*4-A,«:,  + A,x>-f ... 
nämlich  *) 

1)  A.  b.  O.  F.  tj)  8.  989. 
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12)  An  — ■ -(<*i  An- 1 4“  2oj  An- 2 + • . • -f“  (» — 1)  Ow— 1 *4” 

n 

statt  A,A,  ...  4,4,  ...  und  fttr  a, a,  ...  den  Wert  —1  einsetzen, 
folgendes : 

nt n -f-  2i*-2  -f-  35«_8  -f-  (n  — 1)4,  -|-  n — 0 

ebenso : 

(n-j-l)4H+i-f-4»-}-24M_i-}-34»-24"  “ 0 

Ziehen  wir  die  erstere  Formel  von  der  zweiten  ab,  schreiben  statt 
n4»  und  bzhw.  ß«  und  ßn+i  und  am  Ende  40  statt  1,  so 

entsteht  folgende: 

13)  *o+ii  + it+  +*»+0»+i — ß»  = 0 

und  dies  ist  die  erwähnte  Beziehung.  Sie  folgt  übrigens  auch  aus 
10),  wenn  man  diese 

ßn+1  — 2/Jm -f- 0B-i  ~\~t»  — 0 

schreibt,  darin  nach  einander  n = 2,  3,  4,  ...  setzt,  addirt  und 
ßi  = in  ß%  - 24»  und  — 1 — — 40  substituirt. 

§ 3. 

Die  Grössen  ß und  die  von  ihnen  näherungsweise 
befriedigte  Differentialgleichung. 

Werfen  wir  einen  Blick  auf  Tafel  II,  welche  der  Grössen  ß ent- 
hält, so  sehen  wir  sofort,  dass  dieselben  in  Gruppen  von  abwechselnd 
positiven  und  negativen  Gliedern  zerfallen.  Die  Anzahl  Glieder 
nimmt  von  Gruppe  zu  Gruppe  zu,  und  zwar  beträgt  dieselbe  be- 
züglich : 

14)  1 3 9 13  19  23 

In  jeder  Gruppe  nimmt  der  Absolutwert  der  Glieder  von  Anfang  zu, 
erreicht  ein  Maximum  und  nimmt  dann  wieder  ab.  Diese  Maxima 
sind  in  den  sechs  berechneten  Gruppen: 

16)  0 1 1,56  1,94  2,26  2,55 

Sie  nehmen  also  zu.  Betrachtet  man  die  Gliedzahl  n als  Abscisse, 
ßH  als  Ordinate,  so  macht  das  Ganze  den  Eindruck  einer  Zusammen- 
setzung von  Sinus-Curven  mit  stets  grösserer  Spannung  und  stets 
grösserer  Pfeilhöho.  Wir  wollen  nun  sehen,  wie  weit  diese  Vorstel- 
lung sich  mit  der  Gl.  10)  in  UebereinBtimmung  bringen  lässt  Wir 
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denken  uns  n bereits  recht  gross  geworden  und  betrachten  den  Zu- 
wachs 1 als  dn-,  dann  ist: 


ßn  — ßn-l 


dß 

dn 


(ßn  fl  — ßn)  — (ßn  — ßn-l) 


d*ß 
dn * 


und  daher  geht  die  61.  10)  aber  in 


16) 


d*fl 

dn1 


Wir  wollen  im  Anschluss  an  diese  Gleichung  uur  eine  bestimmte 
Gruppe  iu’s  Auge  fassen.  Wir  bezeichnen  den  Index  des  grössten 
ß (immer  absolut  verstanden)  in  ihr  mit  1 und  setzen: 

17)  «=-!  + { 

so  dass  | bei  wachsendem  n aus  dem  Negativen  ins  Positive  über- 
geht, Dadurch  wird  die  Gleichung  16): 


d*ß  8 

181  <*+»£? -tt 

Nun  ist  der  Maximalwert  von  £ klein  gegen  1,  wenn  n sehr  gross 
ist.  Das  Vcrhältniss  desselben  zu  1 ist: 


in  dor  Gruppe  (13;  25)  etwa 


19 


(26;  44) 
(45;  67) 


10 

35 

12 

56 


Ich  entwickele  daher  nach  Potenzen  von  | und  lasse  in  der 
Gl.  18)  nach  einander  drei  Annäherungen  eintreten,  ich  setze  näm- 

ß 


lieh  statt 


H-« 


i)  i;  2) 


i(t-D.  *{H+0 


Allerdings  lässt  sich  die  Gl.  18)  oder  16)  streng  integriren,  doch 
ist  die  Form  des  Resultates,  ein  bestimmtes  Integral,  als  dessen 
Parameter  A+{  oder  n auftritt,  für  unseren  Zweck  nicht  bequem, 
schon  deshalb  nicht,  weil  dieser  Parameter  immer  grösser  wird,  in- 
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dom  wir  gerade  unserer  Betrachtung  grosso  Werte  von  n zu  Grande 
legen  müssen. 


§ 4. 


Ersto  Annäherung. 

Dio  Gl.  18)  nimmt  in  erster  Annäherung  die  Form  an: 


19) 


cfiß.ß 
«e»-1"  i 


o. 


Ihr  Integral  lässt  sich  schreiben: 

20)  /J-Acos^y^) 

Nun  soll  { — 0 sein,  wenn  ß seinen  grössten  Wert  annimmt,  folg- 

lich ist  y = 0 

21)  0-Acos^) 

und  A der  Maximalwert  von  ß.  Letzteres  verschwindet  für 

| - VI.  Bezeichne  ich  nun  den  Unterschied  des  Anfangs-  und 

End-Index  der  Gruppe1)  mit  a,  so  muss  sein: 

22)  a = n VI  oder  a’  = ji*A 

Benenne  ich  dieselben  GröSBCn  für  die  Gruppen,  dio  der  betrachteten 
folgen,  mit  Aja,,  1,3,,  etc.,  so  müssen  analog  22)  die  Gleichungen 
stattfinden : 

I a,11  — 71*  A, 

23)  | *»*  = »’A, 

I aj*  = »*A, 

Andererseits  ist  aber  auch: 

A,  «=  *+£+2 

A,  — J 

*s  — + 2*  etc- 

also  folgt  aus  22)  und  23)  durch  Subtraction : 


1)  Diese  Indices,  also  auch  z,  sowie  X sind  durch  Interpolation  su  be- 
stimmen; 8.  später. 
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*,*— = - 1)  — ^ (*  + *i) 

H%— *i*  — **(*»  — *i)  ” f-  (*i+»*) 

V—  ***  = »*(**  — *»)  — ^(*t+*s)  etc. 

and  daher: 

b* 

24)  »i  — * = *j  — »i  = «b  — =-g 


Die  Gliederanzahlen  der  anfeinander  folgenden  Groppen  bilden  also 

B* 

eine  arithmetische  Reihe  1.  Ordnung  mit  der  Differenz 

Wir  wollen  nun  zunächst  prüfen,  wie  weit  die  Resultate  22) 
nnd  23)  mit  dem  berechneten  Teil  der  ß’s  übereinstimmen.  Die 
Tafel  II  giebt 

ßu  = 0,193  ßn  = -0,303. 

Dnrch  einfache  Interpolation  folgt  dann: 

0U1S9  “ 0 

Diesen  Anfangsindex  einer  Gruppe  wollen  wir  ft,  den  Endindex  der- 
selben oder  Anfangsindex  der  folgenden  ft,  nennen,  sodass  *=ft,— ft 
wird.  Dann  ist  für  die  Gruppe  (13,26):  ft  = 12,39;  ft,  = 25,96. 
Ferner  ist  nach  Taf.  II: 

-fln-  1>912;  — 0i»  = 1,943;  -ßK-  1,872 

Setze  ich  für  diese  Stelle  der  Tafel: 

— ß = a-j-ftz-j-ca* 

sodass  gleichzeitig 

j a = 0 ja— 1 i a = 2 

[ß  = ßlt\  \ß  = ßi*\  Iß-ßto 

wird,  so  folgt  aus  den  angegebenen  Zahlen: 

a — 1,912  J — 0,082  « = —0,051 

and: 

— ^ = 4+ 2cz  = 0 für  z — 0,80 

Es  ist  also  der  Maximalindex  1 der  Gruppe  18,80.  In  dieser  Art 
ergiebt  sich: 
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i 8 - 12,39 
Gr.(13;25)  { i — 18,80 


( 

j»,  — 25,96 

* = 13,57 

nVX  = 13,62 

Gr.(26;44)  j 

X,  = 34,84 
8.  - 44,47 

*,  -=■  18,51 

aVl,  — 18,55 

Gr.(45;67)  J 

= 55,81 
83=67,91 

*,  - 23,44 

jiVI*  — 23,47 

7t* 

z,  — 34=4,94  zi  — «j  — 4,93,  2 = 4,9348 


Wir  können  also  sagen,  dass  die  Gültigkeit  unserer  Be- 
trachtungen bereits  im  berechneten  Teil  der  Tafel  11 
beginne,  was  sich  auch  weiterhin  bestätigen  wird. 


Dem  Worte  21)  von  ß gemäss  erreicht  der  Differentialquoticnt 

seine,  absolut  genommen,  grössten  Werte  am  Anfang  und  Ende 

der  Gruppe;  dies  bestätigt  auch  die  Rechnung;  es  sindz. B.  die  Dif- 
ferenzen 

ßtz  — ßiz  = 0,496  und  ßw  - ßvb  — 0,411 


grösser  als  irgend  welche  andere  im  ersten , bzhw.  zweiten  Teil  der 
Gruppe;  dass  dieselben  verschiedenes  Zeichen  haben,  versteht  sich 
auch  von  selbst,  da  der  Differentialquoticnt  an  der  Grenze  zweier 
Gruppen  för  beide  identisch  ist.  Hingegen  mussten  die  beiden  Dif- 
ferentialquotienten am  Anfang  und  Ende  der  Gruppe  Gl.  21)  zufolge 
gleiche  Absolutwerte  haben;  damit  stimmt  aber  die  Rechnung  nicht 
Überein;  wol  aber  stimmt  sie  hierin  mit  der  Gl.  (16),  denn  denken 
wir  uns  zwei  ß im  ersten  und  zweiten  Teil  der  Gruppe  die  einander 

ß tPß 

gleich  sind,  so  ist  für  das  zweite  - also  ^ (absolut  genommen) 

kleiner  als  för  das  erste , also  der  Krümmungsradius  grösser  und 
der  Bogen  selbst  dacher,  also  der  Absolutwert  des  Differentialquo- 
tienten kleiner.  Aus  demselben  Grunde  muss  auch  das  Maximum 
von  ß etwas  näher  dem  Anfang  als  dem  Ende  der  Gruppe  liegen, 
was  man  aus  den  Zahlen  in  25)  in  der  Tat  erkennen  kann. 


Wir  dürfen  anuehmen,  dass  die  2te  (oder  eine  noch  engere)  An- 
näherung an  dio  Gl.  18)  uns  über  diese  Umstände  genauer  unter- 
richten werde. 
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§ 5. 

Zweite  Annäherung. 

Wir  geben  jetzt  der  Gl.  18)  die  sich  ihr  besser  als  19)  an- 
schliessende Form: 


26)  2f+!(1-i)  = 0,) 

Ein  particnlärcs  Integral  von  19)  hat  die  Form  e°f,  es  liegt  also 
nahe,  jetzt  mit  der  Form  zu  versuchen,  oder  indem  man 

Imaginäres  von  Reellem  sondert,  zu  setzen: 


ß = Ae’  cos  (^yy) 

» - (l+A,)E+^*+y 

Hierin  sind  A und  y die  lntegrationsconstanten,  während  A,At, 
B1B,  gefunden  werden  sollen.  Dann  wird 


» {S-(Ä)-AS*(Ä)} 

*>  S?— (ä)  {-!©■+ GD'+SI 

/ u \ 1 | _ <lu  dv  , rftsl 


Ich  werde  im  Folgenden  unter  der  Voraassetzung,  dass  i nnd  auch 
schon  VI  sehr  gross  sei,  die  Glieder  trennen  in  solche  von  der 

Ordnung  yy  y y-  y etc.,  so  dass  also,  wie  immer,  Glieder  ge- 
ringerer Ordnung  einen  grösseren  Absolutwert  haben  als  solche  von 
höherer  Ordnung.  Dabei  mtlssen  wir,  um  grobe  Irrttlmer  zu  ver- 
meiden, streng  an  dem  Grundsatz  festhalten,  dass,  wenn  wir  irgend 

ein  Glied  von  der  Ordnnng  jy  fortlassen,  es  fehlerhaft  ist  ein  an- 
andcrcs  von  derselben  oder  höherer  Ordnung  beizubehalten. 


Wir  gehen  nunmehr  zur  Ausführung  der  Rechnung  über.  Es  ist 


1)  Bezüglich  der  strengen  Integration  dieser  Gleibhung  gilt  dasselbe,  was 
von  derjenigen  der  Gl.  18)  am  Ende  von  § 3.  gesagt  ist. 
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30)  ^-l  + A.+A,!;  ~ = + 

folglich  muss  nach  26)  und  29)  sein: 

31) A«*cos(^)  j-  | (1  -f- 2^, -1-^,* +4^,(1  -4-^)4-*- 4^,^*) -f- 

+ 42J,  B,  | + *ß,‘  4>+2ü1+J-^j 
— Ae’  sin  1 2^,(1 + ^,)  + 4(«J  .ls4-ß,(l  + ^,))i 

+ 8A,£,£!-f  2,4,  | — 0 

Wir  setzen  nun  in  den  Coefficienten  von  Ar.’  cos  nnd  von 

,l«’8in  die  Factoren  von  £°  und'£  einzeln  gleich  0.  Das  giebt: 

a)  -j(2^J4-^1»)  + 2ß1+ß1* -0 

b)  -^,(l+^1)+4ü15,-^  = 0 

c)  -^(Ä.U+A.l  + A,)  -0 

d)  ^r^At+Bi^  + A))  “0 

Nehme  ich  nnn  A,  als  von  der  Ordnung  | an,  so  folgt  aus  a),  dass 
Bt  und  5,s  von  keiner  geringeren,  und  mindestens  eine  dieser  Grössen 
auch  von  keiner  höheren  Ordnnng  sein  können  als  Aus  o)  folgt 

dann  A , von  der  Ordnung  B,.  Sind  also  a,  a,,  4,  ft,  endliche  Zahlen 
so  ist  es  das  Natürlichste : 


zu  setzen.  Jetzt  haben  wir  den  Factor  von  1*  im  Coefficienten  des 

4 j » 4- J 

Cosinus,  nämlich  — j-  d.  i.  — als  0 betrachtet  und  mnBSten  das, 
f f* 

weil  wir  auch  das  Glied  ^ , also  innerhalb  des  genannten  Coef- 
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ficienten  das  Glied  ^ fortgelassen  haben;  nnn  kann  a^er,  wie  die 

erste  Annähernng  zeigt,  f bis  zur  Ordnung  " y l waqhsen ; wenn 
4a,*5* 

wir  also  das  Glied  — jj-  fortlassen,  so  lassen  wir  ein  Glied  von  der 

Ordnung  - fort,  mQssen  also  alle  Glieder  fortlassen.  Im  Coefticienten 

8i4  B 5* 

des  Sinus  lassen  wir  das  Glied  — d.  i.  ein  Glied,  dessen  Qrdb- 

nnng  mindestens  ist,  fort,  wodurch  also  keine  weitere  Be- 
schränkung der  Genauigkeit  veranlasst  wird.  Sehen  wir  nna  die 
Gl.  (32)  an,  so  ist  die  linke  Seite  der  a)  von  der  Ordnung 

wir  können  also  ans  ihr  keine  weiteren  Schlüsse  ziehen  , die 
GL  b)  lautet: 


ihre  linke  Seite  ist  ebenfalls  von  der  Ordnnng  aber  sie  erhalt 
den  Factor  I,  kann  also  bis  zur  Grösse  eines  Gliedes  der  Ordnnng 
steigen  und  ist  daher  zn  berücksichtigen.  Sie  liefert,  bei  Fort- 
lassnng  der  Glieder  höherer  (nämlich  mindestens  24  tor)  Ordnnng: 

<H i 

Die  Gl.  c)  lautet: 

(1+“0+  a»)=° 

Ihre  linke  Seite  ist  von  der  Uten  Ordnung,  ihr  CoefScient  1,  sie 
ist  also  zn  berücksichtigen.  Sie  giebt: 

~ i 

Die  Gl.  d)  ist  von  der  Ordnnng  pj;  die  linke  Seite  erhält  den  Coef- 

ficienten  5,  bleibt  also  stets  mindestens  von  der  Ordnnng  ~j,  ist  also 
ansser  Betracht  zn  lassen. 

Wir  haben  also  o,  nnd  4,  gefunden,  während  ai  nnd  4,  unbe- 
stimmt, d.  b.  für  den  erreichten  Grad  der  Genauigkeit  gleichgültig 
bleiben.  Wir  können  sie  also  auch  ==  0 setzen  and  haben  daher: 
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( ß - ^'cos  (vjl) 

33'  < 

J * «*  i « 

Nun  könnte  jemand  in  der  vorangehenden  Dednction  die  nötige 
Schärfe  vermissen,  zumal  wir  erstere  an  eine  Gleichung  anknüpften, 
die  sich  später  als  unerheblich  erwies.  Darauf  wäre  zu  erwidern : 
Wir  haben  in  33)  einen  Ausdruck  für  ß gewonnen,  bei  dessen  Sub- 
stitution in  die  Gl.  26)  sich  alle  diejenigen  Glieder  iden- 
tisch zerstören,  deren  Grösse  gleich  oder  bedeutender  ist  als 

die  Grösse  eines  Gliedes  von  der  Ordnung  Solange  wir  uns 

also  mit  dieser  Genauigkeit  begnügeu  uud  das  müssen  wir,  weil 
in  der  Gl.  26)  selbst  Glieder  höherer  als  der  l§teu  Ordnung  fort- 
gelassen  sind  --  haben  wir  den  obigen  Ausdruck  für  ß,  der  auch 
zwei  willkürliche  Constanten  A und  y enthält,  als  das  vollständige 
Integral  der  Differentialgleichuug  26)  anznsehcn. 

Wir  bestimmen  nun  wieder  y so,  dass  ß für  5 ■=  0 seinen  Maxi- 
malwert erreicht.  Setzen  wir  die  Werte: 

rful  dv 1 1 

rffjf=0  ” ’ dfjf=0  ~ il 

in  Gl.  (28),  ein  und  dies  dann  =■  0,  so  erhalten  wir  die  Glei- 
chung : 

34)  * Cvi)  ” iyi 

also 

JL  =,  JL  _ i — \ 

VI  4V1  S (4V1)»X  ••• 

oder 

1 1_ 

y “ 4 1921  x 

Schon  die  Hinzufügung  des  Gliedes  — zu  i wäre  mindestens 
überflüssig,  da  es  für  grosse  Werte  von  5 das  einzige  Glied  von 
der  Ordnung  j wäre;  sie  wäre  aber  auch  geradezu  fehlerhaft,  da  in 

u Glieder  von  der  Ordnung  fortgelassen  sind,  welche  erst  bei 

der  nächsen  (3ten)  Annäherung  hinzugefügt  werden.  Aber  selbst, 
da  noch  nicht,  erst  bei  der  vierten  Annäherung  wäre  y von 
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^ verschieden  anzunehmen.  Dann  wäre  aber  der  Coefficient  von 
^ nicht  — sondern  ein  ganz  anderer.  Wir  setzen  also : 

35)  y-l 

Der  Maximalwert  von  ß,  er  sei  B,  ist  jetzt: 

36) 

odec  solange  wir  andere  Glieder  von  der  Ordnnng  ^ fortlasscn: 

37)  B — A 


Wir  wollen  jetzt  die  Werte  berechnen,  welche  5 annimmt,  wenn 


u-qFäVi 


wird.  Sei  gleichzeitig : 


38) 


u - | Vi 
4 — P 


hi 


4 — — « 


so  werden  p und  q auch  nahezu  „ VA  sein.  Setze  ich  nach  33) 
und  35): 


f VA -,-£  + * 


und  nehme  für  p die  Form  an: 


woraus: 


so  folgt: 


r-fVA +c 

P*=jVl 

n* — 4 
c 16“ 


Wir  dürfen  nämlich  keine  Glieder  von  der  Ordnung  y-j  nehmen,  da 

erst  die  dritte  Annäherung  ein  solches  Glied  in  für  | — ^VAJ 

hinzubringt.  — Setze  ich  5 — - q in  33),  so  erhalte  ich  die  Glei- 
chungen : 
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und 


_*VA  = -9-f*+i 

fw-t+fi-* 


q=  %Vk  + c' 


Also  haben  wir  : 


39) 


7»*-  4 
16 


P 


Vh  + 


71*  — 4 
“16~ 


Also  auch  jetzt  ist  noch 
aber  nicht  mehr 
sondern : 


P + 9 “ *V1 
P — <1 


40) 


0,7338 


womit  die  zweite  Bemerkung  am  Ende  des  § 5.  ihre  Erledigung  ge- 
funden hat  Die  in  25)  zusammengestellten  Zahlen  geben  für  p — q 
die  Werte: 

(ft-iMl-f *)  “ 0,75 ; ((is-ijJ-li.-f,)  = 0,75 
(#•,— Aa)— (A.— #*.)  - 0,76 


Die  verbältnissmässig  weniger  gute  Uobereinstimmung  als  früher  er- 
klärt sich  leicht  dadurch,  dass,  abgesehen  von  der  Voraussetzung 

sehr  grosser  Werte  von  n,  in  der  Gl.  40)  die  grosse  Zahl  ~ y i 

sich  fortgehoben  hat. 

dB 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Bestimmung  der  Werte  für  ^ am  An- 
fang und  Endo  der  Gruppe,  welche  bei  der  1 ten  Annäherung  sich 
als  gleich  ergeben.  Ersteros  mag  mit 


und  sein  Absolutwert  mit 


letzteres  mit 
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und  sein  Absolutwert  mit 


bezeichnet  werden.  Nach  28)  ist  für  u ■=■  ^ VI : 

/dß\  _ Ae’  rful  /dß\  _ Ae » dul 

\«e/«  — yi  V««/»  “ va 

Um  uns  über  die  beizubehaltenden  Glieder  vollkommen  klar  zu  wer- 
den, schreibe  ich  mit  Rücksicht  auf  33): 


41) 


, . I*  , , 

ü "4ä  + H-  jr 


— ö+ 


65* 

A* 


dann  sind  alle  diejenigen  Glieder  fortzulassen,  deren  Ordnung  mit 
denen  obereinstimmt,  welche  die  (unbekannten)  Factoren  a oder  b 
haben.  Aus  41)  folgt: 


worin 


c=.3a+4-32 


also  ebenfalls  unbekannt  ist.  Nach  39)  folgt  dann  weiter: 

f'lß\  A ( re  re* — 4 cre*\ 

— VA  v 8 VA  64A  + 4A/ 

Wir  müssen  also  die  Glieder  von  der  Ordnung  ^ fortlassen  und  haben 
den  Absolutwert,  wenn  wir  denjenigen  von  A auch  mit  A bezeichnen: 


Ganz  in  derselben  Art  folgt  für  S ■=  — q: 


Arcb.  4.  Math.  u.  Phjra.  2.  Beihe,  T.  VI. 
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so  dass  in  der  Tat  jetzt  der  absolute  Schlnsswert  kleiner  als  der 
absolute  Anfangswert  sich  herausstellt.  (Vgl.  § 4.  am  Schlüsse).  Die 
Formeln  42)  und  43)  führen  uns  aber  noch  zu  weiteren  wichtigen 
Resultaten.  Zunächst  ist  nämlich  mit  dem  bisherigen  Grade  der  An- 
näherang : 


(#)  = m u 

\di)a,  W«  V 


dß 

Ferner  ist  aber  der  Endwert  von  ^ bei  der  vorliegenden  Gruppe 

identisch  mit  dem  Anfangswert  bei  der  folgenden;  schreibe  ich  für 
diese  A,,  o„  w,,  bei  den  dann  folgenden  A,.  «s,  tos  etc.  statt  A,  a,  tu, 
so  entstehen  die  Gleichnngen: 


und  daher  durch  Multiplication: 


Die  zweiten  Glieder  in  den  Klammern  werden  immer  kleiner,  und 
ich  habe  daher,  indem  ich  znr  Grenze  übergehe: 


lim 


(Dl-®.  (> 


4VA,)'" 


Setze  ich  hierin  für  VA,  VA,  ...  die  Werte  aus  22)  nnd  23),  so 
wird: 


44) 


-ÖRv-OO.  M)  (-£)(*- 


Jetzt  bilden  aber  die  Grössen  , z,  ...  eine  arithmetische  Reihe 
1.  Ordn.  (s.  § 4.  Gl.  24)),  folglich  divergirt  die  Reihe: 
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Indem  wir  zur  Grenze  übergeben,  wird 
halten : 


er- 


47) 


lim  ylr  — A ^ lim  Pr 


Der  Wert  von  PT  lässt  sieb  nicht  anmittelbar  angeben,  da  es  in  der 
Form  <» . 0 erscheint.  Es  ist  aber,  wenn  ich  natürliche  Logarithmen 
mehme, 


/»*.«*  . n2\ 

log/V=log*r~  (4^+4^+  ••  +£,; 

-1  {©•+©■+. -+(£)■ 


— etc. 


\ 

J 


Setze  ich  nnn 


Zj  — -5  (o+’a) 


wobei  a eine  posit.  ganze  Zahl  und  a ein  positiver  echter  Brach 
ist,  so  ist  nach  24): 

z,  = jp(a +!•  + “)»  *s  = 2~  (a+^+")>  •••*'■  “ 2+I+r — '+“) 

folglich,  wenn  ich  zur  Abkürzung 

1 -I  1 I I 1 - - TT 

(0+0)0’'  (a  + 1 + 0)0  + + (a+r  — 1 + «)'  p 

setze: 

t/,  ll/s  1 17,  1 D4 

48)  log/»  — logür  2 2 2*  3 23  4 2* 

Jetzt  ist 

11  1 
Lp  < aO  + (0  + 1)0+  "•  + (a  + r — 1)0 

< 1 + ^ + 3r  + in  infin' 

also: 
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d.  i.  wioder  eine  endliche  Zahl  < « -g  ; sie  sei  F,  und  in  der  Grenze 
oF,  daher  wird: 

\ B.=  -'j(‘+ä+ä  + — + äR  + ä(1  + ,-t'-' 


+ Ä + I+  -+^—3) 


Endlich  ist: 


log*r  — 10g?2  +l0g  (1  1)+1Og(a  + r~D 

folglich  wird,  wenn  ich  auf  beiden  Seiten  von  48)  J log*  abziehe : 

1ob(^)“  2l0g^+  äl0g(1  + a + r-l)+  K1+l  + " +iii) 
+ \Fr-Dr-Er  -|(l  +J  + -10g(a+r-l)) 

Jetzt  ist: 

lim^l  + ^ ^ + . . . + l°g(<i+r— 1))  = Const  = 0,57... 

gehen  wir  also  zur  Grenze  über,  so  wird: 

hm  i<,g(Ä)  ”^°g!~+Ki+!+---+dy 

+ 0,677  ... 

d.  h.  gleich  einer  von  a und  a oder  von  z abhängigen  Constanten. 

p 

Dasselbe  ist  also  mit  der  Grenze  von  selbst  der  Fall , und  be- 
zeichne ich  deren  Wert,  nm  an  ihre  Abhängigkeit  von  z zu  erinnern, 
mit  C, , so  folgt  aus  47),  wenn  ich  diese  Gleichung  durch  Vz, 
dividire : 


- 8z-f  ** 

lm  V V*/  = A ~8z  ~ 


In  dieser  Gleichung  hängt  A sowol  wie  z von  derjenigen  Gruppe 
ab,  die  den  Ausgangspunkt  bildet.  Bezeichne  ich  die  rechte  Seite 
mit  K,  so  habe  ich: 

®)  “»(£)-* 


Digitized  by  Google 


Image 

not 

a vailable 


328 


Saal  s chütz:  lieber  die  Entwickelung  von  «—!:(!—*) 


Iim  GOa  “ H hm  A»  C1  + 8Va)  A=0o 
= 0 

erhalten  wird,  die  mit  45)  in  Einklang  stoht. 

Addire  ich  die  Gleichungen  42)  und  43),  so  entsteht  nach  Sub- 
stitution von  51): 

53)  (1).  + CS),,  - In  * genügend  gross. 

Diese  Gleichung  wird  für  uns  von  besonderer  Bedeutung  werden 
Bezeichne  ich  ihre  linke  Seite  mit  G , so  wird: 

2 H 

54)  G — ^j-  oder  OAt  — const 

Prüfen  wir  wieder  dio  Genauigkeit  dieser  Formel  für  die  bcrehncteu 
Zahlen!  Es  ist  Gruppe  (13,25): 

(S«  °’4962 

(§)„ 

daher: 

^“CIO.+GD“0’9069 

ebenso  für  Gr.  (26;  44):  G = 0,7711 
„ „ (45;  67)  „ „ 0,841 

Dadurch  ergiebt  sich  für  dieso  drei  Gruppen: 

55)  lögfoC®^)“  0,2761 ; 0,2727  ■’  0,1719 

Diese  Uoberoinstimmung  ist  merklich  geringer  als  die  frühere.  Dies 
ist  dadurch  zu  erklären , dass  in  53)  sich  das  Glied  niedrigster  Ord- 
nung fortgehoben  hat,  und  dass  somit  die  Glieder  höherer  Ord- 
nung, zunächst  von  der  Ordnung  au  Bedeutung  gewinnen.  Diese 

Glieder  lehrt  aber  erst  die  dritte  Annäherung  kennen.  — Selbst- 
verständlich werden  die  Gl.  53)  und  54)  desto  genauer  erfüllt,  je 
grösser  n oder  A sind. 
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Jeder  dieser  Ausdrücke  geht  jetzt  um  eine  halbe  Ordnung  weiter, 
n 1 1 

u—  für  5 (nahezu)  gleich  ^ VA — bis  jj,  v bis  ^etc.  Wiedernm 

ist  y — J zu  setzen,  weil  in  u Glieder  von  der  Ordnung  ^ fehlen, 

(vgl.  oben  vor  Gl.  35)).  Die  Grössen  p und  q sind  ähnlich  zu  be- 
stimmen wh  früher  und  erhalten  ebenfalls  ein  Glied  hinzu: 

* „ . «’ — 4 * 

P — 2 vx+  16  64VA 

n _ /t  n * — 4 it 

g = 2 VA  - lg 

woraus  für  « der  wenig  geänderte  Wert 

61)  * — P+«  — *VA— 

folgt,  während  p—  q ungeändert  bleibt. 


Ferner  wird  jetzt  für  u — i ^ VA: 

/d/J\  As®  du] 

\d5/«  VA  <S  J{=— « 

(dß\  du] 

U )*  “ VA  dfji-, 


du 


Hier  geht  ^ bis  ^ herab,  entwickeln  wir  e*  ebensoweit,  setzen  also 


so  wird: 


1 ' 4A  32  A* 


VAV  4A  32A  ■ 32  A *_/{=_, 

iA.l 

UA  VA  4A  32A'h  32  X'Jt^ 


X . 


d.  i.  nach  60)  bis  ^ in  der  Klammer  einschliesslich: 


-*0+ 


8vA 


n 

8VA 


3»>-4-% 

1281  J 
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hat,  können  wir  nun  die  bei  der  Untersuchung  der  Grössen  ß ge- 
wonnenen Resultate  fflr  die  Grössen  b selbst  nutzbar  machen.  Wir 
können  letztere  zunächst  in  folgender  Art  charakterisiren , wobei 
ich  daran  erinnere,  dass  (Gl.  8)): 

bn  ” ^ ßn  ISt. 

Die  Grössen  b zerfallen  (vgl.  Taf.  I)  in  Gruppen  von  abwechselnd 
positiven  und  negativen  Gliedern.  Die  Anzahl  der  Gruppenglieder  wächst 

Jl 

von  Gruppe  zu  Gruppe  in  arithmetischer  Reihe1)  mit  der  Differenz  -g- 

(Gl.  24) ).  In  jeder  einzelnen  Gruppe  nehmen  die  Glieder  von  nahe 
an  Kuli  bis  zu  einem  Maximalwerte  zu  und  von  da  an  wieder  ab. 
Die  Maximalwerte  verringern  sich  von  Gruppe  zu  Gruppe,  und  zwar 
schneller  als  umgekehrt  proportional  der  Anzahl  ihrer  Glieder ; denn 
n ist  nahezu  prop.  sr!,  also  Br ; « nahezu  prop.  *-•. 

Die  wichtigste  Frage  ist  nun  die  nach  der  Convergenz  der  Reihe 
in  I): 

65)  S ■*=  bQ -j- 4,  :r  -{-  4,  ** -|- 4S s® -j-  . . . 

Ich  nehme  zuerst  * ■=  I an  und  erhalte  dadurch: 

S,  = Ao  + ai+*»  + 43+  ••• 

Seien  jetzt  r und  » die  Anfangsgliedzahlen  zweier  aufeinander  folgen- 
den Gruppen,  so  ist  nach  13)  für  « = r— 1: 

*0  *1  “f-  ~t~  •••  4-*r-l+0r  — ßr-l  “ 0 

Nun  ist  aber  ßr — ßr-i  nach  unseror  Auffassung  soviel  als  ^ ftlr 

das  Endo  der  mit  4,_  1 schliessenden  oder  den  Anfang  der  mit  4r 
beginnenden  Gruppe;  die  letztere  fasse  ich  aber  in’s  Auge  and 
schreibe  daher  die  obere  Gleichung: 

io  + Ai  + il+  + 4r-l  + “*  0 

E benso  erhalte  ich  ftlr  den  Schluss  der  mit  b,  beginnenden  Gruppe : 

*0  + *!+*»  + •••  + *»~i+  = 0 


])  Hiebei,  wie  im  Folgenden,  wird  n genügend  gross  ror&usgocotst. 
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d.  i. 
70) 


lim(io+®i+6j+  +J")»=ao  — 0 

S,  -0 


Setzen  wir  aber  in  1) 
Gleichung: 

d.  i. 


— 1,  so  erhalten  wir 


«-00  - 0 


die  in  der  Tat  richtige 


Dass  die  Reihe  S auch  für  negative  Werte  von  x bis  x = — 1 ein- 
schl.,  nnd  zwar  noch  schneller  convergirt,  ist  fast  selbstverständlich; 
ich  begnüge  mich  daher,  nur  als  Resultat  anzugebeu,  dass  sie  im 
letzteren  Falle,  wie  die  Reibe: 


«*i  + («-frf)!l"r  (*+2d)*» 


convergirt. 


+ 


Bemerkung.  Betrachten  wir  die  Grössen  ß und  b als  Coor- 
dinaten  von  Cnrven,  deren  Abscisse  n ist,  so  liegen  (im  weiteren 
Verlaufe)  die  Maxima  und  Minima  bei  der  ersteren  auf  einer  Curve, 
die  sich  langsamer  öffnet  als  die  Parabel , bei  der  letzteren  anf 
einer  zweiästigen  Curve,  die  der  Abscissenaxe  die  convexen  Saiten 
zukehrt  und  sich  ihr  (von  oben  bzhw.  von  unten  her)  asymptotisch 
nähert,  aber  langsamer  als  eine  Hyperbel,  deren  Asymptoten  die  Coor- 
dinatenaxen  sind. 


§ 8. 

Anwendungen. 

I.  Setze  ich  in  1)  x «=  1 — y,  so  erhalte  ich : 

_ 1 

71)  « 9 = ^(S0+*i(l— »)  + *«(!— »)*+  •••) 

Diese  Reihe  ist  gültig  für  y von  2 herunter  bis  zur  0 einschliess- 
lich, doch  darf  eine  Umordnung  nach  Auflösung  der  Klammern  nicht 
itattfinden. 

II.  Bestimmung  des  Integrals: 

u 

1 

Durch  partielle  Integration  ergiebt  sich: 
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_1 

Snbstitniro  ich  also  für  « 1 — x die  Reihe  1),  multiplicire  sie  mit 

(1 — x)*-1  und  integrire  von  0 bis  1,  so  erhalte  ich: 


76)  kUt  - ] (VK  -^1+*» 


+ *«-!  ; 


(i+l)(i  + 2) 
1.2  ...(»  — 1) 


77) 


riL_\ 

(*+l)...(H-n-l)>M  * 

1 

T •=  j' (1  — *)*-!  + ...)dx 


Jetzt  nehme  ich  an,  dass  4»  das  Anfangsglied  einer  Gruppe 
and  zwar  will  ich  sagen,  einer  positiven  Groppe  sei;  die  An- 
fangsglieder der  folgenden  Gruppen  seiou  br,  4,,  bt , ...  oder  um  nur 
mit  positiven  Grössen  zn  tun  zu  haben:  — cr,  +4«,  — et,  ...  wobei 
also  ba  = — ca  gesetzt  ist.  Dann  ist : 

4»x--)-A»fix"l ...  -f- br—  i xr— 1 < x"(4H-|-4),.|i-}-  ...  -j-ftr—  0 

oder  wenn  ich  die  Summe  einer  mit  4«  beginnenden  Gruppe  ihrem 
wirklichen  Werte  nach  (d.  h.  mit  Rücksicht  auf  das  Vorzeichen) 
durch  Ga  bezeichne: 

4„*"  + ...  -f  Är-ix'-i  <t”.Gh 


Crxr- ...  -J-C,_1X* 


-1> 


X*  .Gr 


b,x‘- 1-  ...  +6(_1X<-1 


< 


xJ . Gt 


also: 


etc. 


78) 


4»xM-f-4K^.ix"+1+ . ..  in  infin. 


< 


Gh  X"  — Gr  X*  4-  Gl  X*  ... 


wobei  das  Gleichheits-Zeichen  nur  für  x — 1 gilt.  Nun  bilden  Cf«, 
Gr,  Gt,  ...  eine  abnehmende  Reihe  folglich  ist 


Gm x**  — Grx*  i ...  =■  G„a c"  — G,  x*  0 < fr,  < 1 
aber  es  ist  auch 

4«  + *»+»+  ...  in  infin. 
eine  positive  Grösse,  denn  nach  13): 
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Fehler  so  klein  wie  möglich  wird.  Dabei  nehme  ich  an,  es  sei  n 
(als  Anfangsindex  einer  Groppe),  also  die  Anzahl  der  zn  berechnen- 
den Glieder  schon  vorweg  bestimmt  worden.  Dann  ist  dem  Rest- 
oder Fehlergliede  — es  sei  1 * . ( — 1)* 


V* 


1.2...  (k  — 1)  n I 

(*+!)...  (*  + »r" 


n! G„  fest  gegeben,  das  Andere  hängt  aber  von  k ab.  Dieser  Teil 
nimmt  mit  wachsendem  k anfänglich  ab,  dann  wieder  zu;  er  wird 
also  sein  Minimum  erreichen,  wenn  so  nahe  wie  möglich  F*  = Fi+i 
ist.  Nun  ist 

1.2  ...  (i  — l)jfc.n! 

(£+2)  ...  (fc+n-(-l) 

also 

nn-i  = <<t+i) 

Fi  n-j-fc-f-i 

Dies  ist  = 1,  wenn 

k{k  -j- 1 ) “ n -{-  k -J- 1 
(fc+l)(fc  — l)  = n 

82)  k = Vn+1  ist. 


Ist  k grösser  als  Vn  +1,  so  ist  lij.  i grösser  als  Fi.  Wir  müssen 
also  fc  = Vn-j- 1 oder,  falls  dies  irrational  ist,  gleich  der  nächst 
grösseren  ganzen  Zahl  wählen.  Da  bei  solcher  Bestimmung  immer 
n grösser  als  k ist,  so  heben  sich  in  81)  in  den  Coefficienten  der 
b von  bk  an  Factoren  vom  Zähler  gegen  Nenner  fort  nnd  wir  kön- 
nen schreiben; 


83)  U = \ jl-1+1.2— 1.2.3±...-f(— l)‘-*.(l— 1)1 

+(—  1)*  (fc ~1)  1 (io+Äj  jqr1  + ...-H*-1-  (^l).‘.((2i:^l) 

+1'2"  * WlM2fcj +"•  + n(n+l)...(i4-n-l)}  ) + 

,,,  _ , 1 , (k  -1)U~!  /GH  Summe  der  Gruppe,  deren 

' ^(n+1) ...  (i  + n)  ’ H \ erster  Index  n ist 

* (>)  T/n+i 


Hierin  hebt  sich  noch  das  Glied  mit  b0  gegen  das  vorangehende  fort 


Digitized  by  Google 


Image 

not 

a vailable 


340 


Saalschutz:  lieber  die  Entwickelung  von  e— 1:(1— *) 


Jetzt  nehme  ich  der  Bequemlichkeit  wegen,  und  um  die  Vor- 
stellung zu  fixiren,  vorläufig  an,  dass  mit  4»  eine  negative  Gruppe 
beginne,  dass  also  b,  ...  4„_i  positive  Grössen  seien.  Bezeichne 
ich  wieder  negative  4’s  durch  — c,  so  werden  die  obigen  Glei- 
chungen : 

— j — • . bH—i  = (ßn — 1 — ßn)  -f~di  • • ■ <*) 

Cn-j-  ...  Cs-1  — (ßn-l  — ^»)-(-d,  ...  b) 

Cs  -f-  ...  Cp-i  =*  (ßp  — ßp—i)  — d,  ...  c) 

v djp  -f-  . . . 4t_i  = (ßp  — ßp—i)  — ds  ...  d) 

worin  (ßn-i  — ßn)  und  (ßp  — ßp-i)  positive  Grössen  sind.  Ich  will 
jetzt  den  Fehler  bestimmen,  der  beim  Abbruch  der  Rech- 
nung mit  ir-i  begangen  wird.  Derselbe  ist  (vgl.  73)  und  76)): 

T 

(~m\- 

l 

jT  = j' (\ — x)*_1(4rxr4-4r+ix,'+,-f-  ...)dx 

o 

Es  ist  abor: 


4r*r+  ...  + 4„_i  x"-1  < xr(4r-f- ...  + 4h_i) 

Cm  x"-f-  ...-}-  Cs— 1 1,-1  ^ x*_1  (ch  -f-  . . . -f-C*— l) 

also: 

4rXr-f-  ...  -}-4»—  IX*-1  — (ChX*-}-  . • • -f-C»— 1 X*-1) 

< xr(6r+  ...  4»_i) — x»-1^-}-  ...  e«-i) 

(Don  Grenzfall  x = 1 lasse  ich  ausser  Betracht,  weil  das  entspre- 
chende Glied  in  der  Summation  wegen  des  Factors  (1— x)*-*  ver- 
schwindet). Indem  ich  nun  die  Gl.  86)  benutzen  will,  lasse  ich  darin 
die  für  die  Beurteilung  des  Fehlers  unerheblichen  Grössen  <5  fort, 
und  erhalte,  nachdem  dies  geschehen: 

88)  br  xr-f-  ...  -fin-tx**-1—  (cHx"-j-  ...  -j-c.-ix*-1) 

< (ßM-i-ßn)(x'—  *■-») 

Ferner  ist: 


Cs  x*-)-  ...  4-Cp-ixr-1  > xP  (c,  -f-  ...Cp- 1) 
4rxr-f- ... -f^f-ix*-1  <xf(4()-f.  ...4(_i) 

folglich  nach  86)  c)  d): 

CiX*-|-  ...  -\-cp-ixt~1  > *r(ßr  — ßp-i ) > 4rxr-j-  ... 

daher  ist  die  Differenz 


-j-äi-i«'-1 
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Wir  hatten  nun  die  Reihe  1)  bis  blt  benutzt,  es  war  also  n=13 ; 
in  der  vorangehenden  Gruppe  ist  * — 8 , also  die  Rechnung  mit  b, 
abzubrechen,  in  der  folgenden  Gruppe  * = 19,  dann: 

ßt » — ßis  ” 0,496 

endlich,  wie  froher,  k — 4;  daher: 

W=  1.2.  3. 1.2.3. 4^  10 _n  _12—  19.20.  21 . 22)  * ' 0,496 
- #.0,0019 


und  daher: 

u = 0, 5938+». 0,0019  0<&<1 


Wir  haben  jetzt  also  bei  etwa  demselben  Maximalfehler  die  Be- 
rechnung von  5 Gliedern  erspart.  Halten  wir  aber  dies  Resultat 
mit  dem  früheren  84) 


ü 


0,5967  — 0,0023 

e 


0 < #,  < 1 


zusammen,  so  können  wir  die  Grenzen  enger  machen-,  e.U  kann 
nur  zwischen  0,6944  und  0,5957  liegen,  so  dass  wir 

U „ 0.59W  ±0,0007 
•ti;  ” e 

schreiben  können. 


Anmerkung.  Ist  das  allgemeinere  Integral 


dy 


y 


zn  bestimmen,  so  convergirt  die  Reihe  noch  schneller,  es  sind  dann 
aber  Integrale  von  der  Form: 


zu  ermitteln,  die  man  nacheinander,  wie  man  sie  braucht,  mittelst 
der  Formeln: 
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94) 


/ Pf^dy  1 11  r 

J 4,/ 


11  Pe-n'dy 


Pe-n'dy  1 4*— 1 Pr*' 

./  y«(»-i)  “4«  4 ~ J y4* 


Mnltiplicire  ich  diese  Gleichnngen  der  Reihe  nach  mit  1,  — J. 

o n (44. 5) 

...  (—i)*-i . und  addire,  so  erhalte  ich: 

rfy 


95) 


Uk 


y4* 


3.7 

4.4’ 


Zur  Berechnung  von  Uk  setze  ich: 


so  wird  es: 


(!-*)* 


4i — 1 


Uk 


1 p — -----  — — : _i 

« i— *(i— *)  4 ^ 


96) 


< 1 P 

j -6/«-> 


;)?-1(*o  + fti*+i«iE,+  ...)d* 

4£ — 1 


Mittelst  der  Formeln: 


97) 


1 

f (l-*)i>-idx  = ^; 

< V 

/x  , 1.2.3  ... n 

«-(i-^-i^  - p(p+1) ...  (p+D 
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daher  in  beiden  Fällen  nach  99)  und  wenn  ich  für  p den  Wert  ^ 
einsetze: 


100) 

oder: 


i--V 


4.8... 4n 


W=(—  l)».4«-‘+i. 


4 ' (4i+3)  ...  (4H-4« -1) 

3.7  ...  (4t- 5). 1.8.3  ...  * 


»Gn 


,.»Gn 


(4H-3)(4A-|-7)  ...  (4*  + 4n  — 1)  ’ 

0<*  < 1 


Die  erste  Form  von  W_  schliesst  sich  direct  der  Berechnung  der 
einzelnen  Glieder  an,  die  zweite  benutzen  wir,  um  den  zweckmäs- 
sigsten  Wert  von  Jfc  zu  finden.  Der  von  k abhängige  Teil  in  W ist 
(ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen): 


ebenso: 


folglich: 


3.7  ...  (4t  — 5) 

* 4‘(4i-  + 3)  ...  (41+  ln  — 1) 

3.7  ...  (4i — 5) (44-  — 1) 
'*+1  4*+l(4*  + 7)  ...  (4i+4»+3) 

V»+i  (4*  — l)(4i  + 3) 

Vt  ” 4(4i-f4n+3) 


Dies  müsste  (vgl.  II.)  — 1 sein,  und  wäre  es,  wenn 


(41-1)*  — 16  (n+l) 

oder 

101)  * “ 4 + 


sein  könnte.  Genau  kann  diese  Forderung  niemals  «füllt  werden, 
und  es  ist  daher  für  k die  nächst  grössere  ganze  Zahl  zu  nehmen. 

Für  die  Berechnung  ist  also  k nach  101)  zu  wählen,  nachdem 
» von  vornherein  angenommen  ist,  dann  folgt  U ans  98)  und  der 
Maximalfehler  aus  100). 


Beispiel,  n = 13,  k y,  H-"/l4  — 3;99  also  k = 4. 


Fehler 


W 3.7. 11  . 4.8  ...  52  fr . ( —0,907) 
4«“  4.4.4  19.23  ...  67  ' 4« 


& . 0,00018 

V a °’67(ff+iT  „ 0,06163  —fr. 0,00018  0 < fr  < 1 


oder: 
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und  dies  ist  durch  die  erste  der  Gl.  94)  auf  J e-n'dy  zurückgeführt. 

Ist  endlich  p < 1,  so  lässt  es  sich  auf  den  Fall  eines  Exponenten 
grösser  als  I zurückführen.  Zunächst  gilt  nämlich  die  Gleichung: 


* dx 


/qe  »sHd» 

^+i  r~ 


-h  f Uf‘ 

_ i 
(i 

= _L  + «+i  f t ** 

9«  9 J 


» I 

fe  6 * 


Ist  nun  in  dem  Integral 


p kleiner  als  1,  so  setze  ich: 


dann  wird: 


also,  wenn  ich 


a=^J 


P P 

1 — p 1—p 
. u du 
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Tafel  I. 

n btt  n *h 

0 +1  35  +0,064680 

1 —i  36  0,061724 

2 —0,5  37  0,057246 

3 -0,166667  38  0,051498 

4 +0,041667  39  0,044723 

5 0,158333  40  0,037170 

6 0,209722  41  0,029078 

7 0,216468  42  0,020679 

8 0,194469  43  0,012190 

9 0,155792  44  0,U03810 

10  0,109198  45  -0,004283 

11  0,061182  46  —0,011930 

12  0,016069  47  —0,018998 

13  -0,023338  48  —0,025376 

14  -0,055449  49  -0  030976 

15  —0,079583  50  - 0,035732 

16  - 0,095725  51  -0,039601 

17  -0,10-4338  52  —0,042560 

18  —0,106197  53  —0,044604 

19  —0,102271  54  —0,045745 

20  —0,093624  55  —0,016016 

21  —0,081342  56  - 0,045453 

22  —0,066480  57  -0,044114 

23  —0,050019  58  — 0,042059 

24  -0,032846  69  -0,039362 

25  —0,015733  60  —0,036098 

26  +0,000669  61  —0,032350 

27  0,015831  62  - 0,028200 

28  0,029344  63  -0,023735 

29  0,040914  64  —0,019038 

30  0,050349  65  -0,014193 

31  0,057551  66  —0,009281 

32  0,062504  67  - 0,004376 

33  0,065263  68  +0,000449 

34  0,065940 


Tafel  II. 

n ßn"-*nb„  ii  /?„=» bn 

0 0 35  +2,264308 

1 -1  36  2,222075 

2 -1  37  2,118118 

3 -0,5  38  1,956915 

4 +0,166667  39  1,744214 

5 0,791667  40  1,486790 

6 1,258334  41  1,192196 

7 1,515279  42  0,868524 

8 1,555756  43  0,524173 

9 1,401764  44  0,167632 

10  1,091980  45  —0,192719 

11  0,672998  46  —0,548787 

12  0,192834  47  —0,892925 

13  — 0,303399  48  —1,218065 

14  —0,776294  49  —1,517829 

15  —1,193740  50  -1,786617 

16  —1,531603  51  —2,019673 

17  -1,773741  52  —2,213128 

18  -1,911541  53  -2,364023 

19  —1,943144  54  —2,470314 

20  —1,872476  55  —2,530860 

21  —1,708184  56  —2,545390 

22  —1,462550  57  —2,514467 

23  —1,150436  58  —2,439430 

24  —0,788303  59  —2,322334 

25  -0,393324  60  —2,165876 

26  +0,017388  61  —1,973320 

27  0,427431  62  —1,748414 

28  0,821643  63  —1,495308 

29  1,186511  64  —1,218467 

30  1,510465  65  —0,922588 

31  1,784070  66  —0,612516 

32  2,000124  67  -0,293163 

33  2,153674  68  +0,030566 

34  2,241961 


Gruppensummen. 

K - 1 

( 1 ; 3 ) = bx  +5j  + 5j  “ — 1,66667 
( 4;  12)  = i4+  ...  +4,j  = +1,162900 
(13;  25)  = i|j+  + *js  = — 0,906945 
(26;  44)  “ + *44  ■"  +0,771063 

(45;  67)  = 6«+  ...  +iOT 0,684080 
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+ ct*  darstellen,  wo  Au+fc»  N und  a , b,  e Mittelwerte  der  Func- 
tionen Jgp  sind,  entsprechend  Mittelwerten  von  x, 

nnd  y anf  dem  Wege  des  Wachsens  nm  u und  t>,  so  dass  o,  b,  c 
bei  Verschwinden  von  u und  v in  endliche  (oder  Null-)Werto  oq, 
b„,  c0  stetig  übergehen. 

Durch  Bestimmung  von  v kann  man  N ■=■  u *w  machen , wo  w 
nach  freier  Verfügung  unabhängig  von  « oder  Function  davon  ist. 
Eliminirt  man  v und  dividirt  die  Ausdrücke  von  M und  N,  so  er- 


Ist  nun  w endlich,  tr0  sein  Grenzwert  bei  verschwindendem  u, 
und  w = w0-j-r,  so  wird 

„ , i 1 / M i co^,\ 

Um  K = i + - - T + -yr) 

woraus:  „ ... 

aXiki  — b)hlc  + c1)h,  (dfl  k*  — &n  AA  -f-  CpA1  , 8 

“0 *»(limfl-l)  5 l A'Oimfl-l) 

wo  r eine  beliebige  mit  u verschwindende  Grösse,  der  andere  Teil 
der  Klammer  nur  von  * und  y abhängig  ist.  Dieser  Wert  entspricht 
jedem  endlichen  und  unondlich  kleinen  K mit  dor  Ausnahme 
limA—  1.  Um  K unondlich  gross  zu  erhalten,  braucht  man  nur 
Wo  _ o,  also  v = ru*  zu  setzen.  Den  Fall  lim  A = 1 erhält  man 
nach  Gl.  (3),  wenn  man  w unendlich  gross,  dagegon  uw  nicht  un- 
endlich gross  nimmt. 

Um  mit  der  Berechnung,  welche  zum  Beweise  des  aufgestellten 
Satzes  gedient  bat,  die  geometrische  Darstellung  zu  verbinden,  sei  P 
ein  Punkt  der  Fläche  * — f(x,y),  ferner  fl  die  Berühruugsebene  der 
Fläche  in  diesem  Punkte,  und  F die  Ebene,  welche  parallel  der  xy  Ebene 
durch  P geht,  fl’  und  F schneiden  sich  in  der  Geraden  T.  Da 
T Tangente  der  Fläche  ist,  so  kann  man  auf  letzterer  eine  Curve 
S zieheu,  welche  T in  P berührt.  Auf  S liege  der  Nachbarpunkt 
U von  P,  dessen  Coordiuaten  *-)-«,  y + »,  /(*+«, y+f)  seien, 
wodurch  u,  v iu  gegenseitiger  Abhängigkeit  definirt  sind.  Mau  fälle 
das  Lot  QR  auf  F,  welches  fl’  iu  L trifft.  Dann  ist  die  Strecke 


RQ  — f(x  + u , y+v)  — f(x,  y)  — M 


HL  = 


8s 

8t* 


“ + 


3» 

bvv 


— N 


Beide  Strecken  sind  zufolge  der  2 genannten  Berührungen  un- 
endlich klein  mindestens  2 Ordnung.  Den  Wert  ihres  Quotienten 
ergibt  die  obige  Rechuung. 
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reichender  Genauigkeit  darzustellen,  aber  die  Ausdrücke,  welche  zur 
Angabe  der  Coordinateu  dienen,  enthalten  die  Zeit  explicit  und 
versagen  somit  ihren  Dienst,  wenn  t eine  gewisse  Grenze  über- 
schreitet, auch  ist  klar,  dass  Entwickelungen  dieser  Art,  welche  für 
grössere  Werte  von  t divergiren,  der  Natur  der  Sache  — unter  Vor 
aussetzung  der  Stabilität  des  Planetensystems  — nicht  entsprechen 
können.  Diese  Uebelständc  werden  nun  durch  Herrn  Gyld6n’s 
Theorie  vollständig  vermiedeu.  Die  Reihen,  welche  in  der  absoluten 
Bahn  die  Coordinateu  des  gestörten  Planeten  angebeu,  enthalten  die 
Zeit  nur  innerhalb  des  Winkelarguments  uud  können  somit  für  keinen 
Wert  von  t aufhören  convergirt  zu  sciu. 

Es  mögen  hier  noch  einige  Worte  über  den  Unterschied  zwischen 
absoluter  und  intermediärer  Bahn  statthaben. 


Die  bei  der  intermediären  Bahn  auftretenden  Differentialglei- 
chungen enthalten  Glieder  von  der  Form 

-j-j  = -£e„  cos(ffnw  + ß) 


wo  a und  a kleine  Grössen  von  der  Ordnung  der  störenden  Masse  siud. 
Das  Integral  erhält  die  Form 

5 = — ■£  -'i  COS  (oh«  -f-  B) 

Oh 

und  hier  siud  die  einzelnen  Glieder  durch  eine  Grösse  von  der  Ord- 
nung der  störenden  Masse  dividirt,  und  erscheinen  also  als  sehr 
gross  — als  hyperelemcut&r.  Zwar  heben  sich  die  grossen  Werte 


P Harzer,  Quelques  remarques  sur  un  cas  special  du  probleme  des  trois 
corps.  — Astronomiska  iaktnigclscr  och  undersökningar  austülda 
pä  Stockholms  Observatorinm. 

„ Untersuchungen  Über  einen  speciellcn  Fall  des  Problems  der 
drei  Körper.  Mdmoircs  de  l’ucadlmie  imperiale  des  scicnces  de 
St.-Pctcrsbourg.  T.  XXXIV.  Nr.  12. 

A.  Shdanow,  Uocherchcs  sur  1c  inuuvement  de  la  lune  autour  de  ln  terre 
d'apics  la  theorie  de  M.  Gylddn.  Astronomiska  iakttagclser 
etc.  1 885. 

Mn.  Brcndol , Uebcr  einige  in  neuerer  Zeit  ungewandte  Formen  für  die 
Differentialgleichungen  im  Problem  der  3 Körper.  Astr.  Nachr. 
Bd.  116. 

K.  Bohlin,  Om  cn  grupp  af  differentialequationer  hvilkas  solution  medför 
s.  k.  sma  divisorcr.  Öfversigt  af  Kongl.  Vetenskaps-Akademiens 
Förhandlingar.  1887.  Nr.  5.  Stockholm. 
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wo  l*  die  Gauss’sche  Constante  bezeichnet,  so  ist  die  Bewegung  des 
gestörten  Körpers  innerhalb  seiner  Bahnebene  gegeben  durch  die 
bekannten  Gleichungen 


<Px.  fijX 
d? 

<Py  , m 

dp  r» 


da 

dx 

da 

dy 


( 1 ix'-l-vt/' ) 

wo  Sl  = f i \ -7  — — r,  / ist,  nnd  die  mit 

einem  Strich  versehenen  Bnchstaben  für  den  störenden  Körper  gelten. 


Führt  man  statt  der  Zeit  eine  neue  Variable,  die  „reducirte 
Zeit“,  t,  ein,  durch  die  Gleichung 


dt 


1 + S 


(i+<W 


(3) 


wo  S eine  Grösse  von  derselben  Ordnung  wie  ty  ist,  und  ersetzt  in 
den  obigen  Bewegungs-Gleichungen  i,  ji,  r,  i durch  x0,  yQ,  r0,  x,  so 
findet  man 


(4) 

<PxB  1 dSdx„(  dhy  (1+S)1  1 dS  d*\  <r« 

dt*  1+S  dt  dt  \ rfr1_t~f*1  r0a  + 1+S  dt  dt  J l+ij> 

(i+s)1  da 

~ (i  +y)s  dx 

djto  1 Ä4,|_ö,  (1+S)1  1 dSdy)  y0 

ilz 1 1+S  dt  dt  ( dx1  ' r03  '1+S  dt  rfxji+tp 

_ (1+S)1  dji 
~ (1++)8  dy 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  rcsp.  mit  Vo  und  x0  und  sub- 
trahirt  die  erste  von  der  zweiten,  so  wird 

<Py„  dV„  1 dS/  dyt  dx«\ 

Z»  dt 1 ~So  dt 1 1+S  dx  r°rfT  y°  dz  ) 

(i  +s)2  / da  da\ 

“ (l+V+r0  dy  - y“  dx  ) 

(i  +S)1/  da  da\ 

= tt+iÖiVc'5F_yW 
(i  +s)»  da 

“ (1+y)1  dv 
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«h 


r»  da 

c dv 


+ (2S+S>)  ~ ^ + ft  { 1 + J'd+S)  j Tfc  dv0  { 
^+i+s  + (2S+S,)  (>  + f$s)  + ft  i+s  f1  + ft] 


Zur  Bestimmung  der  intermediären  Länge  verwendet  man  nun  nur 
das  erste  Glied,  %,  und  bat  also : 


dh 


Qo 


(V 


wonach  man  zur  Bestimmung  der  Störnngen  zurückbohält 


dS 
dv n 


^1  + ^J-}-(2S+S,)(Q04-Qi)  + Qj  — 0 (®) 


Odor,  mit  Vernachlässigung  der  Producto  S’Q,,  und  SQ, 

S[i+S;]+2sa-— “■ 


d'l 


Ersetzt  man  Q3  durch  „ so  wird 

av0 


dS 
dv o I 


, [l  + 2„]  +2S[l  + ft]  ft*  “ " I1  + ft] 

und  das  Integral  dieser  Gleichung  ist 

(‘+SÖ1 


(9) 


Zur  Bestimmung  des  intermediären  radius  vector  multiplicirt  man 
die  Gin.  (4)  resp.  mit  x0  und  y0  und  addirt  sie,  so  wird 


d*x o d‘y0 

+ * dx'~ 


1 dS  j dx Q 
1+S  dr  t 0 di 


, r0*  f dty  (1  + S)*  , 1 <iSd*) 

‘•‘l-H'l  dT*'1"'*1  r0*  1+S  dx  dt  ) 

(1+S)»/  8ß  8ß\ 

*=’  (I  +^)*  \ y / 


_ (1+S)*  BSl 
~~  (1  -ftp)*  r Br 


Nun  ist  aber 
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. _j_ /_ 

1+tp  ( r0  rfr0» 

_ d+'S)1  L* 

l-f-lp  C Sr 


7 (l+S)V-2 


1 dS  d»> 

r0(l+S)  dv o d»0/ 


K10) 


Diese  Gleichung  multiplicirt  man  mit  einem  Factor,  a , — wel- 
chen man  mit  der  mittleren  Entfernung  des  gestörten  Körpers  iden- 
titiciren  kann  — , und  teilt  sie  dann , ganz  analog  dem  früheren 
Verfahren,  wieder  in  zwei  Gruppen,  durch  die  Definitions-Gleichung 


«r*  aa 

c dr 


Po +P, 


(B) 


wonach  man  wieder  nur  das  erste  Glied,  P0,  znr  Bestimmung  des 
intermediären  radius  vector  verwendet,  das  zweite  Glied,  Pt , zur 
Bestimmung  seiner  Störungen.  Lässt  man  ferner  aus  der  Gleichung 
für  den  radius  vector  diejenigen  Glieder  fort,  welche  von  der  zweiten 
Ordnung  in  Bezug  auf  Q,  S und  tp  sind,  so  erhält  man 


dv  o 


r + r~0\1+2^o+ W ) ~ ~ = 


(11) 


Nun  ersetzt  man  den  radius  vector,  r0,  durch  eine  neue  Variabio, 
p0,  indem  man  setzt 

0(4 


so  wird 


l + fo 

c 

**  ~ l*i<* 


(12) 


dv. 


dv0  ‘ \dv( 


)V-g-GÖ-^  <-3> 

Es  sei  noch  bemerkt,  dass  Gl.  (12)  mit  der  Gleichung  der 
Ellipse  identisch  wird,  wenn  p0  — « cos»  wird. 

Zur  Bestimmung  der  Störungen  des  radius  vector  behält  man 
dann  aus  Gl.  (10)  die  Gleichung  zurück 


1 dv i 


a+-r  d+«s»-rp 


1— |— tf»  dS 


© 


dv, , 


dv 0 


-®(+*w*8+fi*)+*0 


G) 


dv „ 


dtp 
dv o 


a dS  dtp 
1 -(-S  dv g dv o 


- -(l+S)»r0P1-(2S+S*-t(*)r0Po 
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Si  = 2 ££&[H,r,t*)  Qr  Q'8  COS nH 

ar*  dSl  2 _ 

— g—  — />„  + />,  — - •£  -2.-S  I\n,rX)  prp  • COSn// 
r’0Ä  rt  I °1  OV'VJV)  r v3c0SnH 

c ^ +T+s  “2r  Z2(J("'r<'lp  f — ST 


(C) 

(D) 

(E) 


Hier  bedeuten  &<„ J\u,<x) , Q(».r,$-)  numerische  Constanteu, 
welche  aus  dem  Verhältnis  der  mittleren  Geschwindigkeiteu  des 
störenden  und  des  gestörten  Körpers  abgeleitet  werden  und  später- 
hin angegeben  werden. 

p„  ist  die  durch  Gl.  (12)  gegebene  Function,  p0'  dieselbe  Func- 
tion für  den  störenden  Körper,  von  welcher  wir  hier  jedoch  nur  das 
erste  Glied  mitzunchmon  brauchen  und  setzen  können 


pu‘  — *'  cos  [ (1  — g ')» o'—  r*]  (15) 

wo  x'  dio  Excentricität  der  Jupiters-Bahn  bedeutet,  s'v0'  die  Be- 
wegung ihrer  Apsidenlinie  und  V die  Länge  seines  Perihels. 

Für  den  Winkel  H hat  man  unter  Vernachlässigung  der  Qua- 
drate der  Neigung 

H—  »— »'  — «’o+z— «v  ~i 


wo  x‘  die  den  % analoge  Function  für  Jupiter  ist.  Bei  der  nach- 
folgenden Bestimmung  von  p0  köuncn  in  erster  Annäherung  % und  x 
fortgelassen  werden , während  bei  der  späteren  Bestimmung  von 

j die  Function  % wieder  in  obigen  Ausdruck  eingeführt  wird.  Wir 
haben  also  zunächst 

H-=  v 0 — 


In  diesem  Ausdrucke  muss  nun  v0‘  dnreh  v0  ersetzt  werden. 


Bezeichnet  man  die  mittlore  Bewegung  des  gestörten  Körpers 
mit  n,  diejenige  des  störenden  mit  n'  und  setzt 

n‘ 

nennt  man  ferner  dio  mittleren  Längon  beider  Himmelskörper  zu 
einer  bestimmten  Epoche  A und  A',  so  wird 

v0'—A‘  — fi(r0—  A)  + G 

wo  G eine  kleine  Grösse  ist,  welcho  von  den  Bahn-Exontricitäten 
abhängt.  Dieselbe  wird  folgender  Weise  bestimmt. 
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Indem  man  den  Taylor’schcn  Lehrsatz  an  wendet,  findet  man 
cos nH=  cos[ne0(l — ft) — n (A'  — ftsi)] 


+ 2n  (ft  f p0‘iiv0— ft  J' Porf«,o^sin[nt>0(l— (*) -n{A'—A)] 
-fn*  J*  p0‘r Ivn—ft  J*  e0*o)  C08  [«o0(l-  ft)—n(sf—Jl)'] 


+ 


(16) 


und  fornor 

dcosnfl  _ _ ,|8 \n[nv0(\—ft)—n(A‘—fkA)'] 


4-2«^/ 

2”*  ("  / 
+ 


Pa'dv‘—ft  j* p0 dt>oj  cos[nt>0(l— (*)—«( A‘— ft Aj\ 
9odv0'—ft  J' p0 rfe0^  Sin [n»0(l -)!)—»( 


(17) 


Durch  die  Gin.  (C),  (D),  (E),  (16)  (17)  sind  die  Componenten  der 
Störungsfunction  bestimmt. 


Die  Gin.  (C),  (D),  (E)  enthalten  nun  zwar  unendlich  viele  Glie- 
der, aber  nur  eine  beschränkte  Anzahl  derselben  — welche  Herr 
Gylden  elementare  oder  charakteristische  Glieder  nennt  — werden 
durch  die  Integrale  so  gross,  dass  sie  bei  Aufstellung  der  inter- 
mediären Bahn  berücksichtigt  werden  müssen,  und  nur  diese  Glieder 
werden  zur  Bildnng  von  I’0,  resp.  Qo,  verwandt 


Beobachtet  man  also,  aus  der  dreifachen  Summe  nur  die  Glieder 
mitzunchmen,  welche  durch  die  Integration  gross  werden,  so  folgen 
aus  den  Gin.  (7)  und  (13),  indom  man  zugleich  das  Quadrat  von 

vernachlässigt,  die  Gleichungen: 

av o 


dv„ * 


= 2 £'  £ £ Q(n,o, f '}  Po0  Co’  * 


,9  cos  nH 
dv0 


(18) 


— 2^7  - £ZP(„,0,r) P0a?o'r'cos nH  (19) 


m. 

Es  ist  nun  zunächst  zu  untersuchen,  welche  Glieder  in  Gl.  (19) 
durch  die  Integration  gross  werden. 
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cosacosj»  = Jcos(«+W  + icos(o  — ß) 
so  sicht  man,  dass  die  Glieder  die  Form  annebmen 

$ ai  COS  [i>0[(l  — s)±n(l—  (*)]  + <?,  + £]  (I) 

\n'k cos [p0  [,(1  — s') ft  ± n (1  — ft)  ] + 6’i  ± .DJ  (II) 

Nun  sind  g and  g‘  — die  Apsidenbewegnngen  — sehr  kleine 
Grössen;  ferner  ist  in  unserem  Falle  — bei  (17)  Thetis)  — ft 
nahezu  gleich  nämlich  ft  ==  0.3277046.  Mithin  sieht  man,  dass 
der  Factor  von  »0  von  der  Form  (1  + tf)  wird 

im  Falle  (I)  wenn  n =■  0 oder  n =■  3 ist 

>,  (U)  >.  « — 1 ,,  » — 2 „ 

Auf  diese  Weise  ergeben  sich  aus  der  Summenformel  der  Gl. 
(19)  folgende  Glieder 

— •poio?o~M»<>Bin [lt>o  3/J]12ft  j' g0dv0  P00(l 
-2Pmcoa[v0(l~p)-B2t0'~2Pwlco&[ra2(l-p)-2JJ-](fa’ 

— 2Aoo2^in[»0(l — ft)  li\ fit  ^vo 

— 2Pm\p  J p0'rfe„8in[2»0(l— ft)— 2ä]— 2Pst0cos[leo— 3ß]po 

wo  ß = A‘ — ft A und  A — 3(1 — ft)  ist 


Auf  gleiche  Wciso  erhält  man  aus  der  Summenformel  der  Gl. 
(18)  die  grossen  Glieder,  und,  indem  mau  dieselben  einmal  integrirt, 

rf* 

erhält  man  als  die  Glieder,  welche  für  2 — in  der  rechten  Seite 
’ <ft>0 

der  Gl.  (19)  eingesetzt  werden  müssen,  die  folgenden 


+12QJOO  J'  cos[Aü0— 3ü]rft>0  J'  6ftp0rfe0 

-12QS10  J'  e0sin[Ay0— 3/t]rfe0-)-4(4oi  sin[t>0(l— ft)— S]po'rfe0 

+80,0,  / sin[»02(l— ft)— 27i]p0'd!)0— 4QI00  J' :os[e0(l— ft)— ity/t-, 
X J 2(tp0'<lt’o  - 4ftQm  cos[»o2(l— ft) — 2Ii]dvü  J' Spg0'dp0 

und  für  das  linkerseits  siebende  Glied 


— 12(2,00  ^'sin[At>0  — 3B]  dv0 
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f cob[1»0 — 35]<Jt>0  Jg0dv0  =.  — cos[l»0— 3Ä]  ~do0 

+ l-\-P01Q  f C09f^t’o — 3JS]do0  J'  JV,dr0 

1 l P 

— — cosfXoo— 3.B]g0-j-  1^.j»  J ft)8in[lt>0— 3B]<fo 

+ cos[i,0-3ß]d,0  / W id v„ 


Endlich 


^y%0sin[iü0  -3 B]dv0=  — i^pn9J* sin[lt>0— 3B]  dv0 

+ ^f  sin[it>0 — 35]  lK,<lr0 

“ — i"!  V (tt  8in[At’0— 3g]— Ae0cos[Uv— 3/>] 

A_r  M)io  \avo 

— X*  e„sin[kv0— 3jB]dt>o-f-  J'  TV,  si  n [ lt>0 — 3B] rfr0j 


Mithin 


(1*— P0I0— 1)  J'  e,isin[ir„— 3P>itf0  '==  sin[lt>0— 3.B] 

— ipucO8[iw0— 3ß]—  / H^sinfino— 3ß]d®0 

Setzt  man  diese  Werte  in  61.  (19,)  ein,  so  erhält  man 

% + T*  1 TXpm  + 70%*-  ~ 12  «mol  sin[l»# — 3.Ö] 

dt>o*  ' dp0  1 l+^oio  %(l+^oio  % i 1 
+ Po  jl+^oio "t"  j^2P810-|-  j ^ ‘^oooH-  ^sio 

+ rrfco  0 - 0]  CO8CA-0-3Ä]}  - W,  (20) 

wo  % = 1*  — P010— 1 ist. 

ln  diesem  Ansdrack  muss  man  nnn  den  ersten  Differential  - 
quoticnten  verschwinden  machen;  za  diesem  Zwecke  fahrt  man  eine 
neue  Variable,  E,  ein  durch  die  Gleichung 


Po  = A>(t>0) 

dE 

wo  tp(v0)  so  zu  bestimmen  ist,  dass  der  Coefficient  von  — zu  null 
wird.  Es  ist 
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H’,  =■  -T^-SAo^OsCt-od-^t)-  ü]t>0'— 2/*m,C08[»„2(1— #«)— ! 2B]e„' 

— 4P100sin[»0(l-  f*)  — -«]#* /«*. 

— />joo8tt8in[r0(l-ti)-  2/i] ß <>0'«fc>o+4QJ01  Jlin[r„(l-ti)  - B]ft>'*0 
+ 8Qsoi  / sin[t>*2(l-f*)— 2B]q0'iIv0 
—V’^QiwJ' C08[t>0(l— |*)— B\ivn  j fo’dvo 

— 32/*Qmo  J* C08[t’02(l — ft)  -2ß]rf*’0  J Qo‘‘>vo 


W,  = E -j-  Bin2[Ar0  -3/i] 

12f»/Vio 


7 2,U 


12 
’ Vo' 


V. 

Behufs  Integration  obiger  Gleichung  setze  man 
le0-3ü  ~ 2^.x  — 180° 

wo  K ein  vollständiges  elliptisches  Iutegral  erster  Gattung  ist,  dessen 
Modul  vorläufig  noch  unbestimmt  bleibt,  so  wird 


gesetzt  worden  ist. 

Betrachtet  man  nun  die  Relation 


(£)"“*22 V= 

und  bestimmt  g aus  der  Gleichung 


JL-*f  1 — g2)  „ fc«(l— a*) 

— cos  2 am*  - — r»-  / to> 

lbg  log 

(l-Tg*  0034  2ä-*  + Ä?C09G  2 Ä 1 + • ■ ■ } 
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war,  wird  also 


. * — I (1— M K—  3^  + 2 


z - ’(v  - i>  (o  - B + f ) 

Ferner  ersetze  man  C,  und  Ct  durch  zwei  andere  Constanten,  k 
und  r,  gemäss  den  Gleichungen 


“ 5 7" 


Q Q 4 


— 2^  <0  <r—  i(v—  4)^—  — ii(A‘— nA) 

f 

— 2^  “ — »r+«(v-  j) 


Mithin  wird  nach  Gl.  (23) 


8(i)E  r~  2Ä  7/(*+«o>)« 


-*(v— i)((l— f«)r0—  ) 

j'o>)e  ' A' 


+ \ 4-  2*°V -.*>)* 


+.T-.(v  ) -»iß 

+ »(v  — i)((l— f*)e0-  ö+  £ ) 

— i<o)e  ' 3 ! 

-,T+(v-i)(ß-|)+.jß 


Nun  ist  die  ExpouentialgrOssc  in  der  oberen  Reihe  dieser  Gleichung 
cos[(v— i)(  (1— l’+äit)]+>siu[(v— J)(  (1 —p)v0—r +fß)] 
diejenige  in  der  unteren  Reihe 

cos[(v  $)( (1-  (*)»„— r+ji<)]— <sin[(v— J)((l— fi>0— /’+fß)] 


Mithin  wird 


* « 2K  “ 


(24)  8(x)E 


l//(2"f»(D)  «=  H(x— 101)1  cos [(v  - iX(l— f*)e0— J’+|ö)] 


\II(x\iw)—II(x—i<a)\  siu[(v— $)((!—  g)i’0-r+f  ß)] 
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Setzt  man  nun 

— l + 29cos2^a:  ...  = 1—  2<2C08[3{1  — fi)r0  — 3tf]  ... 
ein,  setzt  ferner 

ft  — v(l  — ft)  — s 
und  resnbstituirt  p0  für  E,  so  erhalt  man 

^-cos[3(l— ft)»0-3Ä] 

(Jq=KC  X 

J * CO 

)cos[(l— f)»o— r][l— <je 

7t 

— C0S[3(1 — ft)e0 — 3.B— (1  — s)e0 — r][q — « A ] 

— 5COS[3(l— ft)r0— 3JS+[1— ?)t>0— r)] 

I 

— qe  cos[6(l— ft)t>„— 6.Ö— [(1— $)»0— -.r]]l 


oder,  da 
A 


cos[3(l  - ft)o0— 3iJ]  A> 


Po 


1+  2ic°s  [3(1 — ft)t>0— 3ü]  + ...  ist, 

I f ~ ' m A‘  ~ 7f“l 

= *|cOS[(l-s)t>0—  rjj^l  — qe  +4X*  J 

— 3ß— [(1— Slfo— ){^9— « K - 4i] 


— cos  [Xt?< 


— cos[lt>0 — 3B+[(t — s)®0 — -Hl  [a- jjj 
— coBj21«0 -6ß—  [(1— s)»o  ‘ fl  ] f K — 4i«  K ] ^ 


Wie  man  aus  dem  erstou  Gliede,  cos  [ (1  — s )t>„  - T],  ersieht,  ist  die 
Grösse  tr0  die  mittlero  Bewegung  der  Apsidenlinie. 


VI. 

Der  Ausdruck  in  Gl.  (25)  ist  nun  noch  unvollständig,  weil  bei 
Herleitung  desselben  die  rechte  Seite  der  Gl.  (22)  vernachlässigt 
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-ß>  f "V  f;  i *(  “i*+0 1 ) . ~ «'(“l*  +0i ) 


+ 


/|j[e,(«!a!+02)+<-.(«fa=+WjJ 


Diesen  Wert  hat  man  in  Gl.  (‘26)  einznsetzen,  indem  man  zugleich 
n 

tlva  durch  d?  setzt.  Ferner  erhält  man  leicht 
Kh 


S'(ico)  , n 

mx-ito)  ö(t(a)  Vq  2A  “ j *2A*  K 1 

e(*r e “ * ® 


“ ( 'oc1  — i-“-  »ÖT-* 


2A  >x 


'2A 


, •'**  — * « 

1 + (?\«  +e 


H-l 


(j'(ito)  4 ji 

H(x+ita)  ~ g(7o))  * V«  „ 2A  ' 

" »w  '* 


2A'_e  A 


Das  Glietl  ip  werden  wir  später  berücksichtigen. 
Durch  Einsetzung  obiger  Werte  erhält  man 

//(g-fto)  — ©(i'iu) 


«(*) 


/0’(t<0) 


_ II 

- i KXe  L A°  U 


n 

K 

Pi 


n 

e~  Mt) 

Mi 

2tt 


•™  **'(#*!  — »**>,  _•  A “ 

"+"  Ms 


L“  j£°i+*Ä  e -utaj-iß,  Ä-  i'“— “((*1— t*i— “,)+*ft 
/<1  Mi+°i  Mi— “i  ~ Mt — °i 

e A “-«(Mi-M.+«,)-^i  e—  w-(f»,— Mt+«i)+>0i 

Mt+°i  Mi+ni 


e — «*(mi— Ms- «i)+»'0i 


+ ' 


Mi— «i 

^ Ui ixßj — tjßj 


2n 

■ u) — tx 


Ms+«i 


+ h2  f • 


I] 
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von 


cos[(l— MS>o_ s'-d—  f'] 


zu  addiren 


— x “ 

htqe  J'i'l 


s— HS'  2(t-ps‘) 


cos[(i+l  — MS'H- (3+S')ß— T']  — | 


. ' Jf  * 

Art  , . 

2(s-(xs')"r  2(s  — MS') 


cos|(A— 1+ms’)<’o— (3— S')-ß+^”]  ^ 


ä' 

2(j—  MS*)  * S f*s' 


Ai9b  K " 

co8[(l+A+i+MS')«’o_(6— S')^+^'l  — 2(j-ms') 

Eb  ist  nun  noch  der  gemeinschaftliche  Factor 

2 5 8(0)*e(»m) 

V » 2XKK'  £?(<»)»,(»»)«,(«#)  1 

zu  bestimmen.  Mit  Hülfe  der  Relationen 

lHuo)  - [(1__g)(i-_(i»)  »=1  V 2*  * 

8,(11»)  — 8 («»  + 2) 

//,(•«)  = H ^»w  + 

findet  man  ') 


1)  Sholomuw,  Recherche»  etc.  pag.  19. 
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Das  erste  Glied,  welches  nicht  mit  einem  Cosinus  nmltiplicirt  ist, 
berücksichtigt  man  nun  sehr  einfach  dadurch,  dass  man  cs  auf  die 


linke  Seite  der  Gl.  (21)  uud  zu  ß„  schlägt,  so  dass  man  also  nnr 
statt 


zu  setzen  hat 


ßo  — -^010 


Das  mit  dem  Cosinus  multiplicirte  Glied  giebt  als  Corrcction 
von  K ein  säculärcs  Glied-,  dasselbe  kanu  inan  jedoch,  wie  Herr 
Gyldeu  gezeigt  hat,  dadurch  verschwinden  lassen,  dass  man  u>  um 
eine  kleine  Grösse,  /lat,  variirt.  Da  jedoch  in  unserem  Falle  zfu 
so  klein  wird,  dass  wir  es  vernachlässigen  können,  soll  auf  seine 
Bestimmung  hier  nicht  näher  eingegangen  werden ') 


VII 

Wir  kommen  nun  zur  numerischen  Berechnung  der  Apsiden- 
Bewegung  t und  der  Function  p0. 

Zunächst  tindet  man  durch  Entwicklung  der  Störungsfunction 
(pag.  9.  Gl  D und  E)  die  in  Gl.  (20)  auftretenden  Constanten 
nnd  CW 


p 

1 000 

— 5.8340370  *) 

Qioo  “ 

5.0286201 

^Sll 

— 6 7858956, 

f 010 

6.3963098« 

QlO. 

5.6616538 

^»10 

6.2574556h 

^*100 

5.5465697 

Qjoo 

5.6303454 

Qjos 

5 9084426 

•^101 

6.2094726 

I ^SUl 

6.1404250 

6.4537522 

f VjO 

5.9799200 

Q»X> 

5.2306291 

l'rn 

6.5243287 

U310 

5.9506802, 

/J900 

5.7423376 

( ^110 

5.7525447, 

Pm 

6.3901285* 

1 Qm 

6.4044070. 

Demnach  erhält  man  für  dass  Verhältniss  der  mittleren  Bewegungen 
u = " — 9.5156893 

n 

A -=  3(1  — #*)  = 0.3045806 


1)  Vergl.  Gylden,  Die  intermediäre  Bahn  des  Mondes,  pag.  158. 
Sholanow,  Rccherchcs  etc.  pag  30. 

2)  Sämtliche  Zahlen  sind  Logarithmen. 


Digitized  by  Google 


Image 

not 

a vailable 


382 


]Ve ll mann : D<<  intermediäre  Hahn 


21/9(1+2)  * + 9aa:*  =®(1  flf)* 


woraus  man  die  Reibe  erhält 


0(1-9)*  2Jt(  o*(l  — 9*)  /2gV  \ 

24/9(1+9)  *1  4(1+2)»  \»/ 


24/9(1+2)  * (‘  4(1+2)*  V 

uud  als  Näherungswert  von  x findet 

x,  =>  0.7597264  (n.  imng ) 


Setzt  man 


in  Gl,  (30)  ein,  also 


9(1  +<2)* 

(*  ” (1  — 93)*— 23x,* 


ö = 2^*-2V2(l  + 9)  }(i_2)V_9x»+7,1 

so  findet  man 

— 6.1179156 

und  die  zweite  Näherung  von  x 

x,  = 0.7597617  (n.  mag.) 

und  damit 

TT 

2/C  ^ 

e « 0.7460129  (iraag  ) 


1.4920258 


Wir  hatten  nun  (pag.  372.  und  374.)  gesetzt 

ö'O'to)  . 71  . 

“‘ZA:  *(v 
und 

S ■=  ft  — v(l  - ft) 

Benutzt  man  nuu  die  Entwicklungen 

e-(ico)  f 2K"  “2^“  ) 

*kr  = 2,2Ä*  V +«  yx 


\(1  — 2)*  — 9®*  ' (4  — 2S)* 

2K  , , 45  49» 

- “-1+l_9“l  + a»  + -" 

so  findet  man 
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%'  = 8.6835140 
und  dessen  Apsiden-Bewegung 

S'  — 5.53914 

Damit  findet  man  (vcrgl.  pag.  375)  uud  377) ) 

h0  — 5.83404« 
hi  =■  4.52972« 

A,  — 5.67277« 

ferner 

«,  — 9.9962180 

«,  = 0.0.  '32973 

und 

fi,  — 9.59513UO 
fi,  “ 0.2'  -5551b« 

womit  sich  ergiebt 

f0=[9.1082915]cos[fl~sK— f'|-|-[8.:6704!5]co8[(l— f»s')r0-C‘Ä-r'] 
+[7.6144949cos[lt>0— 3fl— [(I— f)t>0— r|] 
+[7.2993016]cos[Ae„-3ö-[(l— f.s>0-s‘j9— r']] 
-[5.2244026|cos[Ae0-3ß+[(l— S)e0— r]] 

— [4.3868.'09]cosjii>ü  — 37l-^[(l  - pj')eu — g iS — f'|  ] 
-[3.73238]cos[2A»0— 6ö— [(l-f)t>0-r]J-|5.8278775|  (31) 

Eis  möge  noch  erwähnt  werden,  dass  mau  das  letzte  constautc 
Glied  fortscliaffeu  kann,  indem  mau  in  Gl.  (12)  Zähler  und  Neuner 
durch  1— [5.8278775]  dividirt. 


VIII. 

Zur  Bestimmung  der  Variation  x sind  uua  aus  Gl.  (18)  die- 
jenigen Glieder  auszusuchen,  welche  gross  worden  Durch  eine  ganz 
gleiche  Betrachtung,  wie  sie  in  III.  angcstellt  wurde,  ersieht  man, 
dass  dies  solche  Glieder  sind,  welche  die  Form  haben 

-4cos(4t’0-j-C) 
wo  & eine  kleine  Grösse  ist. 

Solche  Argumente  treten,  wie  man  sich  leicht  Übei  zeugt,  nur 
in  solchen  Gliedern  auf,  welche  von  der  2teu,  4tcn  Ordnung  in 
Bezug  auf  und  p0'  sind,  und  man  erhält,  wenn  man 
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at  = 2^Qui-l_2fi*f'f3Q,00-|-ft*3£'Q],0-)-(4x'fsQ101 

Xgc  x 

— iQjoi — 8 _|J_  *ti  f‘**2*8<r|-3*'*,Qa8fl  3xjx*^ijM 

— f>4ft,t)t>Qso<)-(-54f*Stsf4®soo — 9(“it*"t'x»fi)f*<2sio 


-H*(xjt4-|-x4es)(iQä,0-t-27  ^Qjou  27 


«a«4*a*4 
*sU  +*4fs 


f*Qaoo 


°3”  5*1*03*0  S(*l*  *S*)Q9»0"f'97>»*(f5S  *l£l)^S10 

27 

+ 4-8«wo(*i£'— *s*a) 


wo  Xj,  xj  ...  x4  der  Reihe  nach  die  Coefficienten  der  vier  ersten 
Cosinns  in  Ql.  (31)  bedeuten,  nnd 


1 — s 


*8  “ 


*4  

i -(1  — flj‘) 


ist. 


Behufs  Integration  der  Ql.  (32)  entwickeln  wir  die  Cosinus  nach 
Potenzen  von  /,  wodurch,  unter  Vernachlässigung  des  Quadrats,  wird: 

(33) 

<P„^o1cos[(d+2(4S>0-3ß+2r']+2^cos[(d+H-l'S'K-3B+r+r'] 

+[3o3cos[(«5+2S  )e0  -3ß+2r] 

«.--ojsint  „ ]— assin[  „ ] 

— <»jsin[  „ ] 

Integrirt  man  zunächst  unter  Vernachlässigung  des  in  % multi- 
plicirten  Gliedes,  so  erhält  man 


* “ (d+2is')»sln(,,+  (d+f-h*s')»9in"*+  (d+2*f),8ln"s 


Setzt  man  diesen  Wert  in  <P0x  ein,  zieht  wieder  die  Winkel  zu- 
sammen, und  integrirt  von  neuem,  so  wird 
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IX. 

Durch  die  bisherigen  Betrachtungen  ist  die  Bewegung  des  Pla- 
neten in  seiner  momentanen  Bahnebenc  bestimmt;  es  erübrigt  noch 
die  Bewegung  der  Bahnebenc  selber  zu  untersuchen. 

Aus  der  Bewegungsgleichung 

(Pt  | p,S  0Ä 

dp  "**"  r*  0s 

erhält  man  durch  Einführung  der  Breite  i,  a = rsin4  = rj 


wo 


<Pj  2dr  dj 
r dp  ' dt  dt 


-<U 


r*  aa 

c 0a 


ist 


Ersetzt  man,  gemäss  den  Gl.  (3)  und  (6,)  t durch  t>0,  so  wird 


d*L_  1 __  <IS  dj_ 

dVff  1— | — iS  dv0  dva 

und  da 


+«+«•?(£+&) 


d*r  p,  , aa 

dp  ' r*  r \dt  / dr 


1 


a+s)*v 


ist,  erhält  man,  indem  man  « durch  seinen  Wert  »0-f-x  ersetzt: 


_ J_  dS'  , 2rfz  , ^z  V 

dt’o*  1 -(-S  (Ivq  dv0  ' \ ' dv0  ' \dv0J 

+(1+S)’ ~ £},-<!+«. IT-O 
Erinnert  man  sich  nun  der  Relationen 


äJr»=  {s>—  ^»} 


so  sieht  man,  dass 

d +«* e-  Ira-t1 +s>,c; = ■ +s>*  ~ aJfff (acosff-  J ) 
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At)0  — 3 B 


* 


jjd)  (!_,») 

4i> 


4Gk) 

(i  + /J(»))_tr#W  - 1— ^sn»«« 

so  erhält  man  wieder  die  Lamt’scho  Differentialgleichung 


dx* 


— [2Jt  sn1*  — 1 — k1  an*  *'b>]  j = « 


(37) 


wo  w als  von  der  zweiten  Ordnung  der  Masse  fortgclassen  werden 
kann.  Das  Integral  der  Gl.  (37)  ist 


* 01 " #(x)  * 


&'(w) 

G(tco) 


+ Ci 


H(x  — i*’>) 


G'(ico) 

fä(ia>) 


Man  führe  die  neuen  Constanteu  J,  Jf  und  v ein  durch  die  Glei- 
chungen 


— ijfi  — 2Jf® 


„ J 1 
f'i  “ o * e 
i Vq 


„ J 1 

o < e 

2V9 


0(«< o)  2AT  * 1 


so  wird  nach  Ausführung  der  in  V.  angegebenen  Transformationen 


*«(x)  — Je 


n 

2AT 


OJ 

sin[£ — 3ß — t>0(l  — fO(*  — 2)] 


2A  w 

-\-Je  sin[(l  — fO(v+l)t>0— ■*] 

und  da 

l + 25cos[At>0  — 3Ä]  ...  ist, 

W(x) 
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XIX. 

Eigenschaften  gewisser  Punkttripel 
auf  der  Cissoide.') 

Von 

K.  Zahradnik. 


Berührungstripel. 

Die  Gleichung  der  Cissoide  in  Parameterdarstollung  lautet: 


l+u* 


(1) 


y “ u(l+«*) 

Die  Gleichung  der  Verbindungslinie  zweier  Punkte  u,  ist: 

welche  für  — «j  — u in  die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte 
(1  3»’)  * — 2u*g  — a — 0 (2) 


u,  nämlich 


übergeht.  Die  Berührungspunkte*)  u,,  der  aus  dom  Punkte 

P(x,  y)  an  die  Cissoide  gelegten  Tangenten  bilden  das  dem  Punkte 


I)  Siehe  In  diesem  Archiv  meine  diesbezüglichen  Arbeiten:  Rationale  ebene 
Curren  Teil  56,  pg.  II«;  Beitrag  zur  Theorie  der  Cissoide  T.  57,  pg.  335; 
Weiterer  Beitrag  zur  Theorie  der  Cissoide  T.  62  pg.  443. 

8)  Punkt  u d.  ist,  dessen  Parameter  gleich  u ist. 
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5 — «+*'*) 


a,  *+l+iy 
%■+(<+!)' 


aus  welcher  Gleichung  wir  nach  Kürzung  mit  dem  Zähler  erhalten: 

(£  — « + — *y)  =— ^ (5) 

Setzen  wir  nun 

J = e+»*i 

* — x — iy 

so  können  wir  die  Gleichung  (6)  schreiben ') : 


& + — u*  — 0 


,(6) 


Aus  dieser  Gleichung  erhellt,  dass  jedem  Punkte  z nur  ein  Fnnkt  £ 
und  umgekehrt  entspricht.  Die  Gleichung  (6)  ist  nämlich  in  Bezug 
auf  £ und  t linear,  und  wir  erhalten 


t = 


OS 


2 


a — t 


(6') 


Wir  können  aber  auch  direct  aus  Gl.  (6)  die  Coordinaten  von  P 
mittelst  der  Coordinaten  von  S ausdrücken.  Es  ist  nämlich 


, a «*  1 «*  E — a — it] 

x + 2 ~ly=  - 2 S-a+.i?  “ ~ 2 (?—«)«+,* 

somit 

, a a*  E — a 

x+2  2 

(7) 

a*  t) 

y 2" 

Somit  haben  wir  bewiesen,  dass  die  angeführte  quadratische  Ver- 
wandtschaft eine  rationale  ist,  und  aus  der  Form  der  Gleichung  (6) 
erhellt,  dass  sie  eine  Kreisverwandtschaft  ist,  d.  i.  die  zugehörigen 
Punkte  P und  S entsprechen  sich  durch  Inversion. 


1)  Ei  besteht  eomit  £ = f(z).  Die  Curven,  »eiche  P beschreibt,  stehen 
mit  den  Cnrven,  welche  der  ingeordnete  Punkt  I beschreibt,  in  isogonaler 
Verwandtschaft,  d.  i.  schneiden  sich  unter  demselben  Winkel.  Siehe  Sieber: 
Ueber  die  graphische  Darstellung  imaginärer  Functionen.  Crelle  Bd.  SS, 
pg.  SS8,  243. 
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0VP  = % ~ re-»,  O.  5 = J”  = p «•  '(' 

somit: 

fl* 

O,  P.O,S  = rp  «•<*-*)  — 2 

woraus 

1>  — n + <p,  rp  — g 

in  Uoberoinstimmnng  mit  (8)  folgt,  da 

OfF=s  OP, 

0,S=3  OS'  = — OS, 

Auch  direct  können  wir  die  Relation 

o* 

OrP.O,S=  — 2 

dartun;  cs  ist  nämlich 

ö^p> -(*+!)+** 

ÖTS*-  (5-a)*  + ,* 

somit  wegen  (4)  und  (7)  auch 


O.S*  — 


(-?)’  (-ff 

(*+i)  + * 


0,P* 


woraus  sofort  folgt: 


Op  P . OsS  “ — n 


Für  die  Praxis  können  wir  die  Construction  bedeutend  verein- 
fachen. Wir  können  Ot  als  Inversionscentrum  nehmen;  wirerhalten 
so  P=  P,,  und  die  Construction  von  S,  und  somit  von  S ist  wie 
früher.  Somit  haben  wir  die  Verwandtschaft  *)  zwischen  P und  S 
vollständig  erklärt  uud  können  somit  die  allgemeinen  Resultate, 
welche  für  die  quadratische  Transformation  gelten,  hier  verwenden- 
Beschreibt  z.  B.  P eine  Curve  n-ter  Ordnung  und  m-tcr  Classe,  so 
beschreibt  der  entsprechende  Punkt  S eine  Curve  2n-ter  Ordnung 
und  (2n  — m)-ter  Classe,  welche  die  Hauptpunkte  des  Systemen  S zu 


1)  lieber  diese  Transformation  siehe  Salmon-Fiedler:  Höhere  ebene 
Curren  pg.  36S,  Kegelschnitte  S.  Aufl.  pg.  536,  Bellavitis;  Teoria  della 
figure  inverse  e loro  usu  nella  geometria  elementare.  An.  delle  sciense  del 
regno  Lombardo-Veneto  1SSS  T.  VI.,  wie  auch  die  Arbeit  Lionrille-a  in 
dessen  Journale  Bd.  XII. 
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80  erhalten  wir  mittelst  ähnlicher  Reductionen,  wie  wir  sie  schon 
anderorts  in  diesem  Archiv  entwickelten 

Pi(5‘  + ’1*)  + ^(1+Pi*—  Vt)l- Pa)V  — ^ “ 0 (9) 

Führen  wir  nun  mit  den  Gleichungen  (3)  die  Bedingung  ein,  dass 
das  Dreieck  u,u,u,  ein  Berührungsdreieck  des  Polos  P ist,  so  er- 
halten wir  die  Gleichung  seines  Umkreises 


Aus  diesen  Gleichungen  folgt,  dass  der  Pol  P in  quadratischer  Ver- 
wandtschaft mit  dem  Mittelpunkte  des  Umkreises  seines  Berührungs- 
dreieckes  steht.  Wir  wollen  jetzt  beweisen,  dass  diese  Verwandtschaft 
eine  rationale  ist,  d.  i.  dass  jedem  Punkte  P der  Ebene  der  Cissoide 
mittelst  dieser  Transformation  nur  ein  Punkt  C entspricht  und  um- 
gekehrt. Aus  den  Gleichungen  (11)  folgt  nämlich 

2 «»fr 

x “ l2iJl*-l-2o51  + 3a* 

(12) 

— Vi 

y — 12V+2o5,-f  3 a* 

womit  die  Behauptung  als  erwiesen  erscheint. 


Im  Punktsysteme  P vereinigen  sich  zwei  Hauptpunkte  in  un- 
endlicher Ferne,  und  der  dritte  Hauptpunkt  liegt  im  Coordinaten- 
anfang.  Das  Punktsystem  C hat  zwei  imaginäre  Hauptpunkte 

(o,  - g ^ uud  der  dritte  Hauptpunkt  ist  in  un- 

endlicher Entfernung.  Wir  wollen  jetzt  zeigen,  wie  wir  die  Coordi- 
naten  dieser  Hauptpunkte  finden  können.  Unsere  Transformation  ist 
eine  quadratische,  d.  i.  der  Geraden  in  einem  Systeme  entspricht  ein 
Kegelschnitt  im  anderen  Punktsysteme.  Nun  ist  die  Gerade  durch 
zwei  Punkte  bestimmt,  durch  welche  sie  hindurch  gebt.  Da  nun  den 
Kegelschnitt  fünf  Punkte  bestimmen,  da  ferner  jeder  Geraden  in 
einem  Punktsystem  ein  ganz  bestimmter  Kegelschnitt  im  anderen 
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Auf  dieselbe  Weise  können  wir  von  den  Gleichungen  (11)  aus- 
gehen. Die  Elimination  von  y gibt: 

3*[(12q1*  + 2a$1  + 3«*)*-2a»SJ]=0  (14) 

Da  sich  nnn  zwei  Kegelschnitte  in  vier  Punkten  schneiden,  und  die 
Gleichung  (14)  nur  vom  zweiten  Grade  in  x ist,  so  folgt,  dass  zwei 
Wurzeln  unendlich  gross  sind,  und  eine  den  Wert  x — > 0 hat. 

Die  vierte  Wurzel  ist 



* 12ij,*-f-  2o|,  -f-  3a* 

Die  zugehörigen  Ordinaten  sind  somit: 

y — ® für  x — oo 

y — 0 „ a = 0 

— 6«  li  Vi  

y ” 12ijj*-|- 2<*|,  + 3«*  ” * “ 12V+  2«',  + 3a* 

Wir  erkennen  wieder,  dass  drei  von  den  Schnittpunkten  von  der 
Lage  des  Punktes  (I, ■»;,)  unabhängig  sind,  und  der  vierte  Schnitt- 
punkt gibt  den  dem  Punkte  (!,,  %)  entsprechenden  Punkt  (ay). 

Somit  haben  wir  wieder  diese  Verwandtschaft  vollständig  be- 
stimmt , und  könnten  nun  der  allgemeinen  Resultate  uns  bedienen, 
welche  die  Theorie1)  der  quadratischen  rationalen  Verwandtschaft 
darbietet. 

lieber  die  Verwandtschaft  vierten  Grades  zwischen  dem  Schwerpunkte 
und  Mittelpunkte  des  Umkreises  des  BerUhrungsdreieckes. 

4.  Durch  den  Pol  P wird  eindeutig  die  Lage  des  Schwerpunktes 
S sowie  des  Mittelpunktes  C des  Umkreises  des  zugeordneteu  Be- 
rühmngsdreieckes ; da  nun  durch  den  Pnnkt  5 oder  C auch  der 
Punkt  P eindeutig  gegeben  ist,  so  folgt,  dass  auch  S mit  6 in  einer 
eindeutigen  Verwandtschaft  stehen  muss.  Den  Grad  der  Verwandt- 
schaft bestimmen  wir  folgendermassen:  Der  Geraden  von  S entspricht 


1)  ln  Bezug  auf  die  Theorie  der  quadratischen  rationalen  Verwandtschaft 
siehe  Salmon-Fiedler:  Höhere  ebene  Cnrvcn  pg.  85».  Weyr  Ed.:  Ana- 
lytische Untersuchung  der  quadratischen  Verwandtschaft.  SchlOmllch  Zeitschrift. 
186»  pg.  445.  Beye  Th.:  Geometrische  Verwandtschaft  zweiten  Grades,  ibid. 
Teil  XI,  pg.  4,  sowie  dessen  Geometrie  der  Lage.  9.  Aufl.  Hannover. 
Magnus:  Aufgaben  aus  d.  anal.  Geometrie  d.  Ebene,  pg.  299.  8chim- 
parelli:  Sulla  Transformasione  geometrica  delle  figure  ed  in  particolare  sulla 
Transformatione  iperbolica.  Mem.  d.  Accad.  di  Torino  Ser.  IL  Tomo  XXL 
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In  diese  Gleichungen  sind  nur  die  Werte  für  E,  rj,  E\  ij'  einzuführen, 
und  wir  bekommen  sogleich  die  Coordinateu  von  H nnd  C als 
Functionen  der  Coordinaten  des  Foles  P. 


fassen  wir  etwas  allgemeiner  die  Aufgabe  auf.  Es  sei  1 das 
Teilverh&ltniss  des  Punktes  M in  Bezug  auf  die  Punkte  C und  S, 
nämlich 


CM 
SM  “ 


i 


Die  Coordinaten  des  Punktes  M sind  in  diesem  Falle 


*,  — 


1 — i 


vt— *v 
y»  “ i —i 


Fohren  wir  nun  die  Werte  für  f,  »j,  ij,  ein  und  schreiben: 

*=,»+(«+!) 

so  erhalten  wir 

a (4y*  + 9**)*  + 61W*-«)(p,+  |*  + ^|*) 

**  ~ A — 1 ' 3 x(x-a)K  " 

a x(K  — Zax) 
y<  ~ Ä=1  ‘ 3 xK 


Beschreibt  nun  der  Pol  P irgend  eine  Curve  f(z,y)  — 0,  so  erhalten 
wir  die  ßleicbnng  der  vom  Puukte  M beschriebenen  Curve,  wenn 
wir  aus  den  Gleichungen  (16)  und  der  Gleichung  f(x,  g)  — 0 die 
Coordinaten  x,  g des  Poles  P eliminireu. 

Beschreibt  nun  P eine  rationale  Curve  n-ter  Ordnung , so  be- 
schreibt jeder  Punkt  der  Geraden  SC,  welche  den  Namen  der 
Euler’schcn  Geraden  führt,  eine  rationale  Curve  4n-ter  Ordnung,  aus- 
genommen A = 0,  k — oo , d.  i.  die  Punkte  * und  S beschreiben  eine 
rationale  Curve  2n-tcr  Ordnung. 

Jeder  Lage  von  P entspricht  eine  ganz  bestimmte  Enler’sche 
Gerade  E,  als  Verbindungslinie  SC.  Siud  nuu  y,  Coordinaten 
des  veränderlichen  Punktes  der  Geraden  E,  so  ist 


,+  (*  + ä) 


■0  (17) 


2 g(x  — a)  — Sx(x  — a)  | 

die  Gleichung  dieser  Geraden.  Beschreibt  nun  P die  Curve 
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| dK  dK 
t dx  dy 
j dF  dF  1 
I dx  dy 

die  Parameter  a-,  y eliminiren. 


(20) 


Am  einfachsten  ist  der  Fall , wo  die  Polcnrvc  eine  rationale 
Curve  ist;  statt  F(x,  y)'»=  0,  können  wir  hier  schreiben 


0 


y 


<p{t) 

m 

i>  (0 

m 


wo  <p,  ip,  f ganze  Functionen  n-ten  Grades  des  Parameters  t sind. 
Die  Gleichung  des  Kreises  K ist  hier  von  der  Form 

*==  <J>(5,  ij,0  =0 

welche  Gleichung  von  2«-tem  Grade  in  t und  quadratisch  in  5 und  rj 
ist.  Die  gleich  null  gesetzte  Discriminante  dieser  Gleichung  in  Bezog 
auf  den  Parameter  t gibt  die  Gleichung  der  Enveloppe  des  Kreis- 
systems, welcher  der  gegebenen  rationalen  Polcurvc  n-tcr  Ordnung 
entspricht. 

Die  besagte  Discriminante  ist  4(2« — l)ten  Grades  in  5 und  vj, 
d.  i.  Enveloppe  ist  in  diesem  Falle  eine  Curve  4(2« — lj-ter  Ordnung. 
Den  einfachsten  Fall  erhalten  wir  hier  für  n = 1,  d.  i.  wenn  der 
Pol  eine  Gerade  beschreibt,  wo  die  outsprechende  Enveloppe  eine 
Curve  4-ter  Ordnung  ist.  Sei 

y = bx-\-  c 

die  Gleichung  der  Geraden,  Gl.  (20)  lautet  in  diesem  Falle: 

AK  AK  j 
ilx  Ay  | — 0 

— b 1 I 

Statt  zu  differentiron  und  dann  zu  eliminiren,  können  wir  umgekehrt 
früher  aus  K =■  0 und  der  Gleichung  der  Polgeraden  die  Grösse  y 
eliminiren  nnd  dann  differentiren. 

Die  Elimination  gibt: 

K='Ax(x  — a)(5s  + ijs)  + [9x*+4  (bx  + c)*]  5 + 2«  ( bx  + c)(x  — a)rj 

— 4«s(A*+c)*  =»■  0 

oder  geordnet  nach  den  Potenzen  von  z: 
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Kehren  wir  nun  znr  Gleichung  (22)  zurück;  ausgeschrieben 
lautet  sie: 

9a  ({* +*)*)>-}- 12  (ab  -f  c)(-  4c5  -f  a^)(€*  + ,*)  + 48oc  (ab + 2e)  «> 

+ 72a*e?i;  + (4«c1  + 8<j*ic+4a,61)i?>  + 144a‘c*i  = 0 (24) 

Aus  dieser  Gleichung  erkennen  wir,  dass  die  Enveloppe  eine  Curve 
vierter  Ordnung  ist,  welche  die  imaginären  unendlich  fernen  Kreis- 
punkte zu  Rückkehrpnnkten  hat,  uud  die  Ordinatenaxe  im  Coordinaten- 
anfange  berührt;  somit  ist  die  Enveloppe  ein  Descartes’sches  Oval. 
Geht  die  Polgerade  durch  den  Rückkehrpunkt  der  Cissoidc,  so  ist 
c — 0,  und  die  Enveloppe  zerfällt  in  zwei  identische  Kreise,  deren 
Gleichung 

?*+’?*+ I«*»;  — o 

Schneller  kommen  wir  zur  Gleichung  (24),  wenn  wir  die  Puukte  der 
Polgerade  parametrisch  ausdrUcken.  Ist  dio  Polgerade: 

»*»■-)-'*#  - p — 0 

so  ist 

X fn  + ni 

__  Pl 


und  die  Gleichung  K = 0 geht  nach  Einsetzung  obiger  Werte  für 
x und  y Uber  in 


(s  [4ap|  — 2 a*ni]  — 4o*p]  -f-  * [ — 3 an(*  -j-  2a  (p  — am)  fj] 

+ [3  (p  — am)  p*  -j-  9apf]  -=  0 

wo  der  Kürze  wegen 


Die  Dlscriminante  nach  t gleich  null  gesetzt,  nämlich 

af— 3np,+2(p— am)ij],-f-  24  [— 2pE+«’*’l+2op][(p — <m)(>J-{-3ap(]  — 0 

gibt  uns  wieder  die  Gleichung  der  Enveloppe.  Diese  Gleichung 
stimmt  natürlich  mit  der  Gleichung  (24)  überein,  wenn  wir  m ■=»  — b, 
n — 1,  p = c setzen,  d.  i.  von  gleicher  Form  der  Gleichung  der 
Polgeraden  ausgehen. 

Da  nun  Af  — 0,  A'  — 0,  Pl)  — 0 Gleichungen  dreier  Kreise 
sind,  welchen  die  imaginären  unendlich  fernen  Kreispunkte  somit 
gemeinschaftlich  zukommen,  folgt  aus  der  Gleichung 


1)  P=0  besteht  aus  der  Geraden 

2(£  — atj  — 2 ac  — 0 

und  aus  der  unendlich  fernen  Geraden,  anf  welcher  die  nnendlich  fernen  ima- 
ginären Kreispunkte  liegen. 
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1 = 


2 

»i  + 2» 

2 


wo  x,  >/  die  Coordinaton  des  Poles  sind,  dessen  Parameter 
x„  ji,  die  Coordiuaten  der  dritten  Ecke  mit  dem  Parameter 

t 

“»  2 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Werte  erhalten  wir  wogen 

3 

Pi  *=  a‘ 

Pi  — 0 

t» 

Pa  “ 2 

nach  Kürzung  mit  dem  Factor  («‘+1): 

1 , «»+» 

t=il+ut»  (t*+l)«*+4) 

i i * 

*=,^(1+..^)“  b (t*  + l)((*+4) 
somit  sind  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes 

1 = 20  «»+l)(i*+4) 

(26, 

~2“  (»’+D  0*+4) 

Die  Schwerpunktscurve  ist  somit  für  gegebene  Cissoide  als  Polcurve 
eine  rationale  Curve  vierter  Ordnung.  Dieselbe  ist  eine  geschlossene 
Curve  und  bat  im  Anfangspunkte  einen  Rückkehrpunkt  entsprechend 
dem  Parameter  t — oo.  Die  unendlich  fernen  Punkte  haben  als 
Parameter 

(,~V—  1,  t*=—  V-l 

tj  = 2y^T,  <4  — — 2 V— 1 

Es  bestimmen  aber  je  zwei  der  Parameter,  nämlich  t,  und  tt,  dann 
t,  und  i,  denselben  Punkt  und  zwar  den  unendlich  fernen  imaginären 
Kreispunkt,  d.  h.  die  Curve  hat  die  unendlich  fernen  imaginären 
Kreispunkte  zu  ihren  Doppelpunkten.  Dieselbe  ist  von  der  fünften 
Classe.  Wir  erhalten  die  Gleichung  der  Curve  in  der  Form  F( {,  ij)  = 0, 
wenn  wir  den  Parameter  t aus  der  Gl.  (26)  eliminiren,  nämlich 


t,  und 


(25) 
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Für  die  Gleichung  dieses  Kreises  ist  mit  Racksicht  auf  die 
Werte  (25): 


Kt  ==  3t‘(t,+  *),')-‘»(4-f9»,)5--  2n/Jv  + 4a>  = 0 (27) 

Den  weiteren  Schnittpunkt  von  Kt  mit  der  Cissoide  erhalten  wir 
leicht,  denn  die  Summe  der  Parameter  der  Schnittpunkte  eines  Kreises 
mit  der  Cissoide  ist  gleich  null.  Somit  ist 


der  Parameter  dieses  vierten  Schnittpunktes. 

Ans  der  Gleichung  Kt  — 0 folgt,  dass  durch  jeden  Punkt  in  der 
Ebene  vier  berührende  Kreise  gehen,  und  jeder  von  ihnen  schneidet  die 
Cissoido  im  Punkte,  der  den  Berührungspunkt  des  betreffenden  Kreises 
zu  seinem  Tangentialpuukt  hat. 

Wir  fanden  früher,  dass  der  die  Cissoide  im  Punkte  t berührende 
Kreis  Kt  dieselbe  in  weiteren  zwei  Punkten  schneidet,  deren  Para- 
t 3 

meter— sind.  Ihre  Verbindungslinie  hat  zur  Gleichung: 
6t5y  -J-  (4  -J-  7<*)  x — 4a  — 0 


und  die  Enveloppe  dieser  Verbindungslinien  ist  eine  zur  Cissoide 
affine  Curve.  Der  Durchschnitt  der  Verbindungslinie  mit  der  Cissoide 
ist  ein  zum  Pole  P in  Bezug  auf  die  -V-Achse  symmetrischer  Punkt ; 
sein  Parameter  somit  gleich  2 1. 


Die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  von  Kt  — 0 sind 
a 4 + 9t« 

£«  ~ 2'  3t* 


*)i  — 


a 

3t 


(28) 


Beschreibt  der  Pol  die  gegebene  Cissoide,  so  beschreibt  der  Mittel- 
punkt des  Umkreises  des  ihm  zugeordneten  Berührungsdreieckes  eine 
rationale  Curve  vierter  Ordnung  und  fünfter  Classe  (mit  einem  drei- 
fachen Punkte  im  Unendlichen,  der  durch  Vereinigung  zweier  Doppel- 
punkte und  eines  Rückkehrpunktes  entstanden  ist).  Ihre  Gleichung 
erhalten  wir  iu  der  Form  F(£,  tj)  durch  Elimination  von  t aus  den 
Gleichungen  (28);  sie  lautet: 

27iJl*(«*+4i,I*)-2a*{t  = 0 

Was  die  Construction  des  Mittelpunktes  C betrifft,  construiren  wir 
zuerst  im  Punkte  P der  Cissoide  eine  Tangente,  welche  die  Curve 
im  Punkte  U|  schneidet.  Die  Normale  in  P schneidet  die  Senkrechte 
im  Halbirungspunkte  von  Ai,  im  gesuchten  Punkte  C. 
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Liegt  der  Punkt  (x,  y)  auf  der  Cissoide,  uud  ist  u'  sein  Parameter, 
so  repräsentirt  dieser  Puukt  «'  selbst  einen  Fusspunkt.  Aus  einem 
Punkte  der  Cissoide  können  wir  somit  nur  drei  Normalen  fällen ; die 
Parameter  dieser  Fusspunkte  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Werte  für 
x,  y in  die  Normalengleichung  einführen.  Wir  erhalten  so: 

»(l  + 3«»)  + 2tt‘«'-(l  + 2»J)(l+»'*Ju'=  0 (5) 

Nach  Kürzung  mit  dem  Factor  t*  — welcher  dem  Punkte  *,  y als 
Fusspunkte  selbst  entspricht,  können  wir  die  Gleichung  schreiben 

2u‘us+(3-f2u'*)  »*  + «'«  + (!+«'*)  =0  (6) 


Diese  Gleichung  gibt  uns  die  Parameter  der  aus  dem  Punkte  u'  ge- 
fällten Normalen  (den  Punkt  «'  nicht  mitgerechnet,  da  wir  mit  dies- 
bezüglichem Factor  gekürzt  haben);  zwischen  den  Parametern  be- 
steben folgende  Relationen: 


Pi  — — 


3+2u'* 

2u' 


Pa  — 2utut  = — i (7) 

y 1+“'* 

Pa  ■=■  ^«,«,«3  — 2„- 


Die  Gleichung  (6)  hat  nur  eine  reale  Wurzel. 

Dass  die  Gleichung  (6)  immer  zwei  complexe  Wurzeln  bat, 
können  wir  so  beweisen,  indem  wir  zeigen,  dass  das  Dreieck  der 
Fusspunkte  imaginär  ist.  Sind  nun  u, , u, , u,  die  W urzelu  der 
Gleichung  (6),  so  erhalten  wir  für  das  Dreieck  4 ■=  u,  u,«, : 

a a 

i+«i*  «i(i+«js)  1 
a a 

i+«»*  «sU+v)  1 

a a 

i + V «sfi+os’)  1 

Nun  ist: 

IJuh(l+u*)  p3  ([1  — [p,  — pj*) 

und  nach  einiger  Rcduction 


1 1 «,  U,'  I* 

3 

Pi 

Pa 

1 «.V  j = 

Pi 

Pt 

%>a 

i 1 «s  «I1 

-P.H-V 

3pa 

Pi  Pa 

somit  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen 

(7): 

«Vi 


1 M,  ttj  * 
1 U, 


1 1 “s  "3* 
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9*,‘(*,!  + V)  - M,  ({1s  + 24,J*)  + 16a»i?1*  = 0 (10) 

Wir  erkennen  leicht,  dass  die  Curve  zwischen  (,  =**  0 und  E,  — ^ 
liegt,  und  ihr  Flächeninhalt  ist 


V 


oo 


4«*  P u4  du 

~9j  (l+sW+s1) 


Mittelpunkt  des  Umkreises. 

Wir  fanden  (1,  9)  für  die  Gleichung  des  Umkreises,  der  einem 
Dreiecke  umgeschrieben  ist,  dessen  Ecken  anf  der  Cissoide  liegen: 

Pi(E*+'l,)4-^(l+Pi*— Pt)t  ~ ^(PtPt—  Ps)V— ^ — 0 

Drücken  wir  nun  mittelst  der  Gleichnngen  (7)  die  Bedingung  aus, 
dass  das  Dreieck  ein  Fusspunktsdreieck  ist,  so  erhalten  wir: 

(l-|-«,)(3+2Ms)({*+»?,)+a[9+14“s+‘*u4]E-j-(Iuij  — 4a»u>  o (j j) 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  sind 

a 9 -(- 14u*-(-4«4 
’ “ ~ 2 (l+»»)(3  + 2«‘) 
a u 

1,1  “ — 2 (l  + u,J(34-2tt*) 

Verlegen  wir  den  Anfangspunkt  in  den  Punkt  (— a,  0),  so  gehen  die 
vorstehenden  Gleichungen  über  in 

_«  3+4»» 

= 2(l  + u»)(3+2«‘) 

<12> 

n » 2(l+»»)(34-2«») 

Der  Ort  der  Mittelpunkte  der  Umkreise  ist  somit  eine  rationale 
Curve  vierter  Ordnung  und  wie  wir  uns  leicht  überzeugen  können 
fünfter  Classe.  Sie  besitzt  nämlich,  ausser  zweien  unendlich  fernen 
Doppelpunkten  in  den  Kreispunkten,  einen  realen  Rückkehrpunkt  im 
Anfangspunkte  der  Coordinaten  O'.  Die  ganze  Cnrvc  ist  endlich 

gelegen  auf  linker  Seite  der  F-Achse  von  £,'  = 0 bis  Ej‘  — — 

Das  Kreissystem  K,  — 0 bei  veränderlichem  « hüllt  eine  Curve 
zehnter  Ordnung  ein. 
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Zakradnik : Utbtr  einigt  Winkt!-  und 


n. 

2.  Nehmen  wir  nnn  an,  dass  die  Sehne  A,  A,  eine  Fnnction 
ihrer  Richtung  ist;  dann  beschreibt  der  Punkt  C,  bezüglich  cy  eine 
Curve  (C’j)  bezüglich  (C’3'),  welche  wir  nun  näher  untersuchen  wollen. 

Schreiben  wir  für  jetzt  x statt  R als  den  Halbmesser  des  Kreises 
K.  Nach  der  Annahme  ist 

Ai  At  — f(tp)  (1) 

die  Polarcoordinaten  von  Cs  mit  8 als  Pol  seien  p,  0,  so  ist  (Fig.  1) 

<P  = \ + A (2) 

wegen  

Ä4C#  = «,  = Vx*-J/*(*) 

ist  die  Polargleichung  von  (C’s) 

»H-l/»’  — ä[/-(f + »)]’ 

P“ J-—-  — - (3) 

Was  den  Ort  von  Cy  betrifft,  ist  wegen  <p  = 0,  — 

P.  - 2 

dass  der  Ort  (Cs)  mit  dem  Orte  (Cy)  congruent  ist,  erkennen  wir 
schon  aus  der  Gleichungsform.  Ferner  ersehen  wir  aus  (3),  dass 
die  Curve  (C3)  eine  Konchoide  von  der  Curve  (£) 

ist,  deren  Vectoren  wir  nur  um  ^ zu  verlängern  haben,  um  (C3)  zu 
bekommen. 

Dass  2 *>/(^  + ö)  d.  i.  2x>A1AJ  seiu  muss,  ist  geome- 
trisch ersichtlich. 

3.  Als  besonderen  Fall  wollen  wir  annehmen 

f(<p)  — 2m  sin  <p  -f-  2n  cos  qo 

Hier  ist  (£)  Fusspunktscnrve  einer  Ellipse  der  Ualbaxen 

x 

° ” 2 

4 - $ yx>— m*  — n* 
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Zahradnik : Ueher  einigt  Winkel - und 


woraus 


ß»+ß*  -ff,,  Ä ^ ^ f - 1,  2,  3 

jjfr“?  oder  “*+/»*= f 


(1) 


Der  Kürze  wegen  »ei 


2«  — Ea,  '2a  = E sin  n 

somit  wegen 

= 2-ß8inat  (2) 

’g  = 2Ä,  i'sino  — ^ (3) 

9.  Ans  dem  verallgemeinerten  Pythagoreischen  Satze 

ai*  “ flj’+Og* — 2«JrtsC0Se, 

erhalten  wir  (2): 

sin*o,  — sin^aj-t-sin^Oj  — 2 Bin  a,  sin  «3  cos  a, 

woraus  durch  cyklische  Vertauschung  der  Indices  und  Summation : 

E sin*«  = 2/1  sin  a E cot  o (I) 

Mit  Rücksicht  auf  die  bekannte  Formel 

Xsin*«  — 2(1  + ff  cos«) 

können  wir  dieselbe  schreiben 

E cot  e — II  cot  o + ff  cosec  a (II) 

wo  sich  die  Summatiou  und  Mnltiplication  wie  auch  im  folgenden 
auf  die  drei  Winkel  des  Dreieckes  erstreckt. 

6.  Die  Formel 

as  =■  fl,  COS  fl,  + O,  cos  o1 

geht  über  nach  (2)  in 

sine,  — sin  e,  cos  o,  + sin e, cos o, 

woraus  wir  wieder  durch  cyklische  Vertauschung  der  Indices  und 
Summation  erhalten 


21  sine 


E sin  «4  cos  «x 


h ^ x 


oder 


1,  2,  3 (Hl) 

■£sin(a,+ax)  ■=  i’sin  «Xcosox 
7.  Für  den  Flächeninhalt  des  Dreieckes  gelten  bekanntlich: 


4 R 


sine, 


*<*<»•=1.2,3  (4) 
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Zahra  dnik : Ueber  einige  Winkel-  und 


Rhlhthi  = 2rrJrtrt  (16) 

Aus  den  Gleichungen  (6)  folgt: 

3 1 "~ab  R 

2 = 2 ~ - ~r 

A— 1 rh  i dn  /1a 

was  den  Satz  von  Steiner  ^-Bobilier  aasdrüokt,  nämlich: 


l-S+h+l 


(17) 


Ferneres  erhalten  wir  aus  den  Gleichungen  (6) 

r j rs 1*3 — r =»  da  ( -J *-j — ■ 

nun  ist  aber  wegen  r — 2a  der  Ausdruck  in  den  Klammern  gleich 
<1,  «s  Oj  4 Ii 

womit  sich  der  zweite  Satz  von  Bohilier11)  ergibt: 

4/f  = r1  + rs4-rg  — r (18) 

Aus  den  Gleichungen  (11)  und  (12)  folgt: 
r II  sin  « 

27f  = JE  sin  a 

was  mit  Hülfe  der  bekannten  Relation 

2 sin  ft  = 4/7cos.. 


Ä~4/Isin  g 


übergeht. 

8.  Es  sei  SUi,  = pA,  wo 


p4  — Wsin  ßh  = /f  cos  «=  ^ cot 


Für  den  Flächeninhalt  von  dt  erhalten  wir: 

Ji  = i 2 gk  px  sin  Bk  SB, 

Wkl.  BkSB,  ■=  jt  — at,  da  — 4zf(, 
d„  — R*  II cos  n X tg  et 


(19) 


(20) 


Nun  ist 
somit 


h < x = 1,  2,  3 


was  mit  (9)  verglichen  gibt: 


1)  J.  Steiner 's  Werke  I.  Bd.  pg.  214. 

2)  Erschien  in  Gergonne-Annales  des  math.  Conf.  Steiner  1.  c. 
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Zahradnik:  lieber  einige  Winkel-  und 


Relationen  am  Ac'. 

10.  Für  don  Flächeninhalt  des  Dreieckes  Ac'  erhalten  wir: 
Ac‘  = J^XjXjSinos  = -g  2 sin*  g sin*^  nn«, 


= M*nsin*2  - cot  g 


(23) 


oder  wegen 


as  c*«j  . . j-j  a 

4 £ sin  2 siu2  cos  2?  = Ismß  = 4 II  cos  2 
er  a ü*  . 

Ac'  «=  R*T1  sin  2 cos  2 ““  ~S  ^S1Ü  a 
Durch  Vorgleichnng  dor  Formeln  (23)  und  (2t)  ergibt  sich: 

O ft 

Z cot  g = n cotg  2 

Ferner  folgt  aus  (24)  mit  Rücksicht  auf  (9) : 


ähnlich  aus  (21)  und  (24): 


Aa  — 16  Ac4 


(21) 


(IX) 


Ac  „ « _ « 

Äc'  £tg2ntB2 

Die  Dreiecke  Aa  und  Aa‘  ^ sind  congruent. 

Ihr  Flächeninhalt  ist 

jR* 

Ad  — y X sin  a 
somit  gilt  wegen  (10)  und  (12): 

Ad  R X sinn 

z/T,  “ 2r  “ £ sin  2a 


IV. 

11.  Im  Artikel  8 zeigten  wir,  dass 

SBi,  — — R cos  «A 

somit  gilt 

ft 

•=»  BZcosa  = N + dBUsin  ^ 

und  wegen  (19): 

= Jf+r 

12.  Nach  dem  Artikel  7 und  9 besteht 
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Claims:  Ueber  magische  Quadrate. 


XXI. 

Ueber  magische  Quadrate. 


Von 

Felix  Claus8. 


Die  Aufgabe  r.x  Zahlen  von  1 p — x*p  (wobei  j>  ein  beliebiger 
Factor)  in  ein  Quadrat  von  x.x  Feldern  so  einzuzeichnen , dass  die 
Summe  aller  Glieder  je  einer  der  x wagerechten  oder  senkrechten 
Reiben  oder  einer  der  beiden  Diagonalen  dieselbe  ist,  zerfällt  nach 
dieser  Methode  in  zwei  Hauptgruppen,  je  nachdem  die  Basis  * eine 
gerade  oder  ungerado  ist. 

Die  Grösse  der  jedesmaligen  Summe  bestimmt  sich,  da  x Reihen 
vorhanden , mit  Hilfe  der  arithmetischen  Progressionen  nach  der 

Im  I X^f)  X 

Formel:  S — oder:  S—  (l+x*)p.  Der  Einfachheit 

halber  soll  in  folgenden  Ausführungen  der  constante  Factor  p,  den 
man  ja  jedem  Endergebniss  nur  anzufügen  hat,  weggolassen  werden. 
Die  Aufstellung  der  Zahlen  geschieht  nun  vollständig  symmetrisch. 

I.  Die  Basis  x eine  gerade  Zahl. 

Das  erste  Glied  der  ersten  wagerechten  Reihe  heisst  1 ; das 
letzte  x.  Demnach  lautet  in  ders.  Reibe  das  zweite  2 ; das  vorletzte 
x — 1 , das  dritte  3 u.  s.  w.  Das  erste  Glied  der  zweiten  (wager.) 
Reihe  lautet  demnach  x-f-l;  das  letzte  2x;  die  übrigen  Glieder  ders. 
Reiho:  x-|-2;  x+3  u.  s.  w.  2x  — 2;  2x  — 1.  Ebeuso  verhalten  sich 
die  folgenden  Reihen.  — In  der  letzten  heisst  das  letzte  Glied  x*; 
demnach  das  vorletzte  x* — X;  ...  das  x letzte  (d.  h.  das  erste)  Glied 
der  letzten  Reihe  x* — x+1  u.  s.  w.  Ebenso  findet  man  das  letzte 
Glied  der  vorletzten  Reihe  x*  — lx;  das  erste  Glied  ders.  Reihe 
x*  — 2x-j- 1 u.  s.  w.  u.  s.  w.  — (vergl.  die  am  Schlüsse  angefügte  Tafel). 
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C laust : Utber  mayitche  Quadrate. 


A.  Ist  die  Basis  * eine  durch  vier  teilbare  Zahl,  so  erhält  man 
in  jeder  Reibe*  mal  die  Summe  2(1+**)  d.  h.  "(1-f-x*)  w-„z-  *>.  w. 

B.  Ist  die  Basis  x eine  gerade,  aber  nicht  durch  vier  teilbare 
Zahl,  so  wird  zuletzt  allemal  nur  ein  einzelnes  Quadrat  übrig  bleiben, 
das  man  nach  folgenden  Regeln  zu  behandeln  bat. 

Die  Summe  aller  Glieder  einer  jeden  Reihe  der  inneren  Quadrate 

x — 2 

beträgt  nach  den  obigen  Ausführungen  (1-J-x*)  • — g— • Von  dem 

äussersten  Quadrate  müssen  demnach  ausser  den  Eckzahlen  je  zwei 

sich  direct  gegenüberliegende  Glieder  zus.  allemal  *(1+**) — (1+**) 

d.  h.  1 -f-s“  betragen.  Dieses  ist  aber  die  Summe  je  zwei  sich  ein- 
ander diametral  gegenüberliegender  Zahlen;  die  Aufgabe  wird  also 
gelüst  sein,  wenn  nur  zwei  aneinanderstossende  Seiten  des  äussersten 
Quadrates  aus  den  noch  vorhandenen  Zahlen  so  gebildet  sind , dass 

die  Summe  je  ihrer  Glieder  * (1  -(-**)  beträgt,  und  jede  Reihe  allemal 

nur  eine  der  sich  einander  diametral  gegenüberliegenden  Zahlen 
enthält.  Die  einzelnen  Glieder  der  beiden  anderen  Quadratsciten 
müssen  dann  die  Diametralzahlen  ihrer  direct  gegenüberliegenden 
Zahlen  sein. 


Die  beiden  zu  bildenden  Seiten  des  äussersten  Quadrates  seien 
die  untere  und  die  rechte  Quadratseite.  Mau  bildet  sie  nun  folgender- 
massen:  Zunächst  vertauscht  man  in  beiden  Diagonalen  die  Endglieder 
mit  einander.  Die  übrigen  ungeraden  Glieder  ausser  den  letzten 
x — 6 

— j—  ungeraden  Gliedern  der  unteren  Reihe,  die  durch  die  letzten 


x — 6 

— ungeraden  Glieder  der  oberen  Quadratseite  ersetzt  werden,  also 

das  dritte,  fünfte,  siebente  u.  s.  w.  Glied  behalten  auf  beiden  Seiten 
ihren  Platz  bei ; während  die  geraden  Glieder  der  unteren  Seite,  also 
das  zweite,  vierte,  sechste  u.  s.  w.  Glied  durch  die  geraden  Glieder 
der  rechten  Seite,  und  die  geraden  Glieder  der  rechten  Seite  durch 
die  ungeraden  Glieder  der  oberen  Seite  (ausser  natürlich  der  Eckzahl) 

x ß 

ersetzt  werden ; nur  dass  an  Stelle  der  letzten  — ungeraden  Glie- 

x — 6 

der  der  oberen  Seite,  die  ja  schon  verwertet  sind,  die  letzten  — -g — 
ungeraden  Glieder  der  unteren  Quadratseite  treten.  Ist  dies  alles 
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Claus t:  Ueber  magische  Quadrate. 


das  vorletzte  Glied  der  ersten  wagerechten  Reihe,  also  * — 1;  deren 

Summe  mithin  ""^-5 — ^ betragt.  Hierbei  ist  jedoch  mal 

die  Differenz  zweier  sich  direct  gegenüberliegenden  Glieder  einer 
senkrechten  Reihe,  die,  wio  sofort  aus  der  Symmetrie  der  Aufstellung 
erhellt,  x* — x beträgt,  zu  wenig  genommen,  was  nun  zur  Gesamt- 
summe noch  zu  addiren  ist. 


Es  ergiebt  sich  daher  für  die  rechte  Quadratseite  die  Summe: 

„ \ 1 är-)-** — * x-2  3-j-x — 1 x-2  x—6 

S=  x«-H-1+(2+  1 ) *+  - 2 ~ ’ 2 + T(^“x) 

= (4x* — 4a-|-  4-j-2x*-|-4x-j-2x*-|-  x* — 4z  — 2z*-\-2x-\-x* — 4 — 2x 

-f-  x9  — 6x*  — xs  -f-  6*) : 4 

■=  — — r—  oder:  ^(l-j-x9)  w-  z-  yl- 


II.  Die  Basis  x eine  ungerado  Zahl. 


Die  Aufstellung  der  x.x  Zahlen  geschieht  ebeuso  wie  bei  den 
Quadraten  mit  gerader  Basis , nur  dass  noch  in  jeder  Reihe  das 
mittlere  Glied  besonders  auszudrücken  ist;  und  zwar  ist  dieses  allemal 
gleich  der  halben  Summe  des  Anfangs-  und  Endgliedes  einer  jeden 
Reihe.  In  der  ersten  wagcrochteu  Reihe  wird  es  also,  da  das  erste 

1 4-x 

Glied  1,  das  letzte  Glied  x heisst,  » ; in  der  letzten  wagerechten 


2z* x 1 \ 

Reihe,  da  das  erste  Glied  x*  — *+l,  das  letzte  x*  heisst,  — „ ' 

lauten.  Ebenso  berechnet  sich  das  mittlere  Glied  der  ersten  senk- 


rechten Reibe  aus  1 und  x*  — x-f-1  als 


x*  — x -J-  2 _ 


! das  der  letzten 


x *4—  x^ 

senkrechten  Reihe  aus  x uud  x*  als  — V — . (vergl.  die  am  Schlüsse 
angefügte  Tafel). 

Bei  der  Verschiebung  der  einzelnen  Zahlen  ist  nun  namentlich 
zu  beachten,  dass  man  jedes  um  den  Mittelpunkt  sich  gruppireude 
Quadrat  einzeln  nach  don  im  folgenden  aufgcstcllten  Formeln  za 
behandeln  hat  Sie  teilen  sich  in  Quadrate  mit  ungeraden  Grund- 
zahlen, deren  Basis  um  eins  vor  mehrt  eiue  durch  vier  teilbare  Zahl, 
und  solche,  deren  Basis  um  eins  vermindert  eine  durch  vier  teil- 
bare Zahl  ist. 


A.  Die  Basis  x um  eins  vermehrt  eine  durch  vier  teilb.  Zahl. 
I).  Die  vier  Eckzablen  und  die  vier  je  in  der  Mitte  einer  Seite 
stehenden  Zahlen,  kurz  Mittelzahlen  genannt,  verschiebt  man  so,  dass 
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Claus  s:  Ueber  magische  Quadrate. 


x ~r  x 

3).  die  rechte  Mittelzahl  d.  h.  ,x; 


4).  eine  arithm.  Reihe  von  — g—  Gliedern,  deren  Anfangsglied 
das  zweite  Glied  der  letzten  wagerechten  Reihe  d.  h.  ** — z-j-2  ; 
deren  Endglied  das  — 1^  Glied  dor  letzten  Reihe  d.  h. 

2xJ— x- fi  * 2 1 *— 3 

■ — — g — 1 ; deren  Summe  mithin 2 • — 

ar  — 3 

beträgt.  — Hierbei  ist  jedoch  —j—  mal  die  Differenz  zweier  sich 

x 3 

senkrecht  gegenüberliegenden  Glieder  d.  h.  — j—  (x!  — z)  zuviel  ge- 
nommen, was  von  der  Gesamtsumme  wieder  abzuziehen  ist  — 

x —3 

ft),  eine  arithm.  Reiho  von  .,  Gliedern,  deren  Anfangsglied 
das  vorletzte  Glied  der  letzten  wagerechten  Reihe  d.  h.  z*  — 1 ; deren 
Endglied  das  + ^cr  *otzteu  wagerechten  Reihe  d.  h. 


2xs — x-f-l 


-fl;  deren  Summe  mithin 


^-1+ 


2z2  — x -f  1 


beträgt.  — Hierbei  ist  jedoch  4 ' mal  die  Differenz  zweier  sich 

x 3 

senkrecht  gegenüberliegenden  Glieder  d.  h.  — ^ (x2  - x ) zuviel  ge- 
nommen, was  von  der  Gesamtsumme  wieder  abzuzichen  ist 
Die  obere  Quadratseite  besteht  also  aus: 


2xa-x+l 


+ !+,•*+ 


x2— x-f-2-j- 


2z2 — x-f-l 


— (z2— z)-f 


*—3  3 o 

— — (x2  — z) 


■=  (8z2 — dx-f-d-f-S-flj^-l-lx-j-dx3  - 3z2-f-3x — 12x2-|-9x  —9 — 2xs-f-8x2 
— 6Z+4Z3— z2+z-12z2-f3z-3— 2z»-(-8x2— 6z) : 8 

= d.  h.  ^ (1+x2)  w.  z.  b.  w. 

Die  linke  Quadratseite: 

2x2 x-f- 1 

‘ 1).  die  untere  Mittelzahl  d.  h.  2 ~~  ’ 


Digitized  by  Google 


Image 

not 

a vailable 


432 


Claus»:  Ueber  magisch»  Quadrate. 


In  den  beiden  anderen  Quadratseiten  ist  jedes  Glied  das  ur- 
sprüngliche Diamentralglicd  seines  gegenüberliegenden  Gliedes,  also 
allemal  das  Supplement  zu  1 Bezeichne  ich  nun  die  entsprechen- 
den Glieder  der  gegenüberliegenden  Reihe  mit  a,  ß,  j>,  d u.  s.  w., 
so  erhalte  ich  für  jede  der  beiden  vorliegenden  Quadratseiten 
1-f-i*  — a-\-l-\-xa  — (J-j-l-}-** — y u.  s.  w.;  im  ganzen  jedoch 
x(l-f-x*)  — (e-j- (J-j-y-f-  •••)•  <*+  geben  aber  zusammen 

gfl-j-x2);  mithin  ist  die  Summe  der  einzelnen  zu  addirenden  Glieder: 
xfl-j-x2) -|(l+x*)  = ^(1-j-x2)  w.  z.  b.  w. 


B.  Die  Basis  x um  eins  vermindert  eine  durch  vier  teilbare  Zahl. 


I).  Jede  Eckzahl  vertauscht  man  mit  einer  benachbarten  Mittel- 
zahl, doch  so,  dass  man  immer  von  jeder  Ecke  aus  die  gleiche  Rich- 
tung beibehalt;  als  Eigur  dargestellt  (die  Bogen  geben  die  Rich- 
tung an,  in  der  die  Vertauschung  geschieht): 


r 


v 


X y 


t 


und: 


14 

r 

y 


tu  r u 

v 2 oder:  u v w 
X w x y 2 


» r tr 
uud:  x v t 

u z y 


II).  Die  zweiten  und  vorletzten,  die  dritten  und  drittletzten 
u.  s.  w.  Zahlen  der  beiden  wagerechten  und  senkrechten  Reihen  be- 
handele man  nach  denselben  Formeln  wie  dieselben  Zahlen  der  Qua- 
drate, deren  Basen  um  eius  vermehrt  durch  vier  teilbare  Zahlen  sind 
(vergl.  II.  A.  Ha);  nur  dass  mau  hiernach  diesem  Principe  auf  jeder 
x — 1 

Seite  alleraal  nur  — , nebeneinanderstehende  Zahlen  behandelt. 

4 


III).  Auf  jeder  Seite  werden  daun  noch  zu  beiden  Seiten  der 

(x x 5 

3-f-2.  — .— j d.  h.  — -j—  Zahlen  übrig  bleiben, 

von  denen  man,  jedoch  nur  auf  zwei  aneiuanderstossenden  Quadrat- 
seiten, noch  je  zwoi  sich  einauder  entsprechende  Zahlen  mit  einander 
zu  vertauschen  hat,  so  dass  dann  je  zwei  sich  einander  erst  diametral 
gegenüberliegende  Zahlen  sich  nun  direct  gegeuüberliegen,  zusammen 
also  allemal  dio  Summe  1 +X2  ergeben. 

Es  enthalten  demnach: 
die  obere  Quadratseite: 

a»2  — /£  2 

1).  die  linke  Mittelzahl  d.  h.  s ( 

2).  die  rechte  obere  Eckzahl  d.  h.  x; 
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Clause : Ueber  magische  Quadrate . 


Die  linke  Quadratseite : 

1).  die  linke  Mittelzahl  d.  h. 


x2-x+2 
2 1 


2) .  die  linke  obere  Eckzahl  d h.  1 ; 

3) .  die  untere  Mittolzahl  d.  h. ; 


4) .  eine  arithmetische  Reihe  von  - Gliedern,  deren  Anfangs- 

glied das  zweite  Glied  der  letzten  senkrechten  Reihe  d.  h.  2*;  deren 
Endglied  das  —l^te  Glied  der  letzten  senkrechten  Reihe  d.  h. 

,x  2,+pt1— l)-*  a._3 

( 2 lj.x;  deren  Summe  mithin ~"2 • • ~2  betragt. 

Hierbei  ist  jedoch  * ( mal  die  Differenz  zweier  sich  wagerecht  gegen- 
überliegenden Glieder,  die,  wie  sofort  aus  der  Symmetrie  der  Auf- 
stellung der  Zahlen  erhellt,  x — 1 beträgt,  zuviel  genommen,  was  von 
der  Gesamtsumme  wieder  abzuzichcu  ist  — 

x — 3 

5) .  eine  arithmetische  Reibe  von  Gliedern,  deren  Anfangs- 
glied  das  vorletzte  Glied  der  letzten  senkrechten  Reihe  d.  h.  x* — x; 
deren  Endglied  das  ft'+o  tc  Glied  der  letzten  senkrechten  Reihe 

/x+1  \ a<_!C+(¥+l)-*  x-3 

d.h.  ( — g — |-1J.*;  deren  Summe  mithin 2 - — 

— — — — 2—5 

beträgt.  Hierbei  ist  jedoch  ^ - mal  die  Differenz  zweier  sich  wage- 

x - 5 

recht  gegenüberliegenden  Glieder  d.  h.  — ^ (*— 1)  zuviel  genommen, 
was  von  der  Gesamtsumme  wieder  abzuzieheu  ist. 

Die  linke  Quadratscitc  besteht  also  aus: 


S = 


x* — x-f-2  2X2— x-j-1 


-+1+ 


5-S 


+0*  *- 


+ — 


2 4 (x 

• 2 4 1) 

— (4x*  — 4x  -(-S-f-B-f-Hx2 — 4x  -|-4-|-xs-|-3x2 — Sx2 — 9x  — 2x2-f-12x  — 10 

+3xs-fx2— 9a2  - 3x — 2x2-(-l  2x— 10) : 8 

4x-f-4x9 
“ 8 

— ^fl-l-x2)  w.  z.  b.  w. 
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MiscclUn. 


und  zwar  liegt  dieser  Punkt1)  auf  der  Eulcr’schen  Geraden  ebenso- 
weit vom  Mittelpunkte  M des  Umkreises  für  das  primäre  Dreieck 
entfernt,  nur  nach  entgegengesetzter  Richtung,  als  der  Höhenschnitt- 
punkt: H.  Auch  sind  dann  ffSAI<B  vier  harmonische  Punkte  ebenso 
wie  HNSM \ wenn  N der  Mittelpunkt  des  durch  die  Seitenmitten  und 
die  Höhenfusspunkte  XYZ  gehenden  Feucrbach’schen  Kreises  ist. 
Des  letzteren  Berührungspunkte  mit  dem  Inkreise  und  den  An- 
kreisen seien:  während  XT  x"Tm  die  vier Tarry’scheu 

Punkte  der  secundäron  Dreiecke  sind. 

Der  Tarry'sche  Punkt  ist  der  eine2)  Endpunkt  des  Tarry’- 
schcn  Durchmessers,  dessen  Richtung  durch  den  Punkt  Q bestimmt 
wird,  und  zwar  verhalten  sich  die  Abstände  des  Punktes  Q von  den 
Seiten  des  secundären  Dreiecks  umgekehrt  wie  die  Kuben  dieser 
Seiten  •).  Es  gilt  nun  der  folgende , zwei  Gruppen  merkwürdiger 
Dreieckspunkte  die  des  Feuerbach’schen  Kreises  und  die  des  Bro- 
cartT  sehen  Winkels  mit  einander  verknüpfende  Satz,  der  auch  über 
die  fortrückende  Bewegung  des  Fcuerbach’schen  Tangen tialpuuktes 
auf  dem  Inkreise  bei  verändertem  primären  Dreieck  Aufschluss  giebt: 
III)  Der  Berührungspunkt:  $ des  Feuerbach’schen 
und  des  Inkreises  für  das  primäre  Dreieck,  der  Mittel- 
punkt L des  Le moine’schen  und  B rocard’schen  Kreises 
und  der  Tarry'scbe  Punkt:  T*)  liegen  auf  einer  Ge- 
ll Bewegt  sich  C auf  dem  Umkreise  AI  mit  Radius  >*,  so  liegt  0 auf  einem 
Kreise  aus  M mit  Radius  r,  wobei  AI  Al 1 = 2$Af  ist.  Vgl.  Zelbr.  Archiv  der 
Math.  u.  Phys.  2.  Reihe  Teil  II.  pag.  324. 

2)  Welcher?  kann  auf  mehrfache  Art  entschieden  werden;  durch  Satz 
III)  z.  B.,  oder  auch  dadurch,  dass  man  von  den  Ecken  des  secundären  Drei- 
ecks auf  die  Seiten  des  Brocard’schcn  Dreiecks  Lote  fällt.  Die  Ecken  : 2)  j 

des  Brocard 'sehen  Dreiecks  entstehen  auf  dem  Brocard’ sehen  Kreise  durch  die 
Winkelhalbirenden  dcB  primären  Dreiecks.  D, D9$>3  = />,/>,!£),  = etc.  ist 
dann  der  Brocard’sche  Winkel  Der  andere  Endpunkt  des  Tarry’schen 
Durchmessers  sei:  E,  beide  auf  Kreis  J. 

3)  Man  construirt  Q , indem  man  die  durch  die  Ecktransversale  Z>,@, 

...  auf  Seite  ...entstehenden  Abschnitte  vertauscht  und  so  den  Gegen- 

punkt 2ter  Art  von  herstellt.  Der  Gegenpunkt  erster  Art,  indem  die  durch 
die  Ecktransversale  entstehenden  Teilwinkcl  vertauscht  werden,  wird  der 
Schwerpunkt  des  secundären  Dreiecks.  Bei  dieser  Spiegelung  an  den  Winkel- 
halbirenden des  seeundären  Dreiecks  werden  die  Seiten  des  primären  3 Para- 
beln, der  Kreis  J selbst  wird  eine  Curve  4tcr  Ordnung,  die  jedoch  in  die  ® 
entfernte  Gerade  und  die  Seiten  des  secundären  Dreiecks  zerfällt.  Vier  Punkte 
entsprechen  sich  selbst.  Das  StrahlenbQschcl , dessen  Strahlen  zum  Grebe'- 
schcn  Durchmesser  senkrecht  stehen,  verwandelt  sich  in  ein  Büschel  Kegel- 
schnitte, die  durch  DtDtDM  und  E gehen,  etc. 

4)  Die  Punkte  L und  T sind  zunächst  in  Bezug  auf  das  inbeschriebene 
•eenndäre  Dreieck  zu  nehmen. 
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{ r cos «,  rcosjj,  rcosyl  und  H 

/ 

(«*  — (6*  — c3)3  b*  — (a3  — c2)2  c*  — (a2  — Ä2)2) 

I SaF  ’ 8 IF  ’ fteF  ) 

benutzt  werden, 

(Jl  (tu  O'  f 

‘ ••  f : worin 

öj  und  Oj  ein  entsprechender  Ausdruck  ist.  Nun  kann  aber  bei  der 
Dotermiuanto  das  erste  und  letzte  Glied  von  a,,  «s,  <js  als  Propor- 
tionalanteil der  andern  Zeilen  fortgelassen  wcrdeu  und  man  erhält 


die  Determinante: 

« » 

i , c 

A “=  v?  . 

fl  , Sij 

W+tf+r1), 

ludern  sich  der  Factor  91  = — (-  is  -f-  £»;  absondern  lässt,  bleibt  dio 

Identität: 

iHn*  - (‘)  + V3  (f2-  I1)  + ^(i3  - rf)  - 0 

übrig,  cs  geht  also  die  Gerade  J&  durch  S,  ebcuso  J'&',  J"W, 

Beweis  für  III. 


Die  Abstände  l, , , le  des  Mittelpunktes  L des  Lcmoino’schen 

oder  des  Brocard’schen  Kreises  verhalten  sich  wie: 


1 

a 


worin  aber  r,  rs  t3  als  Proportionalautcile  der  folgenden  Zeile  bei 
der  Determinante  unterdrückt  werden  können  '). 


1)  /,  selbst  nämlich  wird: 


F 
«91  V 


/3 tvt,  3« 
+ Sa  1 
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m.S?  — 

b-\-c)  , c-\-a  , a-\-b 

| A(A — o) — c(e — a)]2  , |c(c — b) — rt(a — A)]2  , \a(a—c ) — A(A — c)]2 
\ab(b  — a)-\-ac{c  — a) J2,  [Ac(c  A)-j-Aa(a  -A)]2,  \ca(a — c)-|-eA(A  — c)]2 

Durch  Subtraction  und  Additiou  der  Colonucu  zu  einander  erhält 
man  hieraus  auch: 

a2  , A2  , c* 

a(c(c -b)-a(a—b))(a(a—c)—b{b—c)),  b(— )(— ),  «<—)(—) 

i (c(c — A)-f-a(a — A))(a(a — c)-\-b(b — c)),  (+)(+)i  (+)(+)  I 

Die  zweite  Zeile  kann  a(c — a)(a— A)?jf,  . ..,  ...  oder  a25?f — nie rjf, 
. . . , ...  geschrieben  werden  und  geht  um  Proportionalanteile  der 
ersten  Zeile  verändert  einfach  in:  r;J,  fa,  j/5  über,  die  letzte  Zeile 
endlich,  in  ähnlicher  Art1)  verändert,  wird:  a^of+Ac — bjj  — cf)  — 
abc(r)  + f),  .......  und  da  r/+f  = a,  f-J-ü  — b,  f- v = c ist, 

kann  dafür:  a2(r] f — brj  — cf).  ...,  ...  oderauch  — a29f,  — A2?!, 
— e2??  gesetzt  werden. 


Mithin  verschwindet  \7  identisch  und  liegen  somit  die  Punkte 
IA7’  auf  einor  Geraden. 


J.  Hermes. 


2. 

Momentaner  Bewegungszustand  eines  In  der  Praxis  viel 
ungewandten  Mechanismus. 

Man  stelle  sich  vor  zwei  Ebenen,  von  denen  jede  mit  einem 
curveuförmigeu  Schlitz  von  gleicher  Breite  versehen  ist  Beide  Ebe- 
nen drehen  sich  auf  einer  festen  Ebene;  die  eine,  welche  den  Schlitz 
MN  enthält,  um  den  Punkt  A,  die  andere,  welche  den  Schlitz  OV 
besitzt,  um  den  Punkt  11.  In  den  Raum  zwischen  den  beiden  Schlitzen 
denke  mau  sich  einen  cy  lindrischen  Stift  mit  kreisförmiger  Basis 
gesteckt,  dessen  Radius  geuau  die  Breite  jedes  Schlitzes  hat.  Ferner 


1)  J(e»+a*-A(cf'0)=Of«)'/  -ocund  ^6*  + o’  -c(6+a))=(a+A);-a(.. 
Wird  multiplicirt.  so  ist  in  dem  Product  das  Glied  | («6  |-6r  f ca)t>^  wegen  des 
Factors  ot-f-6c  fco  ohne  Einfluss  auf  den  Wert  der  Determinante  m'.  ^ und 
fallt  mithin  fort. 
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Cnrve  hat  dieselbe  Tangente  als  die  vorher  constrnirte  der  Ein- 
griffslinie. Dnrch  diese  Tangente  ist  bekanntlich  der  momentane  Be- 
wegungsznstand  der  Stangen  (Glieder)  CE  und  ED  vollkommen  be- 
stimmt 

Der  Mechanismus  in  Fig.  2.,  welcher  als  sechsgliederige  Cy- 
linderkette  in  der  Maschinenwissenschaft  bekannt  ist,  findet  An- 
wendung bei  der  Quintenzwaage  bei  einer  besondere  Art  der  Stephen- 
sou’schen  Locomotivstcuerung,  bei  der  Hart'schen  Geradführung 
n.  s.  w. 


Man  kann  nun  sagen,  dass  in  Bezog  auf  die  Bewegung  des 
Punktes  E 'der  Mechanismus  in  Fig.  1.  mit  dem  Mechanismus  in 
Fig.  2.  momentan  identisch  ist  Sind  die  Punkte  C und  D in  beiden 
Figuren  zugleich  die  Krümmungsmittelpunktc  der  Curven  MN  und 
UV,  so  sind  beide  Mechanismen  in  Bezug  auf  die  Bewegung  des 
Punktes  E doppelt  momentan  identisch,  d.  h.  die  von  E beschrie- 
benen Curven  beider  Mechanismen  haben  dieselben  Krümmungs- 
radien. Die  Constructiou  dieser  Krümmungsradien  werden  wir  in 
einer  späteren  Abhandlung  geben.  Sind  endlich  die  Curven  MN  und 
UV  Kreise  und  die  Punkte  C und  T)  beider  Figuren  derselben  ihre 
Mittelpunkte,  so  sind  beide  Mechanismen  in  Bezug  auf  die  Bewegung 
des  Punktes  E absolut  und  continuirlich  identisch.  Interessant  ist  der 
Specialfall,  wenn  die  Schlitze  geradlinig  sind,  und  deren  Mittellinien 
durch  die  Punkte  A uud  H bindurcligeUen,  es  fallen  dann  die  Punkte 
C und  D in  die  Unendlichkeit  (Fig.  3.)  und  die  von  E beschriebene 
Curve  ist  die  feste  Polcurvo  einer  beweglichen  Ebene,  deren  Punkte 
F und  fr  um  A und  B Kreise  beschreiben.  Um  die  Tangente  an 
die  Folcurve  zu  zeiebuen,  braucht  man  nur  EQ  zu  ziehen  und  zu 
EU  die  Coordinirte  ET  zu  construiren,  letztere  ist  die  verlangte 
Tangente.  Ebenso  werden  wir  in  der  späteren  Abhandlung  den 
Krümmungsradius  der  Polcurve  finden;  eiue  allgemeine  Lösung  seiner 
Construction  ist  meinem  Wissen  nach  bis  jetzt  noch  nicht  gegeben 
worden. 

Um,  wenn  auch  nicht  die  Tangente,  sondere  die  Normale  der 
von  E beschriebene  Curvo  (Fig.  1.)  zu  finden,  kann  man  auch  fol- 
gendermaasseu  verfahren : Man  bilde  die  Schnittpunkte  L und  K der 
Linie  F6  mit  CE  und  ED.  Hierauf  bilde  man  den  Schnittpunkt  V 
der  Geraden  LA  und  KB,  zieht  man  nun  die  Gerade  l'E,  so  ist 
diese  die  verlangte  Normale.  (Diese  Construction  haben  wir  in  der 
vorher  genannten  Abhandlung  in  den  Verhandlungen  des  Vereins  z. 
Beförderung  des  Gewerbfleisses  (Seite  438 — 139)  gegeben.)  Es  wäre 
wol  interessant,  den  Zusammenhang  dieser  Normalenconstruction 
mit  der  vorher  gegebenen  Tangentenconstruction  zu  finden. 
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Die  Derivirten  der  beiden  Formen 

f'  ~ 2 0a:,’  9‘  ~ 2 dyi  n) 

sind  durch  die  Relationen  verbunden: 

9>{y P yt,  y«)  *=■  (*j,  a-j,  ...  x„).eu  — 

k — 1,  2,  ...  n 
= 2fk(eu,  egt,  ...  c,„) . xt 
* - 1,  2,  ...  « 


Die  transformirte  Form  enthält  y,  nicht,  wenn  y,  = 0,  also 

fk(cu,  Cii,  ...  <?„,)  =0  (i-  — 1,  2,  ...  «) 

sind.  Dann  verschwindet  aber  die  Determinante  der  quadratischen 
Form  f : 

D = | «ft  | 

«,  i — 1,  2,  ...  n 

Hieraus  folgt: 

1.  Wenn  D nicht  = 0 ist,  so  kann  die  Anzahl  der  Veränder- 
lichen durch  lineare  Transformation  nicht  verringert  werden; 

2.  wenn  D = 0 ist,  30  ist  die  Reduction  möglich,  und  zwar 
können  ebenso  viele  Veränderlichen  weggeschafft  worden,  wie  viele 
linear  von  einander  unabhängige  Lösungen  das  Gleichungssystem: 

fi(xt,  *»,  ...  x„)  = 0 (f 1—  1,  2,  ...  n) 

zulässt. 

n. 


Es  seien  D und  die  sämtlichen  Diagoualuuterdeterminanten 
bis  zum  (m-f-l)-ten  Grade  =0,  während  die  Diagonalunterdeter- 
minante m-ten  Grades 

tl  = | an  | 

«,  k ■=  1,  2,  ...  m 

nicht  verschwinde. 

i»  > 0 , denn  wenn  die  sämtlichen  Diagonalunterdeterminanten 
zweiten  (n »an  — «*')  und  ersten  (a„)  Grades  verschwinden,  so  ver- 
schwinden auch  die  sämtlichen  Elemente  von  D , dieser  Fall  kann 
aber  ausgeschlossen  werden. 

Wir  bezeichnen  mit  daf  die  Determinante  (m-f-l)-ten  Grades, 
die  aus  rf  hervorgeht  durch  HiuzufOgnng  der  «-ten  Reihe  und  der 
(3-ten  Colonne  von  /?,  als  (m-(-l)-te  Reihe  resp.  Colonne. 
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g(yi,  y«>  y»>)  — £a*y,yt 

i,  k = 1,  2,  ...  m 

sein  mit  der  nicht  verschwindenden  Determinante  d.  Die  Anzahl 
der  Veränderlichen  kann  also  durch  lineare  Transformation  nicht 
weiter  redneirt  werden. 

Klansenbnrg  (Ungarn)  1887  Juni 

Prof.  Dr.  J.  Välyi. 


4. 


Zur  Funetion  r(x \ 


Seien  a und  n ganze  Zahlen,  dann  wird  offenbar 


nm 


limUfn-j-n)  ■=»  limpf(n)  lim»  =oo 


lim  g = limn(n-f-l) ...  (»i-j-a— 1)  = lim «“  •••  jl 

oder 


daraus 

und 


lim  g 


lim  n =■  oc 


limr'(a  + n)  ■=  lim  nar(n)  limn=ac 

limn«  + a)-J>)=limr(ii)n“-l 


Ersetzen  wir  nun  n durch  x,  « durch  fix,  so  wird 

tir(x) 


dx 


F(x)  log* 


Schreiben  wir  nun  nx  an  die  Steile  von  x,  so  folgt 

f dnZ  = J (lo6*  + loK  ")««**+* 

log  r(i*x)  =»  njxlogx  — xj  -|-  nx  log  n -J-  c 


oder 
und  demnach 


lim  - {log.T(«x) — nx)  =»  xlogx  — x lim«  = ao 

Wir  haben  also  durch  ziemlich  einfache  Betrachtungen  eine  lleihc 
von  Sätzen  gewonnen,  die  sonst  auf  einem  viel  umständlicheren 
Wege  abgeleitet  werden. 

Prag,  im  Juni  1887.  W.  Laska. 
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S.  Realis:  Giovanni  Plana,  geboren  zu  Voghera  den  8.  No- 
vember 1781,  gestorben  zu  Tnrin  den  29.  Januar  1864. 

Ch.  Henry:  Ueber  einige  ungedruckte  Blätter  von  Lagrange. 
— Ungedruckte  Briefe  von  Euler  an  d’Alembert  — Ungedruckte 
Briefe  von  Laplace,  veröffentlicht  mit  eiuer  ersten  Redaction  seiner 
Methode  die  Kometenbahnen  zu  bestimmen  und  einer  Notiz  Ober  die 
Manuscripte  von  P i n g r e. 

E.  Narducci:  Ungedruckte  Lebensbeschreibungen  italienischer 
Mathematiker,  verfasst  von  Bernardino  Baldi. 

J.  Dupuis:  Note  über  eine  geometrische  Stelle  der  Republik 
des  Platon.  — Note  über  eine  geometrische  Stelle  des  Menou  von 
Platon.  H. 


Bibliotheca  Mathematica  herausgegeben  von  Gusta  f Eneström, 
Stockholm  1836.  E.  u.  G.  Beijer.  Berlin,  Mayer  u.  Müller.  Paris, 
A.  Hermann.  4°. 

Mit  diesem  Baude  scblicsst  die  erste  Reihe  der  Bibliotheca 
Mathematica,  welche  seit  1884  (s.  litt  Bericht  11.  S.  37)  im  An- 
schluss an  die  Acta  Mathematica  und  iu  gleichem  Format  mit  den- 
selben erschienen  ist.  Er  besteht  aus  4 Numeru,  deren  jede  für 
sich  mit  dem  alphabetischen  Verzeichniss  der  Werke,  Abhandlungen 
und  Noten,  dann  der  Receusionen  beginnt.  Die  darin  berücksich- 
tigten Journale  sind  in  Nr.  4 aufgeführt.  Hierauf  folgt  ein  sachlich 
eingeteiltes  Register  der  Namen  der  Verfasser  mit  Verweisung  auf 
die  Numeru.  Unter  den  vermischten  Notizen  ist  in  Nr.  1.  und  2. 
besonders  zu  nennen  die  Kritik,  welche  B.  Boncompagni  der 
Schrift  von  Maximilien  Marie:  „Sur  l'histoire  des  Sciences  mathe- 
mati(|ues  et  physiques“  — zuteil  werden  lässt,  indem  er  derselben 
zahlreiche  Uugenauigkeiten  und  Mängel  in  den  Angaben  nachweist. 
— L.  De  Marchi  rechtfertigt  die  Namensangabe  „Maurolicio“  statt 
der  gewöhnlichen  „Maurolico“;  doch  mag  der  Name  von  dem  Mes- 
siner  Mathematiker  selbst  verändert  worden  sein;  man  findet  dafür 
auch  Maruli.  — Eneström  stellt  in  Nr.  1.  2.  und  3.  die  in 
Schweden  publicirten  Schriften  von  Ausländern  und  schwedische 
Uebersetzu ngen  ausländischer  Werke  zusammen.  — S.  Günther  zieht 
den  Anteil,  den  Albrecht  Dürer  an  der  Begründung  der  Curventheorie 
hat,  ans  Licht.  — P.  Mansion  und  G.  Eneström  geben  histori- 
sche Aufschlüsse  über  Newton’s  allgemeine  Iuterpolationsformel.  — 
Ausserdem  sind  in  den  einzelnen  Numeru  mehrere  Fragen  gestellt 
und  1 Beantwortung  gegeben.  H. 
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graphischen  und  mechanischen  Hülfsmittel  der  Rechnung,  die  Theorie 
der  Beohachtungsfehler,  die  Ausgleichung  derselben  nach  der  Methode 
der  kleinsten  Quadratsummen,  das  Feldmessen,  hierzu  das  Abstecken 
von  Linien  zur  Lilngenmessung,  die  Winkelabsteckung  zur  Coordi- 
natcnaufnahme,  die  Messtischaufnahme,  die  Theodolitaufnahme,  Po- 
lygonmcssnng  und  Triangulation,  die  Ilussolenaufnahme,  das  Ent- 
werfen der  Situationspläne  und  die  Flächenberechnung,  die  Flächen- 
teilung, das  Abstecken  langer  gerader  Linien,  die  Curvenabsteckung. 

H. 


Anleitung  zur  Berechnung  geodätischer  Coordinaten.  Von  Prof. 
Dr.  Otto  Börsch,  Sectionschef  im  Königl.  preussischen  geodäti- 
schen Institut.  Mit  zwei  Figurentafeln.  Zweite,  volls'ändig  umge- 
arbeitete und  vermehrte  Auflage.  Cassel  1885.  A.  Freyschmidt. 
165  S. 

Das  Buch  setzt,  nach  der  Abfassangsweise  zu  urteilen,  ein  ge- 
wisses Mass  mathematischer  und  das  volle  Mass  technischer  Kennt- 
nisse voraus  und  gibt  dom  mit  der  hohem  Gcodäsio  Vertrauten  die 
zur  Praxis  erforderlichen  factischen  Angaben  in  Grössen  und  For- 
meln. Obwol  die  Titel  der  Abschnitte:  Mathematische  Hülfslebren, 
Erdsphäroid,  geodätische  u.  zw.  geographische,  rechtwinklig  sphäroi- 
dische,  rechtwinklig  sphärische,  rechtwinklig  eheuo  Coordinaten,  Auf- 
lösung einiger  geodätischen  Aufgaben  — auf  cinon  fortschreitenden 
Entwickelungsgang  biudeuten,  so  findet  man  die  entsprechende  Tren- 
nung und  Ordnung  des  Stoffs  iu  der  Ausführung  nicht  beobachtet 
Möge  der  Leser  cutscheidcu,  ob  ihm  die  gegebenen  Erklärungen 
und  die  Anordnung  des  Buchs  zum  Gebrauche  ausreichend  scheinen. 
Die  2.  Auflage  berichtigt  zahlreiche  Fehler,  die  durch  die  notwen- 
dige Eile  in  der  ersten  Abfassung  entstanden  sind.  H. 


Erd-  und  Himmelskunde. 

Elemente  der  theoretischen  Astronomie  für  Studirende  bearbeitet 
von  Dr.  Karl  I srael -Hol t z wart,  Realgymnasial-Oberlehrer  zu 
Frankfurt  a.  M.  Wiesbaden  1886.  J.  F.  Bergmann.  711  S. 

Das  Buch  ist  im  echten  Sinne  für  Studirende  verfasst,  d.  li.  es 
gibt  nicht  Unterweisung  in  der  ausübenden  Astronomie,  sondern  de- 
ducirt  die  Lösung  von  deren  Aufgabe  aus  mathematischen  Principien. 
Diese  Lösung  wiederum  ist  nicht  bloss  aus  den  Quellen  zusammeu- 
gestcllt,  souderu  nach  eigner  Methode  des  Verfassers  verarbeitet  und 
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eine  andre  wird  auch  hier  nicht  gesucht.  Die  Geographie  bietet  in 
grosser  Mannichfaltigkeit,  extensiv  und  intensiv,  quantitative  Fragen 
dar,  die  der  Mathematik  zufallen.  Es  kam  nur  darauf  an  die  spre- 
chendsten Beispiele  hierzu  in  vielseitigster  Weise  vor/.uführen , was 
denu  auch,  mit  Beginn  in  der  alten  Geschichte  (Name  „Geometrie“ 
als  deutlicher  Beleg)  geschehen  ist.  Wir  wollen  indes  nur  solche 
Punkte  hervorheben,  in  welchen  disputabcle  Ansichten  des  Verfassers 
enthalten  sind.  Er  führt  aus,  dass  mit  der  Bezeichnung  „Geogra- 
phie“ die  Doctrin  zu  eng  gefasst  und  ihr  durch  Beschränkung  auf  die 
beschreibende  Methode  ein  wesentliches  Bildungselcment,  somit  ein 
grosser  Teil  des  Interesses  entzogen  werde;  er  befürwortet  daher 
den  umfassenderen  Namen  „Erdkunde“.  Da  ist  es  denn  zuuächst 
auffallend,  dass  er  von  der  „Geologie“  — ein  Wort  das  als  solches 
gleichbedeutend  mit  „Erdkunde“  ist  — gar  nicht  spricht.  Die  gewöhn- 
liche Einteilung  der  Geographie  in  mathematische,  physische  und 
politische  wird,  als  wäre  sie  nur  eben  herkömmlich,  kaum  berührt, 
uud  was  wir  als  Gebiet  der  Geologio  betrachten,  die  Genesis  des 
Erdkörpers,  mit  in  die  zur  Erdkunde  erweiterte  Geopraphie  gezogen. 
Die  bisherige  Spaltung  des  Lehrstoffs  wird  verworfen  ohne  deren 
praktische  Gründe  zu  erwägen.  Dass  jede  Forschung  vor  allen  Er- 
klärungsideen die  Tatsachen  ins  Auge  fassen  muss,  dass  für  die  Erd- 
kunde die  Tatsachen  ein  sehr  weites  Gebiet  umfassen,  und  dass 
dieser  Umstand  nns  nötigt  hei  der  Beschreibung  länger  zu  verweilen 
als  in  andern  Wissenszweigen,  ist  ganz  unbeachtet  geblieben.  Ztlr 
Rechtfertigung  möchte  man  vielleicht  anführen,  es  handele  sich  um 
das' Verfahren  au  Hochschulen,  wo  eine  genügende  Kenntniss  der  zu 
beschreibenden  Gegenstände  vorausgesetzt  werden  könne.  Allein 
einerseits  ist  von  verschiedenem  Verfahren  für.  verschiedenen  Stand- 
punkt der  Hörer  gar  nicht  die  Rede;  andrerseits  liegen  zwei  kurze 
Acusserungen  vor,  die,  da  sie  nicht  näher  erläutert  siud,  ein  sehr 
charakteristisches  Licht  auf  die  Auffassung  zu  werfen  scheinen,  die 
dem  Auftreten  zu  Grunde  liegen  möchte.  Die  Gestaltung  der  Erd- 
oberfläche ist  zum  Thoil  Werk  der  Natur,  zum  Teil  Werk  der  Men- 
schen, infolge  dessen  verzweigt  sich  auch  dio  derselben  gewidmete 
Doctrin,  und  wendet  sich  der  eine  Zweig  der  Physik,  der  andre  der 
Völkorgeschichte  zu.  Der  Verfasser  versucht  nun  auf  Seite  2.  die 
Einheitlichkeit  der  Erdkunde  dadurch  zu  retten,  dass  er  gestützt  auf 
bekannte  und  berüchtigte  Philosophen»  dio  menschlicho  Tätigkeit 
für  Naturwirkung  ausgibt.  Wir  wollen  auf  den  logischen  Fehler 
jener  Philosophcme,  die  Verwechselung  der  vom  Menschen  geübten 
Combination  der  Naturkräfte  mit  den  Naturkräften,  nicht  eingehen, 
sondern  fragen  nur,  ob  der  Verfasser,  wenn  nach  seiner  Ansicht  die 
Entstehung  von  Städten  Naturwirkung  ist,  den  Begiun  der  Wissen- 
schaft solange  vertagen  will,  bis  diese  Wirkung  erkannt  ist,  und  die 


Digitized  by  Googl 


Image 

not 

a vailable 


8 


Litterariecher  Bericht  XX. 


II.  Teil  das  helle,  aber  auch  zum  Dunkelmachen  eingerichtete  Ca- 
binct;  der  III.  Teil  die  Aufnahme  der  Himmelsobjecte  überhaupt, 
dann  im  einzelnen  die  der  Sonne,  des  Mondes,  der  Planeten  nnd 
Kometen,  der  Fixsterne,  der  Sternschnuppen,  des  Nordlichts,  der 
Blitze,  der  Corona,  Chromosphärc  und  Sonnenflecke,  der  Fixstern- 
spoctra,  und  zwar  werden  sowol  die  Vorschriften  für  das  Verfahren 
als  auch  die  Berichte  über  ausgeführte  Aufnahmen  gegeben.  H. 


Meteorologische  Zeitschrift.  Herausgegeben  von  der  Ocster- 
rcichischen  Gesellschaft  für  Meteorologie  und  der  Deutschen  Meteo- 
rologischen Gesellschaft.  Redigirt  von  Dr.  J.  Hann  (Wien,  Hohe 
Warte)  und  W.  Köppen  (Hamburg,  Seewarte).  Dritter  Jahrgang 
1886.  (zugleich  XXI.  Bd.  d.  „Zeitschr.  d.  Oesterr.  Ges.  f.  Met.“) 
Berlin,  A.  Asher  u.  Co. 

Dieser  Jahrgang  ist  der  erste,  welcher  von  beiden  Gesellschaften 
gemeinschaftlich  herausgegeben  wird  Die  Zeitschrift  erscheint  in 
monatlichen  Heften  (zu  48  Seiten) , deren  jedes  erst  3 oder  4 Auf- 
sätze, dann  eine  grössere  Anzahl  kleinerer  Mitteilungen,  dann  einen 
Litteraturbericht  enthält..  Die  Aufsätze  im  vorliegenden  Jahrgänge 
sind  folgende. 

A.  Wocikof:  Klima  an  der  Lenamündung  nach  einjährigen 
Beobachtungen. 

O.  Jcssc:  Die  auffallenden  Abenderscheinungen  am  Himmel  im 
Juni  und  Juli  1885. 

H.  Hildcbrandsson:  Die  mittlere  Bewegung  der  oberen 
Luftströme. 

F.  Erk:  Der  Föhnsturm  vom  15.  und  16.  Oct.  1885  und  seine 
Wirkungen  im  baierischen  Gebirge. 

A.  Magelssen:  Ueber  Wellcnbildungen  in  der  jährlichen  Pe- 
riode der  Lufttemperatur.  — Temperaturverhältnisso  kommender  Jahre. 

J.  Liznar:  Einfluss  des  Mondes  auf  die  mcteorol.  Elemente 
nach  den  Beobachtungn  zu  Batavia.  — Das  Klima  von  Batavia. 

W.  Scbaper:  Ueber  die  Bestimmung  der  magnetischen  lucli- 
nation  mittels  Erdinductor  und  Telephon. 

J.  Hann:  Zur  Kenntniss  der  Verteilung  des  Luftdruckes  auf 
der  Erdoberfläche.  — Gewitterperioden  in  Wien. 

H.  Hoffmann:  Pbänologische  Studien. 

E.  Jhne:  Karte  der  Auf  blühzeit  von  Syringa  vulgaris  in  Europa. 

P.  Schreiber:  Einige  Umformungen  der  Formel  für  barome- 
trische Höhenmessungen  zur  Verwendung  bei  Reduction  von  Baro- 
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Physik. 

Thcrmodynaniique.  Par  J.  Bertraud,  do  l'Academic  Fran- 
^aise,  Secretairo  perpetuol  do  l’Academie  dos  Sciences.  Paris  1887. 
Gauthier-Villars.  294  S. 

Eine  ncnc  Bearbeitung  der  Wärmetheorie  nach  ihrem  heutigen 
Standpunkt  unternimmt  der  Verfasser  aus  dem  Gesichtspunkt  der 
strengst  möglichen  logischen  Kritik.  Er  sagt,  man  köunc  in  dieser 
Beziehung  nicht  alles  leisten,  aber  doch  sehr  viel  bessern  und  die 
hauptsächlichen  logischen  Mängel  beseitigen.  Seine  logischen  Grund- 
sätze hat  er  nicht  formulirt  ausgesprochen,  sondern  nur  in  Beispielen 
angedeutet,  aus  denen  sie  sich  einigermasseu  abstrahiren  lassen.  Er 
rttgt  cs,  dass  mau  Ideen  als  Axiome  — sei  eB  als  Hypothesen  oder 
als  ursprünglich  gewiss  — betrachtet,  in  denen  notwendige  Fragen 
gar  nicht  zum  Bewusstsein  gezogeu  sind.  Hiermit  ist  in  der  Tat  ein 
herrschender  Fehler  der  Forschungslogik  aus  Licht  gezogen,  der  sich 
aber  weit  bestimmter  bezeichne  lässt,  wenn  man  nur  nicht  bei  der 
vagen  Auffassung  des  Wesens  der  Hypothese  stehen  bleibt,  welche 
darin  nichts  als  eine  interimistische  Stütze  einer  noch  unfertigen 
Theorie,  statt  eines  wesentlichen  Elemeuts  alles  exacten  Wissens 
Bicht.  Theorie  hat  nur  Sinn  relativ  zur  Hypothese,  und  umgekehrt, 
uud  apriori  hat  nur  Siun  in  der  Anwendung  der  (empirisch  be- 
festigten) Theorie  auf  die  neue  Wirklichkeit.  Ltie  angebliche  Er- 
kenntnis* apriori,  in  welcher  der  Verfasser  die  Nennung  der  wesent- 
lichen Momente  vermisst,  ist  eben  nichts  als  ungeprüfte  Meinung. 
Mit  Recht  begrüsst  mau  den  ersten  verbindenden  Gedanken  (z.  B. 
Descartcs : Erhaltung  der  Kraft,  Schiaparelli : Identität  von  Kometen 
und  Sternschnppen)  als  grosso  Entdeckung.  Mit  ihm  ist  der  Bacil- 
lus, die  Universal-Ursache  der  Erscheinung  aufgewiesen  und  die 
Hoffnung  auf  ihre  Erklärung  erweckt.  Aber  von  da  an  können  Jahr- 
hunderte vergehen,  ehe  es  den  Anstrengungen  der  Forscher  gelingt, 
eine  brauchbare  Hypothese,  d.  h.  nicht  nur  im  allgemeinen  haltbar,  son- 
dern auch  nach  allen  Seiten  ausscbliesseud  und  nur  soviel  unbestimmt 
lassend,  als  im  Gedanken  durchlaufen  werden  kanu,  aufzufinden.  Der 
sehr  verbreitete  Fehler,  um  den  cs  sich  handelt,  ist  die  Verwechse- 
lung jenes  verbindenden  Gedankens,  dem  zur  Erklärung  der  Erschei- 
nung das  Notwendigste  noch  fehlt,  mit  der  Hypothese  als  definitiver 
Errungenschaft.  Im  Vorliegenden  geht  der  Verfasser,  nachdem  er 
in  der  Kürze  eine  Uebersicht  Uber  die  Wärmethoorie  für  vollkommene 
Gase  gegeben  hat,  vom  ersten  verbindenden  Gedanken  aus,  den  er 
Sadi  Carnot  zuschreibt,  entwickelt  zuerst  dessen  Ideen,  dann  die 
Ideen  von  Robert  Mayer  und  geht  dann  zu  Theoremen,  zunächst 
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Porto,  Antigo  Professor  na  Univcrsidado  de  Coimbra,  Socio  de  Aca- 
demia  das  Sciencias  de  Lisboa,  etc.  Vol.  VII.  Coimbra  1886.  Im- 
pronsa  da  Universidade. 

Der  7.  Band  enthält  folgende  Abhaudlnngou  and  Noten. 

E.  Cesiro:  Arithmetische  Bemerkungen.  — Auszüge  aus  einem 
Briefe  an  Herrn  d’Ocagnc.  — Bemerkungen  über  die  Theorie  der 
Reihen. 

J.  C.  d'Oliveira  Ramos:  Uebcr  die  Zerlegung  der  Kreis- 
funciiouen. 

Ramos  und  Casimiro  J.  de  Faria:  Ueher  die  Coeffieicnten 
der  Formel,  welche  die  Derivirte  beliebiger  Ordnung  der  zusammen- 
gesetzten Functionen  gibt. 

M.  d’Ocagne:  Ueber  gewisse  Bestimmungen  von  Grenzwerten; 
mittlere  Grenzwerte  zweier  Zahlen.  — Auszug  aus  einem  Briefe  an 
F.  Gomes  Teixeira.  — Ueber  gewisse  arithmetische  Summationen.  — 
Uebcr  gewisse  symmetrische  Functionen;  Anwendung  auf  die  Berech- 
nung der  Summe  gleichhoher  Potenzen  und  Wurzeln  einer  Gleichung. 
— Ueber  die  rectiticabeln  Ellipstnbogen. 

L.  F.  Marrccas  Ferreira:  Ueber  die  Theorie  des  Hyper- 
boloids. 

J.  M.  Rodrigues:  Theorie  der  Rotation. 

H.  le  Pont:  Geometrische  Note.  — Neuer  Beweis  des  Ch.  Du- 
pin’scheu  Satzes.  - Note  über  die  Bewegung  eines  von  festem  Cen- 
trum aus  getriebenen  materiellen  Punktes. 

Gino  Loria:  Note  über  die  Multiplicatiou  zweier  Determi- 
nanten. — Ueber  eine  Eigenschaft  der  Determinante  einer  Ortho- 
gonalsubstitutiou. 

. Rodolpho  Guimaräes:  Ueber  einen  Satz  betreffend  die  Ver- 
gleichung von  Ellipscnbogen. 

J.  Bruno  de  Cabcdo:  Ueber  eine  Formel  von  Taylor. 

F.  Gomes  Tcixeira:  Anwendungen  dor  Formel,  welche  die 
Derivirten  beliebiger  Ordnung  der  Functionen  von  Functionen  gibt. 

Duarte  Leite:  Ueber  den  trausceudouten  Teil  des  Integrals 
einer  rationalen  Function.  H. 


American  Journal  of  Matbematics.  Simon  Newcomb,  Editor. 
Thomas  Craig,  Associate  Editor.  Published  under  the  Auspices 
of  the  Johns  Hopkins  University.  Volume  IX.  Baltimore  1887. 
Publication  Agency  of  the  Johns  Hopkins  University. 
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C.  G.  Knott:  Elektrischer  Widerstand  von  Nickel  bei  hohen 
Temperaturen.  — Elektrische  Eigenschaften  des  hydrogenisirten  Pal- 
ladiums. II. 


Nova  Acta  Regiae  Societatis  Scieutiarum  Upsalicnsis.  Seriei 
tertiae  Vol.  XI II.  1886. 

Von  den  im  13.  Bande  enthaltenen  11  Abhandlungen  gehört  eine 
der  Mathematik,  eine  der  Physik  an;  diese  sind: 

A.  Berger:  lieber  eine  Anwendung  der  Theorie  der  binomi- 
schen Gleichungen  zur  Summation  einiger  Reihen. 

K.  A“ngström:  Ueber  eine  neue  Methode  absolute  Messungen 
der  strahlenden  Wärme  zu  machen,  sowie  ein  Instrument  um  die 
Sonnenstrahlung  einzuregistriren.  II. 


Annuaire  de  l’observatoire  de  Montsouris  ponr  l’an  1887.  Me- 
teorologie, agriculture,  bygiöue.  Paris.  Gauthier-Villars. 

Der  diesjährige  Band  enthält  ausser  dem  Kalender  die  tabellari- 
schen Resultate  der  in  Puris  und  auf  dum  Moutsouris  gemachten 
meteorologischen  Beobachtungen,  insbesondere  betreffend  die  Sonnen- 
strahlung, Kälte,  Wasserdampfspanuung,  Feuchtigkeit,  Lufttemperatur, 
Regenmenge,  Erdmagnetismus  uud  den  Wind;  ferner  die  chemische 
Untersuchung  der  Luft,  des  meteorischen  und  ffiessendeu  Wassers; 
schliesslich  die  9to  Abhandlung  von  Dr.  Miqnel  Uber  die  Bactericn 
der  Pariser  Luft.  H. 
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sind,  hat  'der  Verfasser  die  entgegengesetzte  Wahl  getroffen.  Man 
sollte  meinen,  dass  der  Ansfall  der  Bearbeitung  den  Misgriff  deut- 
lich genug  an  den  Tag  brächte.  Die  Operationen  werden  erst  ins- 
gesamt, dann  einzeln  behandelt  ln  dem  Capitel  von  der  einzelnen 
wird  eine  alle  Fälle  umfassen  sollende  Definition  an  die  Spitze  ge- 
stellt, eine  Definition  die  vom  Begriffsinhalt  gar  nichts  sagt,  sondern  ihn 
nur  durch  Bedingungen  umgrenzt,  überdies  auf  keinen  Specialfall  an- 
wendbar ist,  sondern  nur  verschiedene  in  Beziehung  setzt.  Der  Schaler 
wird  daher  weder  aus  ihr  den  Sinn  der  Operation  verstehen  lernen,  noch, 
wenn  sie  ihm  bereits  bekannt  ist,  Einsicht  gewinnen,  ob  sie  mit  seinem 
Begriffe  vereinbar,  ob  sie  richtig  oder  vielmehr  — dass  sie  falsch  ist 
Nun  werden  durch  Spedalisirung  eine  Reihe  arithmetische  Sätze  als 
leichte  Folgerungen  aus  der  Definition  gezogen,  endlich  eine  An- 
zahl Beispiele  gerechnet.  Letztere  holen  dann  leidlich  das  Versäumte 
nach  und  können  allenfalls  einen  Begriff  von  der  Operation  geben, 
sogut  er  eben  in  der  elementaren  Rechenschule  gegeben  wird.  Ein 
Beispiel  einer  solchen  Definition  ist  die  folgende.  (S.  32.)  „Mul- 
tiplication ist  das  Ableiten  einer  Zahl  (Product)  aus  zwei  oder  mehr 
Zahlen  (Factoren),  wenn  sie  von  diesen  so  abhängig  ist,  dass  das 
Resultat  0 ist,  wenn  irgend  einer  der  Factoren  0 ist,  und  dass,  wem 
au  die  Stelle  irgend  eines  der  Factoren  alle  seine  Summauden  ein- 
zeln eintreten,  die  Summe  dieser  Eiuzeiresultate  gleich  dem  zu 
suchenden  Resultat  ist.“  Die  Operation  des  Multiplicirens  bleibt 
hiernach  Problem,  nicht  einmal  eine  Probe  irgend  eines  Resultats 
ist  aufgestellt;  mau  weiss  nur,  wenn  mehrere  Resultate  vorliegen 
nnd  der  Bedingung  nicht  entsprechen,  dass  mindestens  eines  falsch 
sein  muss,  nicht  aber,  welches.  Die  Bedingung  ist  nur  eine  Um- 
schreibung der  Functionsglcichung  f(*-\-y)  — anzuwenden 

üuf  jeden  Factor.  Es  ist  klar,  dass  diese  Bestimmung  der  Function 
nicht  ausreiebt;  es  muss  auch  ein  Specialwert  gegeben  sein,  nnd 
hierfür  ist  der  aufgestellte  Specialwert  f( 0)  — 0 gerade  der  einzig 
unbrauchbare;  überdies  ist  er  ganz  überflüssig,  da  er  schon  ans 
/(x+0)  =■/(*) +A0)  folgt.  Demnaeh  bedarf  die  Definition  einer 
zweifachen  Berichtigung.  Allein  mit  der  leichten  Ergänzung  und 
Beseitigung  ist  es  nicht  getan,  Es  müssten  auch  alle  Folgerungen 
darnach  revidirt  werden.  Unter  den  Beweisen  stützen  sich  manche 
stillschweigend  darauf,  dass  das  Product  durch  die  Factoren  be- 
stimmt wäre,  was  zu  beweisen  gar  nicht  versucht  ist;  ein  Beweis 
(Satz  12.)  ist  geradezu  falsch,  weil  er  das  Zubeweisende  voranssetzt; 
ausserdem  würde  der  Nachweis  des  Zutreffens  des  Specialwerts  über- 
all hinzukommen  müssen.  Im  ganzen  kaun  daher  fast  nichts  stehen 
bleiben.  Im  Vorwort  äussert  der  Verfasser,  die  Algebra  müsse  den 
Schüler  ihre  Wahrheiten  an  sich  erkennen  lassen.  Gesetzt,  jene 
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Dcductionen  und  Beweise  werden  nicht  geführt,  überhaupt  die  logi- 
sche Tätigkeit  nicht  zum  Bewusstsein  gebracht.  Doch  wird  die  Be- 
gründung jeder  Lehre  am  Beispiele  derart  dargetan,  dass  die  Allge- 
meingültigkeit vollkommen  einleuchtet  Erläuterungs-  und  Uebungs- 
beispiele  gibt  das  Buch  in  grosser  Anzahl.  Nach  allem  erzielt  es 
vollständige  Kenntinss  und  praktische  Fertigkeit  Auf  das  Studium 
hat  es  in  keiner  Weise  hingearbeitet;  doch  stehen  die  dadurch  bei- 
gebrachten Begriffe  mit  der  Wissenschaft  im  besten  Einklang. 

H. 


Die  Elemente  der  Geometrie  für  den  Schulunterricht  bearbeitet 
von  II.  Seeger,  Director  des  Realgymnasiums  zu  Güstrow.  Mit 
sechs  Figurentafeln.  Wismar  1887.  Hinstorff.  211  S. 

Die  Eigentümlichkeit  der  vom  Verfasser  gewählten  Lehrmethode 
gibt  sich  Bchon  in  der  Anordnung  des  Lehrstoffs  zu  erkennen.  Die 
Hauptabschnitte  sind  nämlich:  Die  geometrischen  Grundgebilde  nud 
ihre  elementaren  Eigenschaften;  die  Lehre  von  der  Aehnlichkeit; 
Anwendung  der  Algebra  auf  dio  Geometrie;  Bruchstück  aus  der 
neueren  Geometrie;  6 Anhänge;  Aufgaben.  Zunächst  findet  man, 
dass  die  Lehre  von  der  Flächenglcichheit  im  Verzeichniss  ganz  fehlt. 
Auf  die  Congruenz  folgt  sogleich  die  Aehnlichkeit,  daun  die  rech- 
nende Geometrie.  Offenbar  ergeben  sich  manche  Sätze  über  Flächen- 
gleichbeit von  selbst  aus  der  Inhaltsrechnung:  Dreiecke  von  gleicher 
Basis  und  Höhe  sind  gleich , weil  man  ihren  Inhalt  aus  beiden  be- 
rechnet. Dass  indes  der  Verfasser  ans  diesem  Gründe  das  ganze 
Lehrgebiet  der  Verwandlung  der  Figuren  für  überflüssig  gehalten 
haben  sollte , würdo  kaum  glaublich  scheinen , wenn  nicht  weitere 
Bestätigungen  hinzukämen.  Sehen  wir  erst  zu,  wie  mangelhaft  der 
Rechtfertigungsgrund  ist.  Dass  man  alle  elementaren  Arealrelationen 
nachträglich  aus  den  Inhaltsformeln  herleiten  kann,  sei  zugegeben. 
Unmittelbar  evident  sind  daraus  die  wenigstens.  Soll  aber  dies  der 
einzige  Weg  sein,  auf  dem  der  Schüler  dio  ersteren  kennen  lernt, 
so  entgeht  ihm  der  einfache  Zusammenhang,  in  welchen  die  con- 
structive  Synthesis  die  ganze  Reihe  von  Verwandlungssätzen  mit  der 
Congruenzlehre  bringt,  uud  Grössenbeziehungen,  die  nach  einander 
durch  leichte  Folgerungen  hervorgehen,  treten  auf  als  bedingt  durch 
die  Genauigkeit  der  Ausmessung,  deren  Theorie  wieder  basirt  werden 
musste  auf  die  complicirte  Unterscheidung  der  commcnsurabeln  und 
incommensurabeln  Linien;  überdies  entgehen  ihm  die  constructiven 
Verwandlungsaufgaben.  Liest  man  aber  die  Bebandlungsweise  des 
Lehrstoffs  vom  3.  Abschnitt  an,  so  kann  man  nicht  weiter  daran 
zweifeln,  dass  der  Verfasser  die  Fähigkeit  des  Construirens  wirklich 
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Elemente  der  reinen  Mechanik  als  Vorstudien  für  die  analytische 
und  angewandte  Mechanik  nnd  für  die  mathematische  Physik  au 
Universitäten  und  technischen  Hochschulen  sowie  zum  Selbstunter- 
richt Von  Dr.  Jos.  Finger,  o.  ö.  Professorder  reinen  Mechanik 
an  der  k.  k.  technischen  Hochschale  und  Docent  an  der  k.  k-  Uni- 
versität za  Wien.  Mit  200  Holzschnitten.  Wien  1886.  Alfred 
Hölder.  792  S. 

Die  2 Jahre  früher  erschienene  erste  Lieferung  ist  im  '2.  litt. 
Bericht  S.  19.  besprochen.  Wie  daselbst  bereits  erwähnt,  ist  als 
oberste  Einteilung  gewählt  die  in  Mechanik  des  Punkts  nnd  des 
Punktsystems,  dann  erst  eine  jede  in  Statik  und  Dynamik.  Die 
Statik  des  Punktes  wird  ent  für  die  Ebene,  dann  für  den  Raum 
behandelt,  eine  Zerlegung  die  nicht  weiter  fortgeführt  wird,  und  die 
bei  analytischer  Methode  sich  wol  stets  als  unpraktisch  erweisen 
möchte.  Weiter  wird  die  Statik  des  Punktes  eingeteilt  in  die 
des  freien  Punktes  und  die  für  feste  Fläche  oder  Linie.  Spedell 
knüpft  sich  an  die  Statik  der  Schwere.  Die  Dynamik  des  Punktes 
wird  erst  für  geradlinige , dann  für  krummlinige  Bewegung  be- 
handelt. Die  Statik  des  Punktsystems  beschränkt  sich  auf  & 
Kette,  d.  h.  auf  den  Fall,  wo  Spannungen  nur  zwischen  den  der 
Reihe  nach  folgenden  Punkten  stattfindon.  In  den  allgemeinen  Prin- 
cipien  der  Mechanik  wird  nachher  Statik  und  Dynamik  in  ununter- 
brochenem Nexus  behandelt,  also  Princip  der  virtuellon  Geschwindig- 
keiten und  Alembert'sches  Princip  unmittelbar  einander  folgend  ent- 
wickelt Dann  geht  das  Buch  ausführlich  auf  die  Mechanik  der 
starren  Körper  ein,  die  sich  in  eine  grössere  Anzahl  allgemeiner 
und  Bpecieller  Teile  scheidet.  Den  Schluss  bilden  die  Principien 
der  Hydromechanik.  Der  Anhang  enthält  die  zum  Verständniss  der 
Mechanik  notwendigen  mathematischen  Grundlagen.  H. 

Methodischer  Leitfaden  der  Physik  und  Chemie.  Für  höhere 
Töchterschulen , Lehrerinnenseminaricn  nnd  Fortbildungsanstalten. 
Bearbeitet  von  Dr.  Karl  Jansen,  Oberlehrer  am  Realgymnasium 
zu  Düsseldorf.  Freibarg  i.  Br.  1887.  Herder.  252  S. 

Das  Buch  ist  in  4 Curee  geteilt.  Von  diesen  umfasst  der  erste 
die  Wärme,  den  Magnetismus,  die  Reibungselektricität  und  den  Gal- 
vanismus, der  zweite  die  allgemeinen  Eigenschaften  der  Stoffe,  die 
Mechanik  der  festen,  der  flüssigen  und  der  gasförmigen  Körper,  der 
dritte  Wellen,  Schall  und  Licht,  der  vierte  ausgewählte  Teile  der 
Physik  nnd  die  Chemie,  eine  Anordnung  die  sich  der  Stufe  desVcr- 
standesentwickelung  anschliesst.  In  jedem  Capitol  wird  eine  nu- 
merirte  Reihe  von  Gesetzen  aufgestellt,  auf  das  eine  und  andre  Ge- 
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gressionen.  Im  Anhang  stehen  Aufgaben  für  dio  Detcrrainanten- 
lehre.  In  12.  Anflage  sind  die  „Beispiele“  sehr  vermehrt,  nnd  ist 
der  Anhang  hinzngekommcn.  Lösungen  sind  nicht  angegeben.* 


H. 


Dr.  Ernst  Kleinpanlsche  Anweisung  znm  praktischen  Rechnen 
Ein  methodisches  Handbnch  für  den  Unterricht  und  Selbstunterricht 
im  Rechnen.  Fünfte,  umgearbeitete  und  erweiterte  Auflage.  Von 
Dr.  F.  Merten 8.  Bremen  1886.  M.  Heinsius.  546  S. 

Das  Buch  ist  eine  methodisch  geordnete  Sammlung  von  Fragen 
nnd  Aufgaben  zur  gründlichen  Erlernung  nnd  Einübung  des  bürger- 
lichen Rechnens  für  Kinder,  bei  denen  man  noch  keinen  Begriff  von 
Zahlen  voraussetzen  darf.  Auch  der  vorausgeschickte  kleine  Auf- 
satz : „Allgemeine  Gesichtspunkte“  — welcher  vielleicht  mit  der  Be- 
zeichnung „Anweisung“  anf  dem  Titel  gemeint  ist,  sofern  dem  Vor- 
wort zufolge  die  neue  Ausgabe  alB  Anweisung  sich  von  dem  Rechen- 
buche selbst  unterscheiden  soll,  ist  der  Hauptsache  nach  nnr  Auf- 
zahlung der  verschiedenen  Seiten,  von  welchen  aus  der  Begriff  der 
Zahlen  und  Operationen  zur  Deutlichkeit  zu  bringen  ist,  welche  man 
aber  aus  der  Reihenfolge  der  Uebungen  schon  besser  und  vollstän- 
diger ersieht  Das  Buch  erscheint  in  3 Heften.  Das  erste  schreitet 
in  stufenweiser  Erweiterung  des  Zahlengebiets  bis  5,  10,  20,  100, 
1000  fort  und  fügt  auf  letzter  Stufe  die  gemeinen  und  Decimal- 
brücbe  hinzu.  Das  zweite  Heft  übt  die  Operationen  an  unbenannten, 
dann  benannten  Zahlen,  dann  Brüchen,  das  dritte  die  bürgerlichen 
und  kaufmännischen  Rechnungsarten  ein.  H. 


Tabellen. 

Vierstellige  logarithmisch-trigonometrische  Tafeln.  Von  Theodor 
Wittstoin,  Dr.  phil.  und  Professor.  Zweite  Auflage.  Hannover 
1887.  Hahn.  20  S. 

Die  1.  Tafel  giebt  auf  4 Seiten  die  Logarithmen  der  Zahlen  lOO 
bis  1899  nebst  Differenzen,  die  2te  auf  2 Seiten  die  Logarithmen 
der  Summen  und  Differenzen  für  die  der  Zahlen,  die  3te  anf  2 
Seiten  die  trigonometrischen  Functionen  für  die  ganzen  nnd  halben 
Grade,  die  4te  auf  6 Seiten  die  Logarithmen  derselben  durch  die 
Sechstel  Grade,  die  6te  auf  auf  2 Seiten  die  Antilogarithmen. 

H. 
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G.  Le  mau:  Note  betreffend  die  Untersuchung  der  Biegungs- 
momente und  Schwerkräfte  erzeugt  in  einem  Stabe,  der  in  seinen 
Enden  unterstützt  ist  und  unter  dem  Einflüsse  einer  bewegten  Last 
sich  biegt  9. 

J.  Deruyts:  Ueber  gewisse  Reihenentwickelungen.  (Bericht). 
9.  — Ueber  die  approximative  Berechnung  gewisser  bestimmten  Inte- 
grale. 11.  — Ueber  eine  Classe  conjugirtor  Vielecke  (Bericht).  12. 
— Ueber  einige  Eigenschaften  der  Semiinvarianten.  13. 

J.  De  Tilly:  Ueber  die  Riccati’sche  Gleichung  und  ihre  dop- 
pelte Verallgemeinerung.  9. 

M.  da  Silva:  Ueber  eine  Frage  der  Theorie  der  elliptischen 
Functionen.  10. 

E.  Catalan:  Aufgaben  unbestimmter  Analytik.  9.  — Mathe- 
matische Belustigung.  9.  — Ueber  eine  Classe  von  Differential- 
gleichungen. 12.  — Bemerkungen  Uber  gewisse  bestimmte  Integrale 
(Bericht).  13.  — Ueber  eine  numerische  Tafel  und  ihro  Anwendung 
auf  gewisse  Transcendenten  (Bericht).  13.  — Bemerkungen  über 
eine  trinomische  Gleichung.  13. 

Jamet:  Theorem  über  die  geodätischen  Linien  der  Rotations- 
flächen. 

E.  Cesäro:  Ueber  das  Studium  der  arithmetischen  Begeben- 
heiten (Bericht).  11. 

C.  L.  Paige:  Ueber  die  Anzahl  der  Gruppen,  welche  höhere 
Involutionen  auf  demselben  Träger  gemein  haben.  11.  — Ueber  die 
Homographien  in  der  Ebene.  12.  — Untersuchungen  über  das  Pen- 
taeder. 13. 

Physikalischen  Inhalts  sind  folgende. 

Hirn:  Experimentelle  und  analytische  Untersuchungen  über  die 
Gesetze  des  Ausflusses  und  des  Stoffes  der  Gase  in  Function  der 
Temperatur  (Bericht).  9.  — Die  moderne  Kinetik  und  der  Dyna- 
mismus der  Zukunft  (Bericht).  12. 

Gdrard,  Van  Weddingon  und  Jacquet:  3 Mitteilungen  zur 
Verbesserung  der  Aerostaten  (Bericht).  9. 

P.  De  Heen:  Ueber  die  Spannung  der  gesättigten  Dämpfe. 
Modiflcationen  anzubringen  am  Gesetz  von  Dal  ton.  9.  — Bestim- 
mung deB  Compressibilitätscoefficienten  einiger  Flüssigkeiten  und 
Variationen  dieser  GröBse  mit  der  Temperatur.  Theoretisches  Ge- 
setz der  Variationen  jenes  Coefflcienten.  9.  — Bestimmung  einer 
empirischen  Relation  zwischen  der  Dampfspannung  und  dem  Coetfi- 
cienten  der  innern  Reibung  der  Flüssigkeiten.  10.  — Note  in  Be- 
treff einer  Arbeit  von  Robert  Schiff  über  die  specifische  'Wärme  der 
Flüssigkeiten.  12.  — Bestimmung  der  Variationen  des  Coefficienten 
der  innern  Reibung  der  Flüssigkeiten  mit  der  Temperatur.  Tbeore- 
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E.  Goursat:  Ueber  ein  Problem  bezöglich  aof  Curven  dop- 
pelter Krümmung. 

G.  Koenigs:  Ueber  die  Form  der  Curven  constanter  Spannung. 
— Ueber  die  Cnrven,  deren  Tangenten  einem  linearen  Complex 
angehören.  — Ueber  die  Anwendung  gewisser  quadratischer  Formen 
in  der  Geometrie. 

P.  Garbe:  Experimentelle  Untersuchungen  Uber  die  Strahlung. 

H.  Andoyer:  Beitrag  zur  Theorie  der  intermediären  Bahnen. 

M.  Brillouin:  Fragen  der  Hydrodynamik.  H. 

Acta  Mathematica.  Zeitschrift  herausgegeben  von  G.  Mittag- 
Leffler.  10.  Mit  Inbaltsverzeichniss  der  Bände  1—10.  Stock- 
holm 1887.  F.  u.  G.  Beijer.  Berlin,  Mayer  n.  Müller.  Paris, 
A.  Hermann. 

Der  10.  Band  enthält  folgende  Abhandlungen. 

J.  Hack 8:  Ueber  Summen  von  grössten  Ganzen. 

M.  A.  Stern:  Ueber  den  Wert  einiger  Reihen,  welche  von  der 
Function  E(x)  abhangeu. 

K.  Schwering:  Ueber  gewisse  trinomisebe  complexe  Zahlen. 

M.  Lorch:  Ein  Satz  der  Reihentheorie. 

G.  Kobb:  Ueber  die  Bewegung  eines  materiellen  Punkts  an! 
einer  Rotationsfläche. 

K.  Bohlin:  Ueber  die  Bedeutung  des  Princips  der  lebendigen 
Kraft  für  die  Frage  von  der  Stabilität  dynamischer  Systeme. 

R.  Lipschitz:  Zur  Theorie  der  krummen  Oberflächen.  — Be- 
weis eines  Satzes  aus  der  Theorie  der  Substitutionen. 

II.  Dobriner:  Die  Minimalflächen  mit  einem  System  sphäri- 
scher KrümmnngBlinien. 

S.  Pinchcrle:  Ueber  gewisse  durch  bestimmte  Integrale  dar- 
gestellte functionale  Operationen. 

0.  Staude:  Ueber  eine  Gattung  transcendenter  Ranmcoordi- 
naten. 

L.  Lecornu:  Ueber  die  Flächen,  welche  dieselben  Symmetrie- 
ebenen besitzen  wie  eins  der  regelmässigen  Polyeder. 

G.  Humbert:  Ueber  die  algebraishen  Integrale  der  algebrai- 
schen Differentiale. 

T.  J.  Stieltjos:  Tafel  der  Werte  der  Summen  Sj  ■=  2»~*. 

i 

J.  Weingarten:  Zur  Theorie  des  Flächenpotentials. 

H.  Poincarö:  Bemerkungen  über  die  irregulären  Integrale  der 
linearen  Gleichungen. 

G.  Koenigs:  Ueber  eine  Classe  von  Formen  von  Differentialen 
und  über  die  Theorie  der  Systeme  von  Elementen. 

E.  A.  Stcnberg:  Ueber  einen  Specialfall  der  Lamd’schen  Dif- 
ferentialgleichung. H. 
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der  Portagiesen  besser  kennt  und  die  Verantwortung  dafür  auf  sich 
nchmcu  kann,  dass  seine  Methode  für  seine  Zuhörer  die  angemessene 
ist.  Der  eigentliche  Cursus  ist  davon  unabhängig  und  ohne  Be- 
zugnahme darauf;  er  ist  auf  Uebermittclung  des  heutigen  Stand- 
punktes der  Theorie  und  besonders  auf  ausübende  Praxis  gerichtet, 
der  Vortrag  leicht  verständlich.  H. 


Grundriss  der  Differential-  und  Integral-Rechnung.  I.  Theil: 
Differential-Rechnung.  Von  M.  St  ege  manu,  Dr.  phil.,  weil.  Pro- 
fessor an  der  technischen  Hochschule  zu  Hannover.  Fünfte , voll- 
ständig umgearbeitete  uud  vermehrte  Auflage  mit  66  Figuren  im 
Texte  herausgegeben  von  Dr.  Ludwig  Kiepert,  Professorder 
Mathematik  an  der  technischen  Hochschule  zu  Hannover  Hannover 
1888.  Helwing.  465  S. 

Das  Buch  gehört  zu  denjenigen  Lehrbüchern,  welche  dem  An- 
fänger das  Lernen  leicht  machen  wollen,  in  der  Tal  aber  es  ihm 
nur  leicht  machen  nicht  zu  lernen,  viel  zu  treiben  ohne  darüber 
ins  Klare  zu  kommen.  Der  Bearbeiter  sagt  zwar,  dass  er  zahlreiche 
Irrtümor,  die  sich  in  den  früheren  Auflagen  befinden,  richtig  zu 
stellen  hatte.  Gleichwol  ist  der  bekannte  elementare  Fehler  unbe- 
rechtigter Umkehrung  stehen  geblieben.  Gleiches  kann  man  für 
Gleiches  setzen,  aber  uicbt  umgekehrt:  Grössen  sind  darum  nicht 
gleich,  weil  ihre  Substitntion  ein  Resultat  nicht  ändert.  Dem  ent- 
gegen wird  hier  der  Satz  aufgestellt:  endliche  Grössen  würden  durch 
Addition  unendlich  kleiner  nicht  geändert,  und  zwar  geht  zur  Be- 
gründung nichts  voraus  als  eine  kurze  Erörterung  des  Begriffs  des 
Grenzwerts,  so  dass  die  Behauptung  sich  bloss  auf  den  Schluss  von 
lim(z-(-f)  ■=  limx  auf  x-\- 1 — x stützt.  Der  Fehler  ist  kein  vor- 
übergehender., der  sich  im  Fortgang  ausglichc ; nein , in  ebenso 
sorgloser  Weise  geht  es  weiter.  Dio  ganze  Theorie  der  Unendiichen 
wird  durch  ausweichenden , schiefen  Ausdruck  in  ein  für  den  An- 
fänger undurchdringliches  Duukel  gehüllt.  Gleich  anfangs  wird  auf- 
gestellt, eine  veränderliche  Grösse  werde  unendlich  klein,  unendlich 
gross,  wenn  sie  sich  der  Grenze  0 nähere,  bzhw.  grösser  als  jede 
beliebige  Grösse  werdo.  Hiernach  würde  offenbar  die  Grösse  erst 
dann  unendlich  klein,  unendlich  gross  sein,  wenn  die  Grenze  0 er- 
reicht, bzhw.  alle  Grenzen  überschritten  wären,  d.  h.  es  würde  sich 
ergeben:  unendlich  kleine  Grössen  (dio  nicht  null)  und  unendlich 
grosse  sind  überhaupt  undenkbar.  Der  Anfänger  wird  also  sogleich 
in  die  alte  Sackgasse  geführt,  in  welcher  ihm  nichts  übrig  bleibt  als 
auf  Selbstdeukou  uud  Verstehen  der  Theorio  zu  verzichten  und  die 
Schlüsse  des  Lehrers  nachzuahmen.  Dass  wirklich  der  Verfasser  den 
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dam.  Calcal  differentiel  et  principeB  de  calcal  intdgraL  Paris  1887. 
Gauthier -Villars.  300  S. 

Das  Vorliegende  ist  der  Inhalt  der  Vorlesungen  des  Verfassen; 
es  lehrt  die  Principien  der  Theorie  der  elementaren  Functionen  ; 
andere  als  die  in  den  Elementen  vorkommenden  Functionen  sind 
also  ausgeschlossen;  dagegen  werden  die  unabhängigen  Variabein 
allgemein  als  complex  aufgefasst,  ohne  Anwendung  jedoch  der  krumm- 
linigen Integrale  von  Caucliy , ausgehend  von  der  Definition  et'  = 
cosy-j-isiny;  e‘  = e*  e»‘,  woi=  x -\- yi.  Der  Beweis  für  die  Regel 
der  Derivatiou  der  zusammgesetzten  Functionen  wird  aus  den  be- 
sondern  Regeln  bezüglich  auf  Summen,  Producte  und  Exponential- 
fuuctionen  abgeleitet,  ebenso  für  den  Satz  der  Inversion  der  Deri- 
vationen ohne  Recurs  an  ein  Postulat.  Hieraus  Hessen  sich  die  ge- 
samten Formeln  der  Differentialgleichung  in  gleicher  Allgemeinheit 
begründen.  Die  Abschnitte  des  Buchs  sind:  Einleitung,  fundamentale 
Eigenschaften  der  Derivirten,  Integrale  und  Reihen,  Differentiation, 
Eigenschaften  der  Functionen,  Anhang,  ergänzende  Noten.  Die  zwei 
letzten  sind  wegen  der  kurzon  Fassung  der  zwei  ersten  Abschnitte 
hinzugefügt.  Die  drei  ersten  Capitel  des  Auhaugs  enthalten  eine 
historische  Skizze  der  Fortschritte  der  Analysis  des  Unendlichen, 
die  Uebersetzung  der  ersten  Artikel  von  Lcibniz  und  Newton  über 
die  Differentialgleichung  und  eine  Notiz  über  die  verschiedenen  Auf- 
fassungsweisen  der  Theorie  der  Unendlichkleinen  von  Kepler  bis 
Cauchy,  worin  der  Verfasser  bewiesen  zu  haben  glaubt,  dass  schon 
Leibniz  und  Newton  die  Infinitesimalrechnung  so  verstanden  haben 
wie  150  Jahre  später  Cauchy.  Die  zwei  folgenden  Capitel  beweisen 
das  Fundamentulpriucip  der  Grcuzmcthode:  Eiuo  beständig  wachsende 
Variabio  hat  einen  endlichen  oder  „unendlichen  Grenzwert“.  Die 
Theorie  der  Grenzwerte  ist  schou  vorher  behandelt.  Ein  Capitel 
handelt  vom  Princip  der  Substitution  Uneudlichkleiuer  mit  neuer 
Begründung  namentlich  in  Anwendung  auf  Rectification , Quadratur, 
Kubatur.  In  einem  Capitol  Uber  die  fundamentalen  Eigenschaften 
der  Derivirten  und  den  Zusammeubaug  der  Differential-  und  Inte- 
gralrechnung wird  der  Satz  bewiesen,  dass  Fuuctionen  v°u  gleicher 
Derivirtcr  coustaute  Differenz  haben,  und  die  Weierstrass’schc  Func- 
tion ohne  Differential  besprochen.  Bei  Abfassung  des  Buchs  erklärt 
der  Verfasser  die  Lehrbücher  von  Schaan-,  Catalan,  Gilbert,  Cauchy, 
Duhamel,  Lipschitz  und  Schriften  von  Genocchi,  Peano  und  Darboux 
zu  Rate  gezogen  zu  haben.  II. 


Die  Determinanten  in  genetischer  Behandlung  zur  Einführung 
für  Auf&uger.  Von  Adolf  Sickenberger,  Professor  am  k.  Maxi- 
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Anwendung  nachfolgt.  Die  Ausführung  hat  gezeigt,  welcho  Fragen 
dabei  zu  behandeln  sind.  Hieriu  allein  ist  die  eigentliche  Leistung 
der  Arbeit  zu  sehen;  das  succcssive  Aufsteigen  war  der  Weg,  auf 
dem  der  Verfasser  dazu  gelangte,  vielleicht  der  einzige  mögliche,  wo 
nicht,  wol  kanm  der  empfehlenswerte.  Was  nun  die  Verwendung 
der  Methode  zur  Einführung  der  Anfänger  betrifft,  so  ist  in  vorlie- 
gender Bearbeitung  die  Kenntniss  der  Auflösung  der  linearen  Glei- 
chungen nach  irgend  einem  Verfahren  vorausgesetzt , das  Ordnungs- 
princip  im  Ausdruck  der  Lösungen  hingegen  soll  ebon  erlernt  wer- 
den. Der  Lehrgang  beginnt  mit  einigen  Beobachtungen  am  System 
zweier  Gleichungen,  deren  Zweck  dem  Schäler  verborgen  bleibt.  Im 
Fortschritt  zum  Systeme  dreier  Gleichungen  würde  er  den  Zweck 
ahnen,  wenn  die  Beobachtungen  analoge  wären.  Allein  hier  wird 
erst  nach  Reductiouen  und  Discussioneu  das  Ziel  erreicht  überhaupt 
die  analoge  Form  herzustellen,  deren  Uebereinstimmung  der  Schüler, 
dem  die  Idee  der  Anordnung  fremd  ist,  nicht  wahrnimmt.  Er  bat  also 
wiederum  keine  Aufklärung  erhalten,  muss  Schritt  für  Schritt  dem 
Vortrage  receptiv  folgen  und  hat  für  den  weitern  Fortschritt 
nur  den  Blick  auf  unabsehbar  ausgedehnte  Discussionen , die  bei  4 
und  5 Gleichungen  bevorstehen.  Ist  endlich  nach  andauernder  Auf- 
merksamkeit das  Ziel  erreicht,  so  kann  er  gewisse  Eigenschaften  der 
Determinanten  registriren,  ist  aber  in  deren  Gebrauch  zu  des 
einfachen  weitreichenden  Schlüssen  noch  immer  nicht  eingeweiht  und 
wird  sich  bei  Anwendung  mit  Zerlegung  in  Unterdeterminanten  be- 
helfen. Wenn  man  weiss,  wie  leicht  — freilich  erst  bei  einiger  Ver- 
trautheit der  Schüler  mit  den  Elementen  der  Combinatorik  and  mit 
Substitutionen  — sich  sämtliche  Hauptsätze  der  Determinantenlehre 
ohne  alle  Dcductionsketten  durch  directe  Schlüsse  entwickeln  lassen, 
so  muss  es  als  eine  unbillige  Zumutung  erscheinen,  dass  sie  sich 
erst  durch  alle  Schwierigkeiten  des  successiven  Aufsteigens  hindurch- 
arbeiten sollen.  Andere  Autoren  haben  bei  Bearbeitung  der  Deter- 
minantenlehre für  den  Schalgebrauch  den  gleichen  Ansgangspunkt 
wie  in  dieser  Schrift  gewählt,  verbanden  aber  damit  die  Bestimmung 
für  die  Mittelclassen  der  Gymnasien,  um  die  Schüler  der  Algebra 
schon  am  Gewinne  teilnehmen  zu  lassen,  ein  Gewinn  der  für  sie 
offenbar  ganz  illusorisch  ist.  Der  Verfasser  hat  nach  allem  nur  die 
höchste  Classe  im  Sinne.  Hoppe. 


Allgemeine  Untersuchungen  über  die  unendliche  Reihe 
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Geometrie. 

Cours  de  göomGtrie  de  la  Facnltd  des  Sciences.  Leqons  snr  la 
theorie  gönöralo  des  snrfaces  et  les  applications  göometriqnes  du 
c&lcnl  infinitesimal.  Par  Gaston  Darboux,  Membrc  de  l'Iustitat. 
Professenr  k la  Facultö  des  Sciences.  Premiöre  partie.  Geudralite«. 
Coordonnees  curvilignes.  Snrfaces  minima.  Paris  1887.  Gauthior- 
Villars.  613  S. 

Das  Buch  behandelt  die  Theorie  der  Curven  nnd  Flächen  in 
analytisch  kinematischer  Auffassung , und  gehört  hiernach  der  zur 
Zeit  noch  am  wenigsten  vertretenen  Classo  geometrischer  Arbeiten 
an,  die  Bich  in  wesentlichem  Gegensätze  gegen  zwei  gegenwärtig  weit 
mehr  im  Vordergründe  stehenden  Classen,  den  synthetischen  und 
algebraischen,  d.  h.  die  Gebilde  als  Construction  primitiv  gegebener 
Gleichungen  betrachtenden,  befindet  und  ihre  verdiente  Beachtung 
neben  jenen  zu  erringen  hat.  Der  kinematische  Ausgangspunkt  ist 
allgemeiner  gewählt,  als  es  für  die  geometrische  Verwendung  erfor- 
dert wird.  Es  ist  die  momentane  Rotation  eines  Trieders , das  mit 
einem  Parameter  variirt.  Sind  p,  q,  r die  Componenten  der  Rotation!- 
gesch windigkett,  die  sich  bekanntlich  anch  verhalten  wie  die  Ricb- 
tungscosinus  der  Rotationsaxe , so  sind  für  festen  Scheitel  die  Bich- 
tuugscosiuus  jeder  dor  3 Triederkanten  o,  ß,  y bestimmt  durch  das 
System  dreier  Differentialgleichungen 

da  3ß  By 

%l  = ßr  — yq\  £ —yp  -«r;  St  — «?—  Pp  (») 

dessen  vollständiges  Integral  durch  Orthogonalsubstitution  aus  jeder 
speciellen  Lösung  hervorheht.  Für  variirenden  Scheitel  kommeu 
noch  Terme  hinzu,  deren  Berücksichtigung  indes  jener  Integration 
erst  nachfolgt.  Wird  nun  das  Trieder  von  der  Tangente,  Haupt- 
nud  Binormale  einer  Curve  gebildet  und  durch  ein  Trieder  von 
gleicher  Stellung  und  festem  Scheitel  ersetzt,  so  fällt  die  Rotatäons- 
axe  in  die  eine  Seitenfläche,  q verschwindet,  und  r,  p verhalten  sich  wie 
die  Coincidenzwinkel  der  Tangente  und  Krttmmungsaxe  (mithin  wie 
KrQmmung  und  Torsion).  Die  3 Differentialgleichungen  sind  dann  die 
Fundamentalformeln  der  Curventheorie,  und  ihre  Integration  löst  das 
Problem,  aus  der  gegebenen  Relation  von  Krümmungs-  und  Torsions- 
winkel die  Curve  zu  finden.  Die  Reduction  des  Problems  auf  eine 
imaginäre  lineare  Gleichung  2.  Ordnung  war  bekannt.  Hier  wird  sie 
nach  gleicher  Methode  allgemeiner  behandelt.  Zunächst  führt  letz- 
tere die  obigen  Bewegungsgleichungen  eines  beliebigen  Trieders  auf 
dieselbe  Form  zuriiek,  und  selbst  diese  werden  vorher  erweitert  au1 
die  Form 
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Gleichung  der  Curve  zugezogen.  Es  folgt  weiter  der  Reibe  nach: 
die  quadratische  Punkt-  und  Strahleninvolution,  der  Kreiskegel,  dessen 
ebene  Schnitte,  projective  Punktreihen  und  Strahlbüschel,  die  Kegel- 
schnitte als  Erzeugnisse,  Flächeninhalt.  Mit  den  einzelnen  Sätzen 
sind  viele  Uebungen  verbunden.  H. 


Methodik  der  stetigen  Deformation  von  zweiblftttrigen  Riemann’- 
schen  Flächen  Von  Fritz  Hofmann.  Mit  vielen  in  den  Text 
eingedruckten  Figuren.  Halle  a.  S.  1888.  Louis  Nebert.  50  S. 

,,Riemann’sche  Flächen“  werden  zur  Abkürzung  die  hier  allein 
in  Betracht  gezogenen  Flächen  genannt,  welche  zugleich  zweiblättrig, 
sowie  geschlossen  sind,  aber  auch  Selbstdurchdringungscurven  be- 
sitzen. Die  erste  hier  gelöste  Aufgabe  lautet:  einfache  Methoden 
anzugeben,  nach  welchen  eine  Riemann’sche  Fläche  durch  stetige 
Verzerrung  identisch  gemacht  werden  kann  mit  andern,  besonders 
charakteristischen  Flächen  von  einer  solchen  Beschaffenheit,  dass 
sich  auf  ihnen  die  Untersuchung  topologischer  Fragen  besonders 
übersichtlich  gestaltet;  für  welche  insbesondere  jener  den  Riemann’- 
schen  Flächen  anhaftende  missliche  Umstand  wegfällt,  dass  die  geo- 
motrischo  Vorstellung  durch  das  Auftreten  der  Selbstdurchdringungs- 
curven gehindert  wird.  Die  zweite  gelöste  Aufgabe  ist  die  umge- 
umgehrte:  Methoden  anzugeben,  welche  eine  directe  Umwandlung 
einer  beliebig  vorgegebenen  /geschlossenen  Fläche  in  eine  Riemann’- 
sche  Flächo  gestatten.  H. 


Axonometrie  und  Perspektive  in  systematischem  Zusammenhänge 
dargestellt  von  Dr.  Christian  Beyel,  Privatdozent  am  eidgenössi- 
schen Polytechnikum  in  Zürich  und  Assistent  für  darstellende  Geo- 
metrie. Mit  9 Tafeln  in  Steindruck.  Stuttgart  1887.  J.  B.  Metzler. 
57  S. 

Unter  der  Bezeichnung  „centrische  Axonometrie“  wird  nach  Vor- 
gang von  Guido  Hauck  die  Axonometrie,  Perspective  und  schiefe 
Parallelperspective  zusammenbegriffen.  Bei  Behandlung  dieses  Lehr- 
gebiets, bestimmt  für  Zeichner,  ist  die  Anwendung  von  Rechnung 
mit  einigen  wenigen  Ausnahmen  vermieden  worden.  Die  Haupt- 
abschnitte sind:  Einleitung,  centrische  Axonometrie,  schiefe Parallel- 
spective.  Der  Klarheit  des  Vortrags  können  wir  kein  Lob  spenden. 

H. 


Ueber  den  Zusammenhang  gewisser  topologischer  Thatsachen  mit 
neuen  Sätzen  der  höheren  Arithmetik  und  dessen  theoretische  Be- 
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1 Mk. 

Möbius,  A.  F.,  gesammelte  Werke.  4.  Bd.  Hrsg.  v.  W. 
Scheibner.  Mit  e.  Nachtrag,  hrsg.  v.  F.  Klein.  Leipzig,  Hirzel. 
18  Mk. 
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In  Fr.  Maulce’s  Verlag  in  Jena  erschien  und  ist  durch 
jede  Buchhandlung  oder  auch  direkt  zn  beziehen: 

Die 

Lebensgeschichte  der  Gestirne 

in 

Briefen  an  eine  Frenndin. 

Eine  populäre  Astronomie  der  Fixsterne 

von 

M.  Wilb.  Meyer. 

Mit  46  Textillustr.,  2 Tafeln  u.  1.  Titelbild. 

Beste  Ausstattung. 

Geh.  4 Mk.,  eleg.  geh.  5 Mk. 

Das  Dresdner  Tageblatt  schreibt: 

„Der  berühmte  Verfasser  hat  nicht  etwa  Wilhelm 
v.  Humboldts  Titel  nur  adoptirt,  sondern  es  ist  ein  so  er- 
keuntnistiefer,  liebenswürdiger  Zug  in  dein  ausgezeich- 
neten Buche  vorherrschend,  dass  mau  es  ungern 
aus  der  Hand  legt  und  wirklich  eingestehen 
muss:  das  ist  ein  gei stv olles  Werk,  so  unter- 
haltend und  fesselnd  wie  belehreuil  und  grössere 
Gesichtspunkte  schaffend.  Wir  empfehlen  das  Buch 
unter  voller  Verantwortung  aufs  wärmste .“ 


In  unserem  Verlage  erschien: 

Astronomische  Geographie. 

Ein  Lehrbuch  angewandter  Mathematik 

von 

Prof.  II.  C.  E.  Jlartus, 

Direktor  doa  Sophien-Realgytnnasiums  in  Berlin. 

Grosse  Ausgabe.  2.  Auflage.  Mit  100  Figuren  im  Texte.  Geb.  Preis 
7 Mk  50  Pf. 

Dass  Schul- Ausgabe.  Mit  80  Figuren  im  Texte.  Geh.  Preis 
2 Mk.  60  Pf. 

Leipzig.  C.  A.  Koch’s  Verlagsbuchhandlung. 

( J.  Sengbusch  J 
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2 Verlag  von  Qüasdt  <fe  Handel  in  Leipzig. 

Lehrbuch  der  Physik, 

einschliesslich  der  Physik  des  Himmels,  der  Lnft  nnd  der  Erde.  Ge- 
mäss der  neueren  Anschauung  und  mit  den  neuesten  Fortschritten. 
Für  Gymnasien,  Realschulen  und  andere  höhere  Lehranstalten. 
Von  Professor  Dr.  Paul  Bels,  Grossherzogi.  Hess.  Gymnasiallehrer. 
Sechste  vermehrte  und  theilweise  umgearbeitete  Auflage.  Mit 
4 1 0 Holzschnitten  im  Text  und  849  Aufgaben  nebst  Lösungen. 

Preis  8 M.  40  Pf. 

.Die  vorliegende  Auflage  des  geschätzten  Lehrbuches  ist  als  eine 
bedeutende  Erweiterung  ihrer  Vorgängerin  anzusehen.  — Erwägt  man, 
dass  die  Theorien  und  Entdeckungen  der  neueren  Zeit  in  allen  ihren 
wesentlicheu  Punkten  dargelegt  werden so  wird  man  den  Aus- 

spruch des  Kcfcrenteu  richtig  hnden,  dass  das  vorliegende  Buch  manches 
vielbändige  Werk  weit  hinter  sich  zurücklässt,  und  insbesondere  dem 
Physiker  vom  Fache  sich  überaus  nützlich  erweisen  wird;  — — ganz 
geschaffen  ist  das  Buch  für  den  Lehrer  der  Physik  und  diesem  kann  es 

nicht  genug  empfohlen  werden. Fassen  wir  alle  Beobachtungen 

zusammen,  die  wir  beim  Studium  des  Buches  gemacht  haben,  so  können 
wir  als  sicher  hinstelien,  dass  die  vorliegende  höchst  werthvolle  Schrift 
vollständig  den  Anforderungen  entspricht,  die  man  an  eine  umfassende, 
den  modernen  Anschauungen  völlig  angepasste  und  durchweg  wissen- 
schaftlich gehaltene  Darstellung  der  physikalischen  Disciplinen  stellen 
kann.  ( Aus  einer  Besprechung  der  5.  Aufl.  von  Dr.  J.G.  Wallcntin 
in  der  Wiener  Zeitschrift  für  d.  Deutsch  ul  wesen  j 


Elemente  der  Physik, 

Meteorologie  und  mathematischen  Geographie.  Hillfabucb  für  den 
Unterricht  an  höheren  Lehranstalten.  Mit  zahlreichen  Uebungs- 
fragen  und  -Aufgaben.  Von  Professor  Dr.  Paal  Beis.  Dritte  ver- 
besserte und  vermehrte  Auflage.  Mit  269  Holzschnitten  im  Text. 

Preis  4 M.  50  Pf. 

.Alle  Vorzüge  des  .Lehrbuchs*  (desselb.  Verf.p.  Klarheit  der  Dar- 
stellung, Correctheit  des  Dargestellten,  überreiche  Fälle  der  Anwendungen 
und  Beispiele  sind  auch  den  .Elementen*  eigen.  Die  erstaunlich  zahl- 
reichen tragen  und  Aufgaben,  weiche  fast  jeden  Paragraphen  beigegeben 
sind,  bilden  einen  gchätzenswerthen  Bestandteil  des  Buches  und  können 
den  anregendsten  Einfluss  auf  den  Lernenden  ausüben.“ 

Centralorgan  für  Dealschulrvesen. 

.Enthält  die  Lehren  der  Physik  in  einer  ungemein  compendiösen  Form. 

Für  besonders  werthvoll  ist  das  von  vornherein  sich  kundgebende 

Bestreben  des  Verfassers  anzuerkennen,  den  Zusammenhang  der  Natur- 
kräfte nachzuweisen,  wie  er  sich  in  dem  Gesetze  über  die  Erhaltung  der 
Energie  und  den  Lehren  über  die  Verwandlung  der  Naturkräfte  aus- 
spricht; — eins  der  vorzüglichsten  kleineren  Lehrbücher  für  Gymnasien, 
Realschulen  und  ähnliche  Lehranstalten.“  Piidag.  Jahresbericht. 
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Verlag  von  Qoandt  4 Händel  in  Leipzig. 


Vorschule  der  Experimentalphysik. 

Katurlehre  in  elementarer  Darstellung,  nebst  Anleitung  zutu  Expe- 
rimentiren  und  zur  Anfertigung  der  Apparate.  Von  Dr.  Adolf 
F.  Weinhold,  Professor  an  den  technischen  Staatslehranstalten  ir 
Chemnitz.  Dritte  verbesserte  und  vermehrte  Auflage.  M 
427  Holzschnitten  und  2 Farbentafeln.  Preis  10  M.  - 

Gebunden  1 1 M.  50  Pf. 
.Schon  ein  fluchtiger  Einblick  in  die  .Vorschule“  überzeugt,  dass 
man  es  mit  einem  Beine  Wissenschaft  ebenso  beherrschenden,  wie  in 
der  PraxiB  des  Experimentirens  erfahrenen  Autor  zu  thun  hat.  — Das 
Werk  ist  nicht  blos  eine  Vorschule,  nein  es  ist  eine  Schule  der  Ex- 

Eerimentalphvsik,  wie  sie  unsere  Schule  bisher  nicht  besass.  Fiir  alle 
ehrer  au  Volks-  und  Mittelschulen  ist  es  ein  ausgezeichnetes  Hulfs- 
mittel  zur  Intormation  beim  Unterricht,  den  gereiften  Knaben  zeigt  es. 
wie  sie  ihre  Freistunden  unterhaltend  und  belehrend  ausfQlleu  und  sich 
eine  Handfertigkeit  erwerben  können,  die  den  Geist  stärkt  und  von 
Spielereien  abzieht.  Es  sei  darum  zur  Anschaffung  für  Lehrer-  und 
Scbuler-Bibliotheken,  zu  Prämien  tür  reifere  Knaben  aufs  Wärmste  em- 
pfohlen.“   __  Deutsche  Schulzeituug. 

Analytische  Chemie. 

Für  den  Gebrauch  im  Laboratorium  und  für  das  Selbststudium. 
Von  N.  Menschutkin,  Professor  an  der  Universität  in  St.  Peters- 
burg. Unter  Mitwirkung  des  Verfassers  übersetzt  von  Dr.  O.  Bm  eh 
Zweite  verbesserte  Auflage.  Preis  7 M.$  gebund.  8 M.  oO  Pf. 

„In  der  Literatur  über  analytische  Chemie  nimmt  das  Werk  Mtn- 
schutkin's  unstreitig  einen  hervorragenden  Platz  ein.  Auf  verhältnissmässig 
kleinem  Raume  enthält  es  eine  Fälle  von  Stotf,  der  sonst  meist  getheilt  und 
von  Specialwerken  behandelt  wird.  Die  qualitative  und  quantitative  Bestim- 
mung und  Trennung  der  Körper  (einschliesslich  der  Maassanalyse  und  der 
Elementaranalyse  organischer  Körper)  findet  eingehende  Behandlung;  der 
Gebrauch  des  Löthrohrs,  die  Bunsen'schen  Flammenreactionen,  die  Spectral- 
analyse,  die  Berechnung  der  Analysen  u.  a.  ni.  sind  in  besonderen  Abschnitten 
besprochen.  Eine  Reihe  von  Beispielen  aus  der  qualitativen  Analyse,  der 
quantitativen  Gewichts-  und  Maassaualyse  zeigt  die  Anwendung  der  gewonne- 
nen allgemeinen  Gesetze  auf  den  einzelnen  Fall  und  gibt  Anleitung  zur  Er- 
werbung der  nöthigen  Handfertigkeit  heim  analytischen  Arbeiten.  Zahl- 
reiche in  den  Text  eingestreute  praktische  Notizen  erleichtern  das  Arbeiten 
ungemein  und  sind  namentlich  bei  der  Benutzung  des  Buches  zum  Selbst- 
studium von  Wichtigkeit.“  Matur  forte  her. 


Die  vorstehend  angezeigten  Werke  sind  durch  alle  Buch* 
baudlungen  zu  beziehen. 

Verlag  von  Qgäibx  & Uikuel  ln  Leipzig. 


Druck  too  J.  B.  Hirtohfeld  In  Lcipsif. 
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Verlag  von  Georg  Reimer  in  Berlin, 

zu  beziehen  durch  jede  Buchhandlung. 

Die 

Fortschritte  der  Physik 

im  Jahre  1882. 

Dargcstellt 

von 

der  physikalischen  Gesellschaft  zu  Berlin. 

XXXVIII.  Jahrgang. 

Zweite  Abtheilung,  enthaltend:  Physik  des  Aethcrs. 
Rcdigirt  von  Prof.  l)r.  F.  Neesen  und  Dr.  E.  ltosochatiu». 

Preis:  15  Mark. 

Dritte  Abtheilung,  enthaltend:  Physik  der  Erde. 
Rcdigirt  von  Prof.  Dr.  B.  Schwalbe. 

Preis:  16  Mark. 


Verlag  von  Winckelmann  & Sühne  in  Berlin. 

Projektivische  Massstäbe. 

Ein  HOlfsmittel  zum  Studium 

der 

synthetischen  Geometrie 

von 

Dr.  Felix  Bnka, 

Oberlehrer  am  otAdt.  Realgymnasium  zu  Charluttenburg, 

PriTatdocent  an  der  Kgl.  Technischen  Hochschule  xn  Berlin. 

Mit  2 Tafeln  und  2 projektivischen  Massstüben. 

Preis  2 Mark. 
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Mechanik. 

Anaytische  Mechanik.  Von  J.  L.  Lagrange.  Deutsch  her- 
ausgegeben von  Dr.  H.  Servus.  Berlin  1887.  Julius  Springer. 
640  S. 

Die  erste  Auflage  der  M6canique  analytique  erschien  1788,  von 
der  2.  Auflage  der  1.  Band  1811,  der  2te  1815.  Der  1.  Band  und 
die  erste  Hälfte  des  2ten  ist  von  Lagrange  selbst  herausgegebon ; die 
Vollendung  des  2.  Bandes  übernahmen  Prony,  Garnier  und  Lacroix. 
Eine  dritte , von  Bertrand  veranstaltete  und  mit  Anmerkungen  ver- 
sehene Ausgabe  erschien  1853—1855.  Der  gegenwärtigen  deutschen 
Uebcrsetzung  liegt  die  2.  Ausgabe  zugrunde.  Ihr  voraus  geht  die 
Lebensgeschicbte  des  Verfassers,  Joseph-Louis  comte  de  Lagrange, 
geboren  in  Turin  am  25.  Januar  1736,  gestorben  in  Paris  am  10. 
April  1813.  Der  Verfasser  derselben  ist  nicht  genannt;  als  Quellen 
sind  angeführt:  Möm.  de  l’institut  1812,  Journal  de  l’Empire  1813, 
Virey  et  Potel  und  Cossali.  Hierauf  folgt  das  Verzeichniss  der 
Schriften.  Lagrange  war  Stifter  der  Turiner  Akademie,  ward  1766 
von  Friedrich  II.  an  die  Akademie  in  Berlin  berufen,  nach  dessen 
Tode  er  sich  1787  nach  Paris  begab  und  auch  während  der  Revo- 
lution daselbst  verblieb.  H. 


Elemente  der  Statik.  Von  L.  Poinsot.  Autorisirte  deutsche 
Ausgabe.  Nach  der  von  Bertrand  bearbeiteten  zwölften  Auflage 
des  französischen  Originals  herausgegeben  von  Dr.  H.  Servus.  Mit 
4 litbograpbirten  Tafeln.  Berlin  1887.  Julius  Springer.  173  S. 

Arch.  1.  Math.  u.  Ph;a.  2.  iieihe,  Teil  VI. 
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Das  Werk,  welches  zuerst  1803  erschien,  ist  schon  zweimal  ins 
Deutsche  übersetzt,  nach  der  4.  Auflage  von  Lambert,  nach  der  5 ten 
von  Hartmann.  Es  enthält  in  4 Capiteln  die  Zusammensetzung  der 
Kräfte  und  der  Kräftepare,  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  der 
Systeme  von  Kräften,  die  Theorie  des  Schwerpunkts  und  die  der  ein- 
fachen Maschinen.  Der  Herausgeber  hat  eine  kurze  Lebensgeschichto 
des  Verfassers  vorausgeschickt.  Hiernach  ist  letzterer  am  3.  Januar 
1777  in  Paris  geboren  und  am  15.  Deccmber  1859  ebendaselbst  ge- 
storben. Er  war  von  1806  bis  1824  General-Inspector  der  Univer- 
sität, ausserdem  war  er  Lohrer  am  Polytechnikum  und  ward  Mit- 
glied der  Akademie.  Zwei  Entdeckungen,  die  seinen  Ruhm  begründet 
haben,  bezeichnen  wesentliche  Fortschritte  der  Wissenschaft:  die 
Theorie  der  Kräftepare  und  die  der  Nutation  und  Präccssion. 

H. 


Neue  Theorie  der  Reibung.  Von  N.  Petroff,  kaiserl.  russ. 
General-Major  des  Genie-Corps,  Professor  an  der  Militär-Ingenieur- 
Akademie  und  am  technologischen  Institute  zu  St.  Petersburg.  Mit 
Genehmigung  des  Verfassers  aus  dem  Russischen  übersetzt  von 
L.  Wurzel,  kais.  russ.  Collcgienrath,  Ingenieur  des  Ministeriums 
der  Verkehrsmittel.  Von  der  kais.  russ.  Akademie  der  Wissen- 
schaften zu  St.  Petersburg  mit  dom  Lomouosowpreiso  gekrönte 
Schrift.  Hamburg  und  Leipzig  1887.  Leopold  Voss.  187  S. 

Die  Arbeit  zeichnet  sich  aus  durch  die  ungemeine  Beharrlichkeit, 
mit  welcher  der  Verfasser  die  Ursachen  der  grosson  Differenzen 
zwischen  allen  Theorien  und  Beobachtungen  verfolgt  hat.  Er  be- 
ruhigt sich  bei  keinom  ungenau  zutreffenden  Ergebniss,  sondern  zieht 
stets  die  Verschiedenheit  der  Umstände,  unter  denen  die  abweichen- 
den Resultate  gewonnen  worden  sind,  und  allo  möglichen  Einflüsse 
in  die  Untersuchung.  Allerdings  bleiben  bis  zuletzt  unberechenbare 
Elemente  in  den  Formeln,  so  dass  die  Anwendbarkeit  nur  unter 
bestimmten  Beschränkungen  constatirt  werden  konnte ; jedenfalls  sind 
aber  die  Formoln  brauchbarer  als  die,  welche  er  vorfand.  Sein 
eigentliches  Ziel  ist,  die  Reibung  zwischen  ausreichend  geschmierten 
festen  Flächen  zu  bestimmen.  Er  fasst,  wie  cs  schon  vor  ihm  ge- 
schehen ist,  deu  Vorgang  in  diesem  Fallo  als  Reibung  von  Flüssig- 
keiten auf.  Demzufolge  botrifft  der  grösste  Teil  seiner  Unter- 
suchungen die  Reibung  von  Flüssigkeiten,  die  durch  Röhren,  und 
zwar  von  kreisförmigem  Querschnitt,  strömen.  Voraus  geht  die 
Theorie  der  Reibung  zwichcn  trockenen  Flächen,  jedoch  nur  der 
Vollständigkeit  wegen  auf  bisherigem  Standpunkt.  Die  hauptsäch- 
lichen Schlussfolgerungen,  die  er  aus  den  Untersuchungen  zieht, 
sind  folgende.  Sind  die  Maschinenteile  gut  an  einander  geschlossen. 


Digitized  by  Google 


lÄtterarUeher  Bericht  XX1Y. 


40 


reichlich  geschmiert  nnd  der  Druck  nicht  übermässig,  berühren  sich 
die  Metallteilo  nicht,  so  ist  der  Reibungswiderstand  das  Resultat  der 
inneren  Reibung  der  Schmicrschicht , jede  Ursache  also,  welche  die 
innere  Reibung  dieser  Schicht  ändert,  wird  auch  den  Reibungs- 
widerstand des  Maschinenteils  ändern.  Unter  sonst  gleichen  Be- 
dingungen ist  die  Reibung  der  Maschinenteile  der  Grösse  der  Be- 
rührungsfläche der  sich  reibenden  Teile  proportional.  Der  Reibuugs- 
widerstand  ist  der  relativen  Geschwindigkeit  der  sich  reibenden 
Flächen  proportional.  Er  steht  in  umgekehrtem  Verhältnisse  zur 
Dicke  der  Schmierschicht.  Letztere  ist  bei  reichlicher  Schmierung 
der  Quadratwurzel  aus  dem  relativen  Normaldrucke  proportional. 
Wird  die  Form  der  Reibungsflächcn  durch  die  Belastung  umgestaltet, 
so  verändert  sich  mit  der  Dicke  der  Schmierscbicht  der  Reibungs- 
coefficient.  Der  Verfasser  hat  seine  theoretischen  Resultate  mit  den 
Versuchen  von  Hirn,  Kirchweger,  Böckelberg  und  Thureton  ver- 
glichen und  auch  selbst  umfangreiche  Versuche  angestellt.  H. 


Zur  Ermittelung  des  Luftwiderstandes  nach  der  kinetischen 
Theorie.  Von  Edmund  Tocpler,  Dr.  philos.  Wien  1886.  Carl 
Gerold’s  Sohn.  24  S. 

Es  wird  der  Widerstand  der  Luft  gegen  die  Bewegung  einer 
Fläche,  unter  der  Annahme,  dass  die  Luftmolecüle  unabhängig  von 
einander  sich  in  allen  Richtungen  bewegen,  berechnet  und  als  U&npt- 
resultat  die  Formel  gefunden: 

W(v) 

wo  v die  Geschwindigkeit  der  Fläche,  Sl  das  arithmetische  Mittel 
der  Geschwindigkeiten  (der  Molecüle?)  bezeichnet.  Wegen  allzu- 
grosser Hänfung  duukler,  mehrdeutiger  Ausdrücke  und  unvollstän- 
diger Sätze  würden  wir  nicht  im  Stande  sein  mehr  über  die  Schrift 
zu  berichten  ohne  Gefahr  den  Gedanken  des  Verfassers  zu  ver- 
fehlen. H. 


Technik. 

Die  Wirkungsgesetze  der  dynamo-elektrischen  Maschinen.  Von 
Dr.  F.  Auerbach,  Privatdocent  an  der  Universität  Breslau.  Mit 
84  Abbildungen.  Wien,  Pest,  Leipzig  1887.  A.  Hartleben.  250  S. 

Entsprechend  dem  wirklichen  geschichtlichen  Entwickelungs- 
gango,  demgemäss  die  Theorie  der  technischen  Verwendung  folgend 
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sich  in  wenigen  Jahren  zu  einem  umfangreichen  Wissenszweig  ent- 
faltet hat,  wird  auch  hier  die  Theorie  auf  ihrem  neuesten  Stand- 
punkte im  Anschluss  an  die  Technik  vorgetragen.  Die  Lehrgegen- 
stände sind  der  Reihe  nach:  Batterieströme,  Bewegung  im  magneti- 
schen Felde,  magnetelektrische  Maschinen,  Gesetze  der  Magnete  und 
Elektromagucte,  dynamoelektrische  Maschinen  im  allgemeinen,  Be- 
obachtungen an  solchen,  ihre  Theorie,  Hauptschlussmaschinen, 
Nebenschlussmaschinen,  Compoundmaschinen,  specielle  Probleme.  Die 
Abbildungen  sind  weiss  auf  schwarzem  Grunde.  Voraus  geht  ein 
Namen-  und  Sachregister  und  eine  Zusammenstellung  der  Litteratur. 
Das  Buch  bildet  den  38.  Band  von  des  Verlegers  „elektrotechnischer 
Bibliothek.“  H. 


Die  Construction  der  magnetolektrischen  und  dynamoelektrischen 
Maschinen.  Von  Gustav  Glaser-De-Cew.  Fünfte,  umgearbeitete 
und  vermehrte  Auflage  von  Dr.  F.  Auerbach,  Privatdocent  an  der 
Universität  Breslau.  Mit  80  Abbildungen.  Wien,  Pest,  Leipzig  1887. 
A.  Hartleben.  253  S. 

Der  Inhalt  des  Buches  ist:  Principien  und  historische  Entwicke- 
lung, Maschinen  für  Wechselströme,  Maschinen  für  gleichgerichtete 
Ströme,  und  zwar  Ringmaschinen,  Trommelmaschinen,  verschiedene 
Systeme,  Unipolarmaschinon,  ferner  Constructionsdetails  nnd  Hüifs- 
apparate,  Anwondung  der  elektrischen  Maschinen  zur  Erzeugung  des 
elektrischen  Lichtes,  verschiedene  andere  Anwendungen,  nämlich  zur 
Galvanoplastik, zum  Schmelzen  uud  zur  Rcinmctallgewinnuug,  zum  Tele- 
graphiren,  für  Laboratorien  nnd  mediciuische  Zwecke  und  zur  Kraft- 
übertragung. Der  Auhaug  enthält  Formeln  zur  Construction  von 
Elektromagneten.  Aus  den  frühem  Auflagen  ist  der  Abschnitt  über 
die  physikalischen  Gesetze  weggeblieben , der  jetzt  durch  die  ge- 
sonderte Ausgabe  des  vorher  besprochenen  Buchs  „Wirkungsgesetzc 
etc.“  — vertreten  wird.  H. 


Vademecuiu  für  Elektrotechniker.  Praktisches  Hilfs-  und  Notizbuch 
für  Ingenieure,  Elektrotechniker,  Werkmeister,  Mechaniker  u.  s.  w. 
Herausgegeben  von  E.  Rohrbock,  Ingenieur  für  Elektrotechnik, 
unter  Mitwirkung  des  Herrn  E.  Grünwald,  Ingenieur.  Fünfter 
Jahrgang  des  Kalenders  für  Elektrotechniker.  1888.  Mit  rielen 
Holzschnitten.  Halle  a.  S.  Wilhelm  Knapp.  252  S. 

Soviel  sich  bei  blosser  Durchsicht  des  Buches  ohne  eignen  Be- 
trieb urteilen  lässt,  ist  darin  in  umsichtigster,  vielseitigster  Weise  für 
alle  erdenklichen  Anwendungen  durch  praktisch  geordnete,  auB- 
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reichende  Angaben,  beginnend  mit  der  abstracten  Wissenschaft  nnd 
eingebend  auf  dio  spcciellen  Erfordernisse  der  Praxis,  gesorgt.  An- 
zeigen eventueller  Desideraten  zur  Ergänzung  für  spätere  Jahrgänge 
würden  sonach  nur  Sache  derer  seien,  die  das  Buch  gebrauchen. 

H. 


Zeitschrift  für  Elektrotechnik.  Organ  des  Elektrotechnischen 
Vereins  in  Wien.  Redacteur:  Josef  Kareis.  IV.  Jahrgang  1886. 
Wien  1886.  Selbstverlag. 

Der  4.  Jahrgang,  der  erste  welcher  im  Selbstverläge  des  Vereins 
erscheint,  enthält  folgende  Abhandlungen  nnd  Vorträge: 

A.  v.  Waltenhofen:  Beitrüge  zur  Anwendung  der  Gesetze  des 
Elektromagnetismus.  — Torsionsgalvanometer.  — Accnmulatoren 
von  Karbaky.  — Magnetisirungscurvo  bei  verschiedenen  Eisensorten, 
Anwendung  zur  Bestimmung  der  Härte.  — Fröhlich'sche  Theorie  der 
dynamoelektrischen  Maschinen. 

J.  Sack:  Die  elektrischen  Uhren. 

W.  Penkert:  Berechnung  der  Elektromagnete  bei  Compound- 
Maschinen.  — Transformation  der  Wärme  in  elektrische  Energie. 
Bestimmung  des  Wirkungsgrades  eines  Transformators.  — Mittlere 
Intensität  des  magnetischen  Feldes  bei  Dynamomaschinen. 

Ry sBelberghe:  Telephonie  anf  lange  Distanz. 

Hammerl:  Verhalten  ringförmiger  Magnete. 

R.  v.  Fischer-Treuonfeld:  Militär-Telegraphie. 

J.  Zacharias:  Elektricität  als  Motor  für  Land-  und  Wasser- 
fahrzeuge. 

M.  Burstyn:  Elektrische  Zündung. 

H.  v.  Jüptner:  Universal-Elektricitätsmesser. 

J.  Stephan:  Charakteristik  einer  Wechselstrommaschine. 

M.  Jüllich:  Best.  d.  Intens,  per.  veränd.  elektr.  Ströme. 

D.  Tumlirz:  Blitzableitersystem  von  Melsens. 

C.  Zick ler:  Magnetisirungscurve. 

R.  Lewandowski:  Neuerungen  an  Inductionsapparaton. 

E.  Gdrard:  Selbstinduction  in  elektrischen  Leitern. 

H.  Sack:  Speci fische  Inductionsconstanten  von  Stahlstäben. 

J.  Kolbe:  Magnetische  Kraftlinien. 

C.  Grawinkel:  Ersatz  von  Telegr.  Batterien  durch  elektrische 
Maschinen.  — Stromarbeit  in  oberird.  Telegraphenleitungen. 

Kleiner  nnd  Hofmeister:  Helligkeit  und  Arbeite  verbrauch 
elektrischer  Glühlampen. 

J.  Kessler:  Normal instrument  für  abs.  Messungen. 

F.  Becbtold:  Elektrische  Feuermelder. 
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F.  Drexler:  Elektrische  Messinstrumente. 

J.  Moser:  Eiektr.  u.  therm.  Eigensch.  v.  Salzlösungen. 
Strointz  nnd  Aulinger:  Galvanischo  Polarisation  des  Bleies. 
Ausserdem  viele  kürzere  Aufsätze.  H. 


Erd-  und  Himmelskunde. 

Gconomie  (mathematische  Geographie)  gestützt  auf  Beobachtung 
und  elementare  Berechnung.  Für  Lehrer,  Studironde  und  zum  Selbst- 
unterricht bearbeitet  von  Dr.  Th.  Epstein,  Lehrer  an  der  Real- 
schule „Philantropin“  in  Frankfurt  a.  M.  Mit  166  Holzschnitten  im 
Text  und  18  Figurentafeln,  wovon  12  mit  Sternbildern  auf  blauem 
Grunde.  Wien  1885.  Carl  Gerold’s  Sohn.  576  S. 

Der  Name  „Geonomie“  soll  der  bezeichneten  Doctrin  die  Stel- 
lung des  besondern  Teils  der  Astronomie  geben,  dor  sich  auf  die 
Erde  als  Astron  bezieht  Eine  eigentümliche  Auffassung  möchte 
dadurch  kaum  ausgedrückt  sein,  da  die  mechanische  Theorie  für  die 
Erde  keine  andre  ist  als  für  die  andern  Planeten,  die  tellurischen 
Vorgänge  nicht  ohuc  Zuziehung  der  übrigen  Himmelskörper  erklärt 
werden  können,  bei  Begrenzung  des  Lehrstoffs  aber  die  gleiche  Frei- 
heit bleibt  wie  in  jeder  mathematischen  Geographie.  Die  Haupt- 
abschnitte des  Buchs  sind:  Hülfsmittol  und  Vorbereitungen,  Gestalt 
und  Grösse  der  Erde,  Bewegung  der  Sonne,  Uebergang  zum  Cop- 
percanischen  System,  der  Mond,  gconomische  Physik,  in  welchem 
letzten  auch  Ebbe  und  Flut  behandelt  ist.  Besonders  ausführlich  ist 
über  die  Messungen  Auskunft  gegeben:  es  werden  nicht  bloss  die 
Hülfsmittel  und  Berechnung  erklärt,  sondern  mehr  noch  die  facti- 
schen  Messungen,  ihre  Schicksale  und  Erfolge  mitgeteilt.  Die  Au- 
wendungen der  Mathematik  beschränken  sich  auf  die  elementare 
der  Schule,  welche  durch  Vortrag  einiger  Lehren  von  den  Coordi- 
naten  und  von  der  Ellipse  erweitert  wird.  Dagegen  sind  alle  Gegen- 
stände der  Himmelsdynamik,  also  auch  die  Planetenbahnen  nur  qua- 
litativ in  Betracht  gezogen,  die  Kepler’schen  Gesetze  gar  nicht  er- 
wähnt H. 


Astronomische  Geographie.  Ein  Lehrbuch  angewandter  Mathe- 
matik. Von  Prof.  H.  C.  E.  Martus,  Direktor  des  Sophien-Real- 
gymnasiums  in  Berlin.  Mit  100  Figuren  im  Texte.  Zweite  Auflage, 
mit  vielen  Zusätzen.  Leipzig  1888.  C.  A.  Koch.  388  S. 
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Die  1.  Auflage  ist  im  260.  litt.  Bericht  besprochen.  Die  gegen- 
wärtige 2.  Auflage  bringt  mehrere  Verbesserungen  und  viele  Zusätze, 
unter  andern  eino  Veranschaulichung  der  Krümmung  der  Erdober- 
fläche; auch  sind  viele  geschichtliche  Bemerkungen  hinzugefügt,  für 
welche  die  Geschichte  der  Astronomie  von  Rudolf  Wolf  (in  Bern) 
hauptsächlich  als  Quelle  benutzt  worden  ist.  Da  der  Gesamtstoff 
für  ein  Halbjahr  bei  4 wöchentlichen  Lehrstunden  als  zu  gross  er- 
achtet ward,  so  hat  der  Verfasser  darauf  gerechnet,  dass  das  Capitcl 
über  das  Erdsphäroid  in  einem  andern  Halbjahre  im  Anschluss  an 
das  stereometrische  Gebiet  behandolt  werden  könnte.  H. 


Hydrologische  Studien.  Von  Heinrich  Gravö,  behördlich 
autorisirter  und  beeideter  Zivil-Ingonieur,  Architekt,  Mitglied  mohrercr 
gelehrten  Gesellschaften  und  wissenschaftlidhen  Vereine,  Korrespon- 
dent der  k.  k.  geologischen  Reichsanslalt,  etc.  I.  Heft  Wien  1887. 
Alfred  Hölder.  59  S. 

Diesem  1.  Hefte  soll  eino  noch  nicht  begrenzte  Reihe  weiterer 
Hefte  folgen.  Die  darin  enthaltenen  Arbeiten  gehen  aus  dem  im 
Vorwort  dargelegten  Gedanken  hervor,  dass  künstliche  Anlagen  zur 
Gewinnung  von  Naturproducten  und  zur  Bekämpfung  verderblicher 
Elemento  noch  grosseuteils  ohne  gehörige  Kenntniss  der  Wege,  auf 
denen  die  Natur  dem  Menschen  ihre  Gaben  zuführt  und  die  Schäden 
mässigt  und  ausgleicht,  unternommen  werden,  dass  daher  der  mo- 
mentane Gewinn  beträchtlichen  Schaden  für  die  Zukunft  nach  sich 
ziehen  kann.  Die  einzelnen  Artikel  sollen  nun  der  Untersuchung 
dabin  einschlagender  Fragen  gewidmet  sein.  Das  1.  Heft  enthält  2 
Artikel.  Bor  erste  gibt  oine  Uebersicht  über  die  Höhenmes- 
sungen in  einem  Teile  Oesterreichs,  namentlich  ausgehend  auf  die 
Bestimmung  der  Höhen  der  Pegel  österreichischer  Flüsse,  und  stellt 
dio  Resultate  zusammen.  Der  zweite,  „Studien  über  die  Bildung 
und  Ergibigkeit  der  Quellen“,  geht  hauptsächlich  auf  den  Durch- 
gang des  Wassers  durch  Steinarten  ein  und  erörtert  die  Verände- 
rungen, welche  der  natürliche  unterirdische  Wasserlauf  durch  künst- 
liche Ableitung  des  Wassers  erleiden  muss.  H. 

Wetter-Telegraphie  und  Sturmwarnungen  in  Nordamerika.  Von 
J.  G.  Hagon,  S.  J.  Scparat-Abdruck  aus  den  „Stimmen  ans  Maria- 
Laach“.  Froibnrg  i.  Br.  1886.  Herder.  49  S. 

Dio  Schrift  berichtet  über  die  Veranstaltungen,  welche  von  Seiten 
der  Vereinigten  Staaten  zum  Schutzo  der  Landesproduction , des 
Handels  und  der  Seefahrt  gegen  zerstörende  Wettervorgänge  durch 
Anwendung  der  Telegraphie  und  der  Signale  getroffen  worden  sind. 
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Ihre  3 Abschnitte  behandeln  einzeln  geschichtliche  Entwickelung  des 
Wetterdienstes,  dessen  Organisation  und  Tätigkeit.  Die  Schutz- 
massregeln  begannen  1819,  mehrten  und  erweiterten  sich,  bis  1870 
auf  Betrieb  des  Brigade-Generals  Albert  J.  Myer  eine  Organisation 
ins  Leben  trat,  welche  ganz  unter  militärischer  Verwaltung  stand, 
aber  auch  von  vielen  andern  Seiten  Unterstützung  fand.  Von  ihr 
giengen  täglich  3 mal  Wetter-Bulletins  aus,  die  anfangs  an  24  Städte 
tolcgraphirt  wurden,  bald  nachher  auch  Wetterprognosen;  das  Ein- 
treffen ungesagter  Stürme  stieg  von  70  proc.  mit  der  Zeit  auf  88 
proc.  Die  Tätigkeit  der  Institution  dehnte  sich  bald  auf  immer  mehr 
Zielo  aus:  auf  dem  Wiener  Meteorologen-Congress  1873  gewann 
Myer  die  Mitwirkung  aller  europäischen  Staaten  und  Culturstaaten 
aller  Erdteile  zu  dem  Plane  gleichzeitige  Beobachtungen  anzuordnen. 
Die  neueste  Geschichte  .meldet  von  Rückgang  der  Erfolge,  an  dem 
die  Wendung  der  öffentlichen  Moinung  zunächst  gegen  die  Nordpol- 
fahrten, dadurch  vermittelt  gegen  alle  Unternehmungen  zugunsten 
der  Institution  schuld  war.  Die  2 letzten  Abschnitte  enthalten  Spc- 
cialien,  H. 


Astronomischer  Wandkalender  für  das  Jahr  1888.  Gezeichnet 
von  P.  Manojlovits,  königl.  serbischer  Vice-Consul.  Text  von 
Dr.  K.  Zolbr.  Wien  1888.  Carl  Gerold’s  Sohn. 

Die  Gesamttafel  besteht  aus  3 Himmelskarten,  die  sich  über  die 
Zone  der  Ekliptik  erstrecken  und  die  Bahnen  der  Sonne,  der  Pla- 
neten und  die  Oertcr  des  Voll-  und  Neumondes , bei  festen  Fixster- 
nen, im  Laufe  des  Jahres  1888  darstellen.  Tabellarisch  stehen  dar- 
nnter  die  Himmelserscheinungen  für  jeden  Tag.  H. 


Meteorologische  Zeitschrift.  Heraasgegeben  von  der  Oester- 
reichischen  Gesellschaft  fflr  Meteorologie  und  der  Deutschen  Meteoro- 
logischen Gesellschaft.  Redigirt  von  Dr.  J.  Hann  (Wien,  Hohe 
Warte)  und  Dr.  W.  Köppen  (Hamburg,  Seewarte).  Vierter  Jahr- 
gang 1887  (zugl.  XXH.  Bd.  d.  Zcitscbr.  der  Oesterr.  Ges.  für  Met.) 
Berlin,  A.  Asher  u.  Co. 

Der  4.  Band  enthält  folgende  Abhandlungen : 

Biermann:  Zum  Klima  der  Kanarischen  Inseln. 

Kleiber:  Periodische  Schwankungen  der  Atmosphäre  zwischen 
beiden  Halbkugeln  der  Erde. 

Lang:  Beobachtung  der  Schncebedeckung. 

Grossmann:  Zur  synoptischen  Karte  d.  nordatlant.  Oc. 

Obermayer:  Beobachtungsstation  auf  dem  Gipfel  des  Sonnblick. 
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Hann:  Geschichte  der  met.  Station  auf  dem  Sonnblick.  — Be- 
obachtungen daselbst.  — Beobachtungen  der  österr.  Polarstation  auf 
Jan  Mayen. 

Erk:  Verticale  Verteilung  des  Niederschlags  am  Nordabhange 
der  bairischen  Alpen. 

Ekhelm  und  Hagström:  Höhe  der  Wolken  im  Sommer  zu 
Upsala. 

Draenert:  Kastenklima  der  Provinz  Pernambuco. 

Hellmann:  Jährliche  Periode  der  Niederschläge  in  den  deut- 
schen Mittelgebirgen. 

Läska:  Gewitter  in  Prag. 

Hugo  Meyer:  Untersuchungen  über  das  Sättigungsdeficit.  — 
Häufigkeit  gegebener  Temperaturgruppen  in  Norddcutschland. 

Hoffmann:  Phänologie  nnd  Wetterprognose. 

Fritz:  Resultate  der  Polarlichtbeobachtungen. 

Woeikof:  Zum  Klima  von  Korea. 

Bei  mann:  Gewittererscheinungen  im  schlesischen  Gebirge. 

Neumayer:  Magnetische  Landesaufnahme  von  Frankreich. 

Köppen:  Einiges  über  Wolkonformen.  — Gewitter  vom  13.  bis 
17.  Juli  1884.  — Hann’s  Atlas  der  Meteorologie. 

Vettin:  Einwirkung  der  bar.  Minima  und  Maxima  auf  die  Rich- 
tung des  Wolkenzuges. 

Upton:  Met.  Beobachtungen  bei  Sonnenfinsternissen. 

Brückner:  Ueber  die  Zählung  der  Regentage. 

U le:  Beob.  der  Wassertemperatur  in  der  Saale  bei  Halle. 

Thirring:  Zum  Klima  von  China. 

Weihrauch:  Met.  Beob.  zu  Fort  Rae. 

Seidl:  Temperaturverteilung  im  Gebiete  der  Karawanken. 

Müller:  Ueber  Verluste  äusserer  Energie  bei  der  Bewegung 
der  Luft. 

Linss:  Ueber  einige  die  Wolken-  und  Luftelektricität  betref- 
fende Probleme. 

Wachlowski:  Die  Niederschlagsverhältnisse  in  der  Bukowina. 

Brandis:  Regen  und  Wald  in  Indien. 

Buys-Ballot:  Ueber  simultane  Beobachtungen. 

Volger:  Quellentheorie  anf  meteorologischer  Basis. 

Augustin:  Jährliche  Periode  des  Windes. 

Werner  Siemens:  Zur  Frage  der  Lufstströmung.  H. 


Vermischte  Schriften. 

Mitteilungen  der  Mathematischen  Gesellschaft  in  Hamburg.  Nr.  5. 
ausgegeben  1885.  Redigirt  von  Krüss,  Ahlhorn  und  Bock.  Nr. 7. 
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ansg.  1887.  Red.  v.  Wagner,  Koldowey  und  Bock.  Nr.  8. 
ausg.  1888.  Red.  v.  Koldewey,  Hoppe  und  Bock. 

Der  Inhalt  von  Nr.  6.  ist  im  15.  litt.  Bcr.  S.  38.  aufgcführb 

In  Nr.  5.,  7.  and  8.  sind  folgende  Vorträge  (Referat)  und  Ab- 
handlungen mitgeteilt. 

Hoppe:  Historische  Mitteilungen  znr  Elebtricitätslehre  und 
Potentialtheorie.  5. 

F.  H.  Reitz:  Ueber  den  Mareograph  für  don  Hafen  von  Mar- 
seille. 5. 

Küpcke:  Ueber  die  Reihe  £sin(n!z»).  5. 

Bock:  Hydrodynamik  nach  dem  Hamilton’schen  Princip.  5.  — 
Ueber  eine  neuo  zahlentheorctische  Function.  6.  7. 

Schulze:  Zur  Geschichte  der  hypergoometrischen  Reihe.  5. 

Keferstein:  Beitrag  zur  Theorie  des  Billardspiclcs.  5 — 

Eiuo  Methode  zur  Bestimmung  der  primitiven  Wurzeln  der  Con- 
grucnz  gi’-'  — 1 modj>,  für  einen  reellon  Primzahlmodal  p 8. 

P.  Jaerisch:  Zur  Theorie  der  Lame’schen  Functionen.  7. 

Köpke:  Ueber  das  Princip  von  der  Condensation  der  Singu- 
laritäten bei  Hankel  und  Dini.  8. 

Koldewey:  Ueber  einige  Entwickelungen  ans  der  Thcorio  der 
Deviation  der  Compasso  an  Bord  eiserner  Schiffe  8. 

E.  Liebenthal:  Das  Potential  des  Ellipsoids.  8.  H. 


Proceedings  of  the  Canadian  Institute,  Toronto.  Being  a cou- 
tinuation  of  the  „Canadian  Journal“  of  Science,  literature  and  bi- 
story.  Third  series  Vol.  IV.  [Wholo  No.  Vol.  XXII.  No.  146.] 
Toronto  1887.  The  Copp.  Clark  Company,  limited. 

Der  4.  Band,  bestehend  aus  2 Heften,  enthält  die  in  21  Sitzungen 
gehaltenen  Vorträge.  Keiner  derselben  berührt  mathematische  oder 
physikalische  Gegenstände.  II. 


Bulletin  de  la  Societe  Malhematique  de  France.  I'ublie  par  les 
Secretaires.  (Red.  G.  Humbert.)  Tome  XV.  Paris  1887.  Au  siege 
de  la  Sociftü. 

Der  15.  Band  enthält  folgende  Abhandlungen. 

0.  Callandreau:  Ueber  die  Entwickelung  der  Functionen  in 
Reihen  nach  der  Maclaurin’schen  Formel  im  Falle  einer  reellen 
Variabein. 

Demartres:  Ueber  die  Totalkrümmung  der  Flächen.  — Ueber 
einen  Punkt  der  Fläcbeutheorie. 
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vcrsitö  de  Liöge,  Membro  de  la  Soci^tc  royale  des  scieuces  de  Liöge, 
avec  la  collaboration  de  plusienrs  I’rofesseurs  beiges  et  etrangers. 
Tome  septitme,  annde  1887.  Gand  1887.  Ad.  Hoste.  Paris,  Gau- 
thier-Yillars. 

Der  7.  Band  enthält  folgende  Aufsätze. 

Mister:  Eigenschaften  der  Agnesi’schen  Cnrven. 

E.  Vigarii:  Ueber  die  complementaren  Punkte. 

Tücher:  Ueber  den  triplicatorischen  Kreis. 

J.  Casoy:  Eigenschaften  dreier  ähnlichen  Figuren. 

Cesäro:  Bemerkungen  zur  infinitesimalen  Geometrie. 

P.  H.  Schonte:  Ueber  die  Normalen  des  Winkels  «. 

E.  Catalan:  Ueber  die  Dividirbarkeit  der  Zahlen. 

E.  Lucas:  Ueber  die  neunte  vollkommene  Zahl. 

L a i s a n t : V crscbicdenc  F ormnlirungen  einer  einzigen  Eigenschaft. 

A.  Servis:  Ueber  die  Umkehrbarkeit  der  linearen  Transfor- 
mation. — Geometrische  Interpretation  der  quadratischen  birationalcn 
Transformation.  — Geometrische  Interpretation  der  speciellen  qua- 
dratischen birationalen  Transformation.  — Ueber  die  vollkommenen 
Zahlen. 

G.  de  Longcbamps:  Ueber  die  Rectification  einiger  bemerkens- 
werten Curven. 

C.  Bergmans:  Sätze  über  die  Parabel. 

J.  Neuberg:  Roberts’sche  Kugel.  — Transmutationen  eines 
Dreiecks. 

M.  d’Ocagne:  Die  cyklischen  Coordinaten.  Einige  Eigen- 
schaften des  Dreiecks. 

Van  Dorsten:  Anwendung  der  Eigenschaften  dreier  ähnlichen 
Figuren. 

M’Cay:  Ueber  die  Kiepert’sche  Hyperbel. 

P.  Mansion:  Weicrstrass’sche  stetige  Function  ohne  Differen- 
tial. (Auszug.) 

Fr.  Deruyts:  Lineare  Erzeugung  einiger  Curven  zu  vielfachen 
Elementen. 

Emmerich:  Constrnctionsprobleme  bezüglich  auf  dio  Geometrie 
des  Brocard’schen  Kreises. 

Schoentjes:  Ueber  eine  Erzeugungsweise  der  hyperbolischen 
Spirale. 

Hierzu  kommen  zahlreiche  Lösungen  in  diesem  Journal  gestellter 
Aufgaben.  H. 

Atti  della  Reale  Accademia  dei  Lincei.  Anno  CCLXXXIV.  1887. 
Serie  quarta.  Rendiconti  pubblicati  per  cura  dei  Segretari.  Volumo 
III.  Roma  1887.  V.  Salvucci. 
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Der  3.  Band  enhält  folgende  mathematische  Arbeiten. 

Ricci:  lieber  die  covariante  Derivation  zu  einer  quadrati- 
schen Differential-Form. 

Visalli:  Ueber  die  Correlationen  (in  2 Räumen  von  3 Dimensio- 
nen), welche  12  Elementar-Bedingungen  genügen.  — Ueber  die  von 
2 Fundamentalformen  2.  Gattung  erzeugten  Figuren,  unter  denen 
eine  vielfache  Correspoudenz  besteht. 

Pieri:  Ueber  das  Correspondenz-Princip  in  einem  beliebigen 
linearen  n dimensionalen  Raume. 

Brioschi:  Ueber  die  hyperelliptischen  Functionen  a. 

Bianchi:  Ueber  die  doppelt  unendlichen  Strahlensysteme.  — 
Ueber  Weingarten’s  Systeme  in  den  Räumen  constanter  Krümmung. 

Pincherle:  Construction  neuer  geeigneter  analytischer  Aus- 
drücke zur  Darstellung  von  Functionen  durch  eine  unendliche  An- 
zahl einzelner  Punkte.  — Ueber  die  Vergleichung  der  Singularitäten 
zweier  analytischen  Functionen. 

Vol terra:  Ueber  die  linearen  Differentialgleichungen.  — Ueber 
die  Functionen,  welche  von  anderon  Functionen  abhangen.  — Ueber 
eiue  Erweiterung  der  Riemann’schen  Theorie  der  Functionen  com- 
plexer  Variabcln. 

Abetti:  Begriffe  der  christlichen  Kophten  und  Abessinier  vom 
Kalender. 

Cantoni:  Conjecturen  über  die  Wirkung  in  die  Ferne. 

Segre:  Ueber  die  algebraischen  Uannichfaltigkeiten,  die  von 
einer  einfach  nnendlichen  Reihe  von  Räumen  gebildet  werden. 

Besso:  Einige  partielle  Differentialgleichungen  1.  Ordnung. 

Siacci:  Ueber  die  Winkel  des  weitesten  Wurfes  (bei  Luft- 
widerstand). H. 


Transactions  of  the  WTagner  Free  Institute  of  Science  of  Phila- 
delphia. Publishcd  under  the  direction  of  the  Faculty.  Vol.  I. 
Philadelphia  1887. 

Diese  neue  Zeitschrift  ist  der  Erforschung  des  Inlandes  in  Hin- 
sicht auf  Zoologie,  Botanik  und  Geologie  gewidmet  Das  Institut  ist 
1855  von  William  Wagner  (gestorben  im  Jan.  1885)  gegründet  und 
wird  verwaltet  von  einem  Curatorium  und  einer  Facultät  bestehend 
aus  4 Professoren,  die  seit  1885  regelmässig  Vorlesungen  für  freies 
Publicum  halten.  H. 

Annuairc  pour  l'an  1888,  pnblie  par  le  Bnreau  des  Longitudes. 
Avec  des  notices  sciontifiques.  Prix:  1 fr.  50  c.  Paris  1888. 
Gauthier-Villars  et  Fils. 
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Depuis  le  7 mcssidor  an  III,  le  Bureau  des  Longitudes  n’a 
jamais  laisse  passer  une  aunde  sans  publier  son  Annuaire.  Outre 
les  donndes  pratiques  qui  forment  le  fonds  invariable  de  ce  recueil, 
celui  qui  vient  de  paraitre  contient  des  articles  beaucoup  plus  etendus, 
de  vdritables  Traites,  sur  les  Monnaios,  Ia  Statistique,  la  Mineralogie, 
la  Meteorologie,  etc.  II  rcnfertre  do  plus  une  eloquente  et  magistrale 
dtude  de  M.  Jansseu  sur  l’Ago  des  etoiles ; une  Notico  dans  laqaelle 
M.  l’Amiral  Moncbez,  Directeur  de  l’Observatoiro , a reuni  tous  les 
renseignements  relatifs  & l’exdcution  de  la  Carte  photograpbique  du 
Ciel,  dont  il  a ete  lo  promotcur;  des  Notes  de  M Cornu  sur  les 
Calendriors  et  sur  la  Construction  des  cadrans  solaires;  enfin,  le 
captivnnt  recit  d’un  voyage  accoinpli  par  M.  d’Abbadio  en  Orient, 
pour  mesurer  des  coordonndes  magndtiques,  cn  ddpit  des  ignorances 
et  dos  mauvais  vouloirs  rencontres  dans  cette  lointaine  expedition. 

Gauthier-Villars  et  Fils. 
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Kcrz,  F. , Plaudereien  üb.  die  Kaut-Laplace’sche  Nebularhypo- 
these. Jena,  Mauke’s  Verl.  3 Mk. 
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Lehrbücher. 
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Mittenzwey,  L.,  Aufgaben  f.  d.  geometr.  Rechnen.  Ausg.  f. 
die  Hand  d.  Lehrers.  Leipzig,  Kliukbardt.  1 Mk.  20  Pf. 
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Schapira,  II. , üb.  e.  allg.  Priucip  algebraischer  Iterationen. 
Vortrag.  Heidelberg,  Winter.  80  Pf. 
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Arnold,  C.,  einige  Untersncbgn.  üb.  quadratische  Strahlen- 
complexe.  Strassburg,  Trübner.  80  Pf. 
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4.  AH.  Hamburg,  Rudolphi.  2 Mk. 
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Zaiser,  G.,  die  geometr.  Formenlehre  als  Grundlage  d.  Frei- 
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38.  Die  Wirkungsgesetze  der  dynamo-elektrischen  Maschinen.  Von 
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Grtlnwald,  F.,  der  Bau,  Betrieb  u.  d.  Reparaturen  der  elektr. 
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Kohlrausch,  F.,  Leitfaden  d.  prakt.  Physik.  Mit  e.  Anh. 
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2 Mk. 
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Bebber,  J.  van,  die  Ergebnisse  d.  Wetterprognosen  im  J.  1886. 
Hamburg,  Friederichsen  & Co.  50  Pf. 

Beobachtungen  der  meteorolog.  Stationen  im  Königr.  Bayern. 
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Holetschek,  J.,  üb.  d.  Richtgn.  d.  grossen  Axen  der  Kometcn- 
bahneu.  Wien,  Gcrold’s  S.  60  Pf. 

Jahrbuch  d.  meteorolog.  Beobachtgn.  der  Wetterwarte  d.  Magde- 
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cas. 60  Pf. 
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6.  Afl.  Leipzig,  Mayer.  1 Mit.  20  Pf. 

Körber,  F.,  Ob.  den  Cometen  1865.  I.  Breslau,  Köhler. 

1 Mk. 

Liznar,  J.,  Ob.  d.  26 tägige  Periode  der  täglichen  Schwankung 
der  erdmagnet.  Elemente.  Wien,  Gerold’s  S.  25  Pf. 
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20  Pf.;  Asg.  m.  Deckglas  30  Pf. 
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Hamburg,  Mauke  Söhne,  prcplt.  15  Mk. 
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feld u.  H.  Seeliger.  22.  Jahrg.  1887.  2.  Hft  Leipzig,  Engelmann. 

2 Mk. 

Weber,  W.,  Sternkarte.  (2.  Afl.).  Leipzig,  Hinrichs’sche  Sort. 
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Phylk. 
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Praxis.  70. — 74.  Hfl.  Stuttgart,  Maier,  ä 25  Pf. 
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Annalen,  mathematische.  Hrsg.  v.  F.  Klein  u.  A.  Mayer.  30.  Bd. 
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Berichte,  mathemat.  u.  naturwissenschaftl.,  aus  Ungarn.  Red. 
v.  J.  Fröhlich.  4.  Bd.  Berlin,  Friedländer  <fc  S.  6 Mk. 
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Im  Unterzeichneten  Vorlage  erschien  soeben  und  ist 
durch  alle  Buchhandlungen  zu  beziehen : 

Manojlovits 

Astromischer  Wandkalender 

pro  1888. 

Ein  mehrfarbiges  Tableau,  75  Ctm.  breit,  53  Ctm.  hoch, 
mit  don  Himmelserscheinungen  für  jeden  Monat  des 
künftigen  Jahres,  dem  scheinbaren  Laufe  der  Planeten 
Venus,  Mars,  Jupiter  und  Saturn  vom  1.  Jänner  bis 
31.  December  1888,  dem  scheinbaren  der  Sonne,  des 
Merkur,  des  Uranus  und  des  Neptun  vom  1.  Jänner 
bis  31.  December  1888  und  den  Oertern  dos  Voll- 
und  Neumondes  unter  den  Fixsternen  vom 
1.  Jänner  bis  31.  December  1888. 

Für  don  Astronomen  vom  Fach  sowohl  als  auch  für 
den  sich  mit  Astronomie  Befassenden  ist  dieser  gut 
ausgestatteto  billige  Wandkalender  von  grossem  Interesse. 
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Kronecker  u.  K.  Weierstrass.  Inhalt  u.  Namen-Verzeichniss  d. 
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logie u.  Astronomie.  95.  Bd.  3.-5.  Hft.  Wien,  Gerold’s  S.  16  Mk. 
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Nell,  A.  M.,  fünfstellige  Logarithmen  der  Zahlen  u.  der  trigo- 
nometr.  Functionen  nebst  den  Logarithmen  f.  Summe  u.  Differenz 
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m.  ihnen  verwandte  Zahlenverbindungen.  Berlin,  Gärtner.  1 Mk. 
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gegebene  Punkte  d.  Raumes  geben  od.  gegebene  Linien  d.  Raumes 
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Leipzig,  Froytag.  20  Pf. 

Köstler,  H.,  Leitfaden  d.  ebenen  Geometrie  f.  höhere  Lehr- 
anstalten. 2.  Hft.  Lehre  vom  Flächeninhalt.  Constructiouslehre. 
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Praktische  Geometrie,  Geodäsie. 
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Rausenberger,  0.,  Lehrbuch  der  analytischen  Mechanik. 
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Berlin,  v.  Decker.  75  Pf. 

Echo,  elektrotechnisches.  Organ  f.  d.  Fortschritte  d.  angewandten 
Elektricitätslehre.  Hrsg.:  A.  Berliner.  1.  Jabrg.  1888.  Nr.  7. 
Berlin,  Steinitz.  Viertelj.  3 Mk. 
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50  Pf. 
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In  Fr.  Mauke's  Verlag  in  Jena  erschien  und  ist  durch 
Buchhandlung  oder  auch  direkt  zu  beziehen: 

Die 

Gbensgeschichte  der  Gestirne 

in 

Kriefen  an  eine  Freundin. 

Eine  populäre  Astronomie  der  Fixsterne 

— Ton 

M.  Wilh.  Meyer. 

Mit  46  Textillustr.,  2 Tafeln  n.  1 Titelbild. 

Beste  Ausstattung. 

Geh.  4 Mk.,  eleg.  gcb.  5 Mk. 

s Dresdner  Tageblatt  schreibt: 

,Der  berühmte  Verfasser  hat  nicht  etwa  Wilhelm 
unboldts  Titel  nur  adoptirt,  sondern  es  ist  ein  so  er- 
uistiefer,  liebenswürdiger  Zug  in  dem  ausgezeich- 
u Buche  vorherrschend,  dass  man  es  ungern 
der  Hand  legt  und  wirklich  eingestehen 
t:  das  ist  ein  geistvolles  Werk,  so  unter- 
end und  fesselnd  wie  belehrend  nnd  grössere 
chtspunkte  schaffend.  Wir  empfehlen  ila»  Buch 
voller  Vc  -anitrortung  auf*  ir<irmete.u 


astronomische  Geographie. 

ihrbuch  angewandter  Mathematik 

▼on 

Prof.  H.  C.  E.  Martus, 

Direktor  de»  Sophien -Realgymnasiums  in  Berlin. 

1 ! sgabc.  2.  Auflage.  Mit  100  Figuren  im  Texte.  Geh.  Preis 

;o  Pf. 

" • hul-Ausgabe.  Mit  80  Figuren  im  Texte.  Geh.  Preis 
'Pf. 

'.-zig.  C.  A.  Koch’s  Verlagsbuchhandlung. 

(J.  Senghusch.) 
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unsere  für  mathematischen  und  Formelsatz  speziell  eingerichtete 
Ottizin  bestens  empfohlen  unter  Zusicherung  correcter,  rascher  und 
billiger  Bedienung. 

GreiftwaUI. 

F.  W.  Kunike, 
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